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Дорогие коллеги и друзья! 

 

Мы рады приветствовать вас в Омске на V Всероссийской 

конференции «Проблемы оптимизации и экономические приложения». 

Важной особенностью нашей новой встречи является проведение 

совместных заседаний с VIII международной Азиатской школой-семинаром 

«Проблемы оптимизации сложных систем». 

Мы очень надеемся, что объединение усилий ученых России 

Казахстана, Узбекистана, Киргизии и других стран будет способствовать 

дальнейшему развитию нашего научного направления и его приложений в 

экономике, управлении, проектировании и других областях. 

Желаем вам успешного представления научных результатов, 

интересных и плодотворных дискуссий, новых творческих удач и приятного 

дружеского общения! 

 

 

С наилучшими пожеланиями,  

Председатель Оргкомитета                                                 А.А. Колоколов 
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ÀËÃÎÐÈÒÌ ÂÅÒÂÅÉ È ÃÐÀÍÈÖ ÄËß ÇÀÄÀ×È ÊÎÍÊÓÐÅÍÒÍÎÃÎ
ÐÀÇÌÅÙÅÍÈß ÏÐÅÄÏÐÈßÒÈÉ

Â.Ë. Áåðåñíåâ

Ðàññìàòðèâàåòñÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü, ÿâëÿþùàÿñÿ îáîáùåíèåì èçâåñòíîé çà-
äà÷è ðàçìåùåíèÿ ïðåäïðèÿòèé [1, 2]. Â ýòîé ìîäåëè â îòëè÷èå îò çàäà÷è ðàçìå-
ùåíèÿ èìåþòñÿ äâå ñîïåðíè÷àþùèå ñòîðîíû, êîòîðûå ïîñëåäîâàòåëüíî îòêðûâàþò
ñâîè ïðåäïðèÿòèÿ, ñòðåìÿñü �çàõâàòèòü� ïîòðåáèòåëåé è ìàêñèìèçèðîâàòü ïîëó÷àå-
ìóþ ïðèáûëü.

Ïðèíÿòèå ðåøåíèé ñîïåðíè÷àþùèìè ñòîðîíàìè ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê èãðó
Øòàêåëüáåðãà, à ñòîðîíû, ñëåäóÿ òåðìèíîëîãèè èãðû, íàçûâàòü Ëèäåðîì è Ïîñëåäî-
âàòåëåì. Ïîëó÷àåìàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé çàäà÷ó äâóõóðîâ-
íåâîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ, âêëþ÷àþùóþ çàäà÷ó âåðõíåãî óðîâíÿ
(çàäà÷ó Ëèäåðà) è íèæíåãî óðîâíÿ (çàäà÷ó Ïîñëåäîâàòåëÿ). Îáå ýòè çàäà÷è ÿâëÿ-
þòñÿ çàäà÷àìè ðàçìåùåíèÿ ñ ïîðÿäêàìè. Ïîðÿäêè íåîáõîäèìû äëÿ çàäàíèÿ ïðåäïî-
÷òåíèé ïîëüçîâàòåëåé è îïðåäåëåíèÿ ïðàâèëà �çàõâàòà� ïîòðåáèòåëÿ Ëèäåðîì èëè
Ïîñëåäîâàòåëåì.

Äëÿ çàäà÷è êîíêóðåíòíîãî ðàçìåùåíèÿ ïðåäïðèÿòèé ïðåäëàãàåòñÿ àëãîðèòì âåò-
âåé è ãðàíèö, ïîçâîëÿþùèé íàõîäèòü îïòèìàëüíûå ðåøåíèÿ çàäà÷è. Â êà÷åñòâå îï-
òèìàëüíûõ ðàññìàòðèâàþòñÿ òàê íàçûâàåìûå îïòèìàëüíûå íåêîîïåðàòèâíûå è îï-
òèìàëüíûå êîîïåðàòèâíûå ðåøåíèÿ. Ýòî ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî èç-çà âîçìîæíîé íååäèí-
ñòâåííîñòè îïòèìàëüíîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è íèæíåãî óðîâíÿ ïîíÿòèå îïòèìàëüíîñòè
äëÿ çàäà÷è êîíêóðåíòíîãî ðàçìåùåíèÿ ïðåäïðèÿòèé íóæäàåòñÿ â óòî÷íåíèè. Ïðè
ïîñòðîåíèè àëãîðèòìà èññëåäóåìàÿ çàäà÷à ïðåäñòàâëÿåòñÿ êàê çàäà÷à ìàêñèìèçà-
öèè ïñåâäîáóëåâîé ôóíêöèè îò ÷èñëà ïåðåìåííûõ, ðàâíîãî ÷èñëó âîçìîæíûõ ìåñò
ðàçìåùåíèÿ ïðåäïðèÿòèé Ëèäåðà. Ýòà ôóíêöèÿ çàäàåòñÿ íåÿâíûì îáðàçîì è äëÿ
âû÷èñëåíèÿ åå çíà÷åíèÿ íåîáõîäèìî íàéòè îïòèìàëüíûå ðåøåíèÿ äâóõ çàäà÷ öåëî-
÷èñëåííîãî ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Âàæíûì ýëåìåíòîì àëãîðèòìà ÿâëÿåòñÿ
ïðåäëàãàåìûé ñïîñîá âû÷èñëåíèÿ âåðõíåé ãðàíèöû çíà÷åíèé ðàññìàòðèâàåìîé ïñåâ-
äîáóëåâîé ôóíêöèè íà ïîäìíîæåñòâàõ ðåøåíèé. Îäíîâðåìåííî ñ âû÷èñëåíèåì âåðõ-
íåé ãðàíèöû îïðåäåëÿåòñÿ äîïóñòèìîå ðåøåíèå èç ðàññìàòðèâàåìîãî ïîäìíîæåñòâà,
êîòîðîå äàåò íèæíþþ ãðàíèöó äëÿ îïòèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ öåëåâîé ôóíêöèè. Äëÿ
âû÷èñëåíèÿ íà÷àëüíîãî ðåêîðäíîãî ðåøåíèÿ â ïðåäëàãàåìîì àëãîðèòìå èñïîëüçóåòñÿ
ïðîöåäóðà ëîêàëüíîãî ïîèñêà ñ îêðåñòíîñòüþ ñïåöèàëüíîãî âèäà.

ËÈÒÅÐÀÒÓÐÀ

1. Áåðåñíåâ Â.Ë. Äèñêðåòíûå çàäà÷è ðàçìåùåíèÿ è ïîëèíîìû îò áóëåâûõ ïåðåìåí-
íûõ. � Íîâîñèáèðñê: Èçä-âî Èíñòèòóòà ìàòåìàòèêè, 2005.
2. Discrete location theory (eds. Mirchandani P.B., Francis R.L.). � New York: John Wiley
and Sons, 1990.

c⃝ Áåðåñíåâ Âëàäèìèð Ëåîíèäîâè÷,
Èíñòèòóò ìàòåìàòèêè èì. Ñ.Ë. Ñîáîëåâà ÑÎ ÐÀÍ,
ïð-ò Àêàäåìèêà Êîïòþãà, 4, Íîâîñèáèðñê, 630090, Ðîññèÿ,
òåë. (383) 333-28-92, ôàêñ (383) 333-25-98.
E-mail: beresnev@math.nsc.ru
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ÏÐÎÁËÅÌÀ ÏÀÌßÒÈ Â ÄÈÍÀÌÈ×ÅÑÊÎÌ ÏÐÎÃÐÀÌÌÈÐÎÂÀÍÈÈ
ÍÀ ÃÐÀÔÀÕ ÎÃÐÀÍÈ×ÅÍÍÎÉ ÄÐÅÂÎÂÈÄÍÎÉ ØÈÐÈÍÛ

Â.Â. Áûêîâà

Ìåòîä äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ íà îñíîâå äåðåâà äåêîìïîçèöèè � îäèí
èç ñîâðåìåííûõ ñïîñîáîâ ïðåîäîëåíèÿ âû÷èñëèòåëüíîé ñëîæíîñòè NP-òðóäíûõ çàäà÷
íà ãðàôàõ îãðàíè÷åííîé äðåâîâèäíîé øèðèíû ñ ïîìîùüþ FPT-àëãîðèòìîâ (Fixed-
Parameter-Tractable algorithms) [3]. Îí ñî÷åòàåò â ñåáå äåêîìïîçèöèîííûé ïîäõîä ê
ðåøåíèþ çàäà÷è ñ äåêîìïîçèöèîííûì ïðåäñòàâëåíèåì âõîäíîãî ãðàôà, êîãäà âûäå-
ëåíèå ïîäçàäà÷ è ïîñòðîåíèå èõ ðåøåíèé îñóùåñòâëÿåòñÿ èñõîäÿ èç ýòîãî ïðåäñòàâ-
ëåíèÿ. Âðåìÿ âûïîëíåíèÿ FPT-àëãîðèòìîâ â ýòîì ñëó÷àå ïîëèíîìèàëüíî çàâèñèò
îò äëèíû âõîäà è íåïîëèíîìèàëüíûì îáðàçîì îò ïàðàìåòðà � äðåâîâèäíîé øèðèíû
âõîäíîãî ãðàôà [1]. Òàêèå àëãîðèòìû ïîçâîëÿþò ðåøàòü ãðàôîâûå çàäà÷è áîëüøîé
ðàçìåðíîñòè ïðè ìàëûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà. Íåñìîòðÿ íà òåîðåòè÷åñêóþ ïðèâëåêà-
òåëüíîñòü ìåòîäà äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ ïî äåðåâó äåêîìïîçèöèè, ïðàê-
òè÷åñêîå åãî ïðèìåíåíèå îãðàíè÷èâàåòñÿ äâóìÿ ïðîáëåìàìè, ïåðâàÿ èç íèõ ñâÿçàíà
ñ âûñîêèìè ïîòðåáíîñòÿìè â ïàìÿòè ïîëó÷àåìûõ FPT-àëãîðèòìîâ, à âòîðàÿ ñ âû-
÷èñëåíèåì äðåâîâèäíîé øèðèíû è ïîñòðîåíèåì äåðåâà äåêîìïîçèöèè [2]. Â äàííîé
ðàáîòå ïðåäëîæåíî ïðîáëåìó ïàìÿòè ðåøàòü ñ ïîìîùüþ áèíàðíîãî ñåïàðàòîðíîãî
äåðåâà äåêîìïîçèöèè (B&S-äåðåâà), êîòîðîå îáåñïå÷èâàåò êîìïðîìèññ ìåæäó ðàç-
ìåðîì è ÷èñëîì òàáëèö äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Â ðàáîòå äîêàçàíî, ÷òî
âñÿêîå ôóíäàìåíòàëüíîå äåðåâî äåêîìïîçèöèè n-âåðøèííîãî ãðàôà, èìåþùåå øèðè-
íó k è O(n) óçëîâ, ìîæåò áûòü ïðåîáðàçîâàíî çà âðåìÿ O(n) â B&S-äåðåâî, êîòîðîå
îáëàäàåò òîé æå øèðèíîé è O(n) óçëàìè. Òåîðåòè÷åñêè îáîñíîâàíû ñëåäóþùèå äî-
ñòîèíñòâà B&S-äåðåâà: ïåðåõîä îò áèíàðíîãî êîðíåâîãî äåðåâà äåêîìïîçèöèè ê B&S-
äåðåâó óâåëè÷èâàåò ÷èñëî òàáëèö íå áîëåå ÷åì â äâà ðàçà; B&S-äåðåâî ïîçâîëÿåò
óäåðæèâàòü ðàçìåð âñÿêîé òàáëèöû äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ â ïðåäåëàõ
îöåíêè O(k · qk), ãäå q � ÷èñëî ñîñòîÿíèé, â êîòîðûõ ìîæåò íàõîäèòüñÿ âåðøèíà ãðà-
ôà ê âîçìîæíîìó ðåøåíèþ. Â ðàáîòå òåõíèêà òàáëèö îïèñàíà íà ÿçûêå ðåëÿöèîííîé
àëãåáðû è c ïðèâëå÷åíèåì ñâîéñòâ àöèêëè÷åñêèõ ãèïåðãðàôîâ.
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Î ÐÀÂÍÎÂÅÑÈÈ ÂÀËÜÐÀÑÀ
Â ÌÍÎÃÎÐÅÃÈÎÍÀËÜÍÛÕ ÝÊÎÍÎÌÈ×ÅÑÊÈÕ ÑÈÑÒÅÌÀÕ

Â.À. Âàñèëüåâ

1. Îñíîâíîå ñîäåðæàíèå äîêëàäà ñîñòàâëÿåò îáñóæäåíèå óñëîâèé ñóùåñòâîâàíèÿ
ðàâíîâåñèÿ Âàëüðàñà äëÿ ìîäåëåé ìåæðåãèîíàëüíîãî ýêîíîìè÷åñêîãî âçàèìîäåé-
ñòâèÿ, èçó÷àâøèõñÿ â ðàáîòàõ [1,2,3,5]. Â îòëè÷èå îò ñëîæíûõ òåõíè÷åñêèõ ïðåä-
ïîëîæåíèé, ôèãóðèðóþùèõ â àíîíñèðîâàâøåìñÿ ðàíåå ðåçóëüòàòå èç [5], íàéäåííûå
àâòîðîì óñëîâèÿ èñ÷åðïûâàþòñÿ ñòðîãîé àâòàðêè÷íîñòüþ (ïðîñòûì àíàëîãîì ñòàí-
äàðòíîãî óñëîâèÿ Ñëåéòåðà) è îãðàíè÷åííîñòüþ ðåñóðñíî-òåõíîëîãè÷åñêèõ âîçìîæ-
íîñòåé âñåõ ðåãèîíîâ. Ïîëó÷åíà êîîïåðàòèâíàÿ õàðàêòåðèçàöèÿ ðàâíîâåñèÿ Âàëüðà-
ñà, óñòàíàâëèâàþùàÿ ñîâïàäåíèå ìíîæåñòâ âàëüðàñîâñêèõ è ýäæâîðòîâñêèõ ïëàíîâ
äëÿ øèðîêîãî êëàññà ìîäåëåé âçàèìîäåéñòâèÿ. Óêàçàííûé ðåçóëüòàò ïðèìåíÿåòñÿ
äëÿ îòûñêàíèÿ óñëîâèé ñóùåñòâîâàíèÿ ðàâíîâåñèÿ Âàëüðàñà ïðè íåîãðàíè÷åííîñòè
ìíîæåñòâ ðåãèîíàëüíûõ ïëàíîâ ó÷àñòíèêîâ.

Êàê è â òðàäèöèîííîé ñõåìå ðàâíîâåñíîãî àíàëèçà, ðàçðàáîòàííîé äëÿ èññëåäî-
âàíèÿ êëàññè÷åñêîé ìîäåëè Ýððîó-Äåáðå, êëþ÷åâóþ ðîëü â ïðåäëàãàåìîì ïîäõîäå ê
àíàëèçó óñëîâèé ñóùåñòâîâàíèÿ ïðè îãðàíè÷åííîñòè ìíîæåñòâ ðåãèîíàëüíûõ ïëàíîâ
èãðàåò èçâåñòíàÿ ãåîìåòðè÷åñêàÿ ëåììà Ãåéëà [4]. ×òî êàñàåòñÿ ïîäõîäà, ðàçâèâàåìî-
ãî äëÿ ìîäåëåé, íå óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ îãðàíè÷åííîñòè, òî çäåñü ïðèíöèïè-
àëüíîå çíà÷åíèå èìååò òàêîé ôóíäàìåíòàëüíûé ðåçóëüòàò ðàâíîâåñíîãî àíàëèçà, êàê
òåîðåìà Ñêàðôà î íåïóñòîòå ÿäåð êîîïåðàòèâíûõ èãð [6]. Ïðè ýòîì â îáîèõ ñëó÷àÿõ
áîëüøîå âíèìàíèå óäåëÿåòñÿ ó÷åòó âàæíîé îñîáåííîñòè èçó÷àåìûõ ìîäåëåé, ñîñòî-
ÿùåé â ïîëèýäðàëüíîñòè äîïóñòèìûõ ìíîæåñòâ è ëèíåéíîñòè öåëåâûõ ôóíêöèé èõ
ó÷àñòíèêîâ.

2. Ðàññìàòðèâàåòñÿ ìîäåëü ýêîíîìè÷åñêîãî âçàèìîäåéñòâèÿ ðåãèîíîâ èç [5]:

M =< R, {As, Gs, Hs, bs, ds}s∈R >,

ãäå R = {1, . . . , r} � ìíîæåñòâî ðåãèîíîâ; As � ìàòðèöà ðàçìåðà ns × ls, õàðàêòå-
ðèçóþùàÿ ïðîèçâîäñòâåííûé ñåêòîð ðåãèîíà s ∈ R; Gs è Hs � ìàòðèöû ðàçìåðà
ns × n, îïèñûâàþùèå ñïîñîáû âûâîçà è ââîçà â ðåãèîíå s ∈ R; bs � âåêòîð-ñòîëáåö
ðàçìåðíîñòè ns, õàðàêòåðèçóþùèé èìåþùèéñÿ ðåñóðñíî-òåõíîëîãè÷åñêèé ïîòåíöèàë
ðåãèîíà s ∈ R; ds � âåêòîð-ñòîëáåö ðàçìåðíîñòè ns, îïèñûâàþùèé çàòðàòû ðåñóðñîâ
è ïðîäóêöèè, ñâÿçàííûå ñ äîñòèæåíèåì öåëåé ðàçâèòèÿ ðåãèîíà s ∈ R.

Ðåãèîíàëüíûå ðåñóðñíî-òåõíîëîãè÷åñêèå âîçìîæíîñòè Zs äëÿ êàæäîãî s ∈ R
îïðåäåëÿþòñÿ ôîðìóëîé

Zs := {zs = (xs, us, vs, λs) ∈ Rls
+ ×Rn

+ ×Rn
+ ×R+ | Asxs +Gsus +Hsvs ≥ bs + λsd

s},

ãäå íåîòðèöàòåëüíûå âåêòîð-ñòîáöû xs = (xsi )
ls
i=1, u

s = (usj)
n
j=1, v

s = (vsj )
n
j=1 óêàçûâà-

þò îáú¼ìû ïðîèçâîäñòâà, âûâîçà è ââîçà, ñîîòâåòñòâåííî, à ÷èñëî λs ∈ R+ � ñòåïåíü
äîñòèæåíèÿ öåëåé ðåãèîíàëüíîãî ðàçâèòèÿ äëÿ s ∈ R. Ýëåìåíòû ìíîæåñòâà Zs áóäåì
íàçûâàòü ïëàíàìè ðåãèîíà s.

Íàïîìíèì [5], ÷òî öåëåâûå ôóíêöèè ts : Zs → R ðåãèîíîâ s, õàðàêòåðèçóþùèå
ñòåïåíü äîñòèæåíèÿ öåëåé èõ ðàçâèòèÿ, èìåþò âèä:

ts(x
s, us, vs, λs) := λs, (xs, us, vs, λs) ∈ Zs, s ∈ R. (1)
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Ïîëîæèì ZM :=
∏

s∈R Zs è ÷åðåç ZM(R) îáîçíà÷èì ñîâîêóïíîñòü ñáàëàíñèðîâàí-
íûõ ïëàíîâ ìîäåëèM :

ZM(R) = {(xs, us, vs, λs)s∈R ∈ ZM |
∑
s∈R

us ≥
∑
s∈R

vs}.

Âàæíóþ ðîëü â äàëüíåéøåì èãðàþò òàê íàçûâàåìûå ñòðîãî àâòàðêè÷åñêèå ïëàíû,
ïîä êîòîðûìè ïîíèìàþòñÿ ýëåìåíòû ìíîæåñòâ

Z0
M(s) := {(xs, us, vs, λs) ∈ Zs | us ≫ vs}, s ∈ R

(êàê îáû÷íî, x ≫ y äëÿ x, y ∈ Rm îçíà÷àåò, ÷òî xk > yk äëÿ âñåõ k = 1, . . . ,m).
Ðåãèîí s ∈ R áóäåì íàçûâàòü ñòðîãî àâòàðêè÷åñêèì, åñëè Z0

M(s) ̸= ∅.
Îòìåòèì òàêæå, ÷òî ïðè àíàëèçå óñëîâèé îãðàíè÷åííîñòè ìíîæåñòâà ZM(R) ïî-

òðåáóåòñÿ ðàññìîòðåíèå ìíîæåñòâà Z0
M(R) ñáàëàíñèðîâàííûõ ïëàíîâ îäíîðîäíîé ñî-

ñòàâëÿþùåé ìîäåëèM, îïðåäåëÿåìîé ôîðìóëîé

M0 =< R, {As, Gs, Hs, 0, ds}s∈R > . (2)

Ñîãëàñíî ôîðìóëå (2), ìîäåëü M0 îòëè÷àåòñÿ îò M ëèøü òåì, ÷òî å¼ íà÷àëüíûé
ðåñóðñíî-òåõíîëîãè÷åñêèé ïîòåíöèàë ðàâåí íóëþ: bs = 0 äëÿ êàæäîãî s ∈ R.

3. Â äàëüíåéøåì èñïîëüçóåòñÿ ñëåäóþùåå îïðåäåëåíèå âàëüðàñîâñêîãî ðàâíîâåñèÿ
â ìîäåëè ìåæðåãèîíàëüíîãî âçàèìîäåéñòâèÿM (ñì., íàïðèìåð, [5]).

Îïðåäåëåíèå 1. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ïëàí z̄ = (x̄s, ūs, v̄s, λ̄s)s∈R ∈ ZM(R) ÿâëÿåòñÿ
âàëüðàñîâñêèì, åñëè ñóùåñòâóåò íåíóëåâîé âåêòîð öåí p̄ ∈ Rn

+ òàêîé, ÷òî p̄ · ūs ≥ p̄ · v̄s
äëÿ âñåõ s ∈ R, è ïðè ýòîì äëÿ ëþáûõ s ∈ R è (xs, us, vs, λs) ∈ Zs ñïðàâåäëèâà
èìïëèêàöèÿ

p̄ · us ≥ p̄ · vs ⇒ λ̄s ≥ λs

(êàê îáû÷íî, âûðàæåíèå x · y îçíà÷àåò ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ x è y).
Ñîâîêóïíîñòü âàëüðàñîâñêèõ ïëàíîâ ìîäåëè M áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç W (M).

Íàïîìíèì åùå [5], ÷òî öåíû p̄, ôèãóðèðóþùèå â îïðåäåëåíèè 1, íàçûâàþòñÿ ðàâíî-
âåñíûìè öåíàìè, à ïàðà (z̄, p̄) � ðàâíîâåñèåì Âàëüðàñà ìîäåëèM. Êàê âûòåêàåò èç
îïðåäåëåíèÿ 1, ðåãèîíàëüíûå ïëàíû z̄s = (x̄s, ūs, v̄s, λ̄s), s ∈ R, îáðàçóþò ðàâíîâåñíûé
ïëàí ìîäåëèM òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíè ñáàëàíñèðîâàíû ((z̄s)s∈R ∈ ZM(R)) è
ïðè íåêîòîðûõ íåíóëåâûõ öåíàõ p̄ ∈ Rn

+ äîñòàâëÿþò ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå öåëåâûì
ôóíêöèÿì ts (çàäàííûì ôîðìóëîé (1)) íà áþäæåòíûõ ìíîæåñòâàõ Bs(p̄), s ∈ R.
Ïîñëåäíèå îïðåäåëÿþòñÿ ñòàíäàðòíûìè ñòîèìîñòíûìè ñîîòíîøåíèÿìè ðåãèîíàëü-
íîãî ýêñïîðòà-èìïîðòà: Bs(p̄) = {(xs, us, vs, λs) ∈ Zs | p̄ · us ≥ p̄ · vs}, s ∈ R.

Îäèí èç îñíîâíûõ ðåçóëüòàòîâ äîêëàäà çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî ïðîñòåéøèå óñëî-
âèÿ, ãàðàíòèðóþùèå ñóùåñòâîâàíèå âàëüðàñîâñêèõ ïëàíîâ ìîäåëèM, ïðåäñòàâëÿþò
ñîáîé äîñòàòî÷íî åñòåñòâåííûå óñèëåíèÿ ïðèâîäèâøèõñÿ â [1] òðåáîâàíèé àâòàðêè÷-
íîñòè ðåãèîíîâ è îãðàíè÷åííîñòè ìíîæåñòâà ZM(R), îáåñïå÷èâàþùèõ íåïóñòîòó ÿä-
ðà ìîäåëèM (íèæå ïîä îãðàíè÷åííîñòüþ ðåñóðñíî-òåõíîëîãè÷åñêèõ âîçìîæíîñòåé
ðåãèîíîâ s ∈ R ïîíèìàåòñÿ îãðàíè÷åííîñòü ñîîòâåòñòâóþùèõ ìíîæåñòâ Zs).

Òåîðåìà 1. Åñëè ðåãèîíû ìîäåëèM ñòðîãî àâòàðêè÷åñêèå, à èõ ðåñóðñíî-òåõíî-
ëîãè÷åñêèå âîçìîæíîñòè îãðàíè÷åííûå, òî âM ñóùåñòâóåò ðàâíîâåñèå Âàëüðàñà.

4. Äëÿ êîîïåðàòèâíîé õàðàêòåðèçàöèè âàëüðàñîâñêèõ ïëàíîâ íàïîìíèì íåîáõîäè-
ìûå îïðåäåëåíèÿ èç [5], ãäå áûë ââåäåí îäèí èç îñíîâíûõ ïðèíöèïîâ îïòèìàëüíîñòè
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äëÿ ðàññìàòðèâàåìîãî êëàññà ìîäåëåé � ïîíÿòèå ðàâíîâåñèÿ Ýäæâîðòà. Íåñêîëüêî
ìîäèôèöèðóÿ êëàññè÷åñêîå îïðåäåëåíèå ðåïëèêè â ìîäåëÿõ òèïà Ýððîó-Äåáðå [4,6],
ââåä¼ì ñíà÷àëà îïðåäåëåíèå äðîáëåíèÿ (èçìåëü÷åíèÿ) ìîäåëèM. Çàôèêñèðóåì k ≥ 1
è ïîëîæèì

R[k] := {(s,m) | s ∈ R, m = 1, . . . , k}. (3)

Äàëåå, äëÿ êàæäîé èç k äîëåé (s, 1), . . . , (s, k) ðåãèîíà s ââåä¼ì ìàòðèöû
Asm, Gsm, Hsm è âåêòîðû bsm, dsm, ïîëàãàÿ

Asm := As, Gsm := Gs, Hsm := Hs, bsm :=
1

k
bs, dsm := ds, m = 1, . . . , k. (4)

Îïðåäåëåíèå 2. Ìîäåëü ìíîãîðåãèîíàëüíîé ýêîíîìè÷åñêîé ñèñòåìû

M[k] :=< R[k], {Asm, Gsm, Hsm, bsm, dsm}(s,m)∈R[k]
>, (5)

ïàðàìåòðû êîòîðîé îïðåäåëÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè (3), (4), áóäåì íàçûâàòü äðîáëåíè-
åì ðàíãà k (k-äðîáëåíèåì) ìîäåëèM.

Êàê è â èñõîäíîé ìîäåëèM, öåëåâûå ôóíêöèè tsm : Zsm → R ðåãèîíîâ (s,m) äðîá-
ëåíèÿM[k] îïðåäåëÿþòñÿ ôîðìóëîé

tsm(x
sm, usm, vsm, λsm) := λsm, (s,m) ∈ R[k].

Îòìåòèì, ÷òî â ñèëó ñîîòíîøåíèé ìåæäó ïàðàìåòðàìèM èM[k], äëÿ ìíîæåñòâ

Zsm = {zsm = (xsm, usm, vsm, λsm) ≥ 0 | Asmxsm +Gsmusm +Hsmvsm ≥ bsm + λsmd
sm}

ðåñóðñíî-òåõíîëîãè÷åñêèõ âîçìîæíîñòåé ðåãèîíîâ (s,m) ∈ R[k] ìîäåëèM[k] âûïîë-
íÿþòñÿ ðàâåíñòâà

Zsm =
1

k
Zs äëÿ êàæäîãî s ∈ R è m = 1, . . . , k.

Â ðàññìàòðèâàåìûõ äàëåå ñëó÷àÿõ ðàíã äðîáëåíèÿ ìîäåëèM îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿ-
åòñÿ èç êîíòåêñòà. Ïîýòîìó (à òàêæå âî èçáåæàíèå èçëèøíåé ãðîìîçäêîñòè) ñèìâîë
ýòîãî ðàíãà â îáîçíà÷åíèè ïàðàìåòðîâ ìîäåëèM[k] îïóñêàåòñÿ.

Êàê âèäíî èç îïðåäåëåíèÿ äðîáëåíèÿ ðàíãà k, êàæäûé èç ðåãèîíîâ s ∈ R èñõîä-
íîé ñèñòåìû M "ðàñùåïëÿåòñÿ" â M[k] íà k èäåíòè÷íûõ ðåãèîíîâ (s, 1), . . . , (s, k),
îòëè÷àþùèõñÿ îò s òîëüêî â îäíîì îòíîøåíèè: èìåþùèåñÿ â èõ ðàñïîðÿæåíèè ðåñóð-
ñû ñîñòàâëÿþò k-òóþ äîëþ ðåñóðñîâ ðåãèîíà s. Ðîñò ÷èñëà ðåãèîíîâ è óìåíüøåíèå
èõ ïîòåíöèàëîâ ïîâûøàåò óðîâåíü êîíêóðåíöèè â íîâîé ñèñòåìå M[k], ÷òî ïîçâî-
ëÿåò, ñîãëàñíî èçâåñòíîé ãèïîòåçå Ýäæâîðòà [4,7], ðàññ÷èòûâàòü íà áîëåå òî÷íóþ
îöåíêó ìíîæåñòâà âàëüðàñîâñêèõ ïëàíîâ ñ ïîìîùüþ ÿäåð äðîáëåíèé (ïî ñðàâíåíèþ
ñ ÿäðîì èñõîäíîé ñèñòåìû M). Â ýòîì ñìûñëå ââîäèìîå äàëåå ïîíÿòèå ðàâíîâåñèÿ
Ýäæâîðòà ÿâëÿåòñÿ "ïðåäåëüíûì" âàðèàíòîì ðàçâèòèÿ óêàçàííîé èäåè àïïðîêñèìà-
öèè âàëüðàñîâñêèõ ïëàíîâ íåáëîêèðóåìûìè â ñèñòåìàõ òèïà (5), ìîäåëèðóþùèõ ðîñò
ñîâåðøåííîé êîíêóðåíöèè ïðè âîçðàñòàíèè ðàíãà äðîáëåíèÿ ðåãèîíîâ ñèñòåìûM.

Ïîëîæèì Z[k] := ZM[k]
=
∏

(s,m)∈R[k]
Zsm è, êàê è ðàíåå, ÷åðåç Z(R[k]) áóäåì îáî-

çíà÷àòü ñîâîêóïíîñòü ñáàëàíñèðîâàííûõ ïëàíîâ ìîäåëèM[k] :

Z(R[k]) := {(zsm)(s,m)∈R[k]
∈ Z[k] |

∑
(s,m)∈R[k]

usm ≥
∑

(s,m)∈R[k]

vsm}.
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Íàêîíåö, äëÿ k ≥ 1 ÷åðåç z[k] îáîçíà÷èì k-äðîáëåíèå ïëàíà z = (zs)s∈R ∈ ZM(R),
ïîñòðîåííîå èç ðåãèîíàëüíûõ ñîñòàâëÿþùèõ zs ïëàíà z ïî ôîðìóëå:

(z[k])
sm :=

1

k
zs, s ∈ R, m = 1, . . . , k.

ßñíî, ÷òî z[k] ïðèíàäëåæèò Z(R[k]), ïîñêîëüêó íà îñíîâàíèè ñáàëàíñèðîâàííîñòè z
ïîëó÷àåì íåðàâåíñòâî∑

(s,m)∈R[k]

usm =
∑
s∈R

us ≥
∑
s∈R

vs =
∑

(s,m)∈R[k]

vsm,

äîêàçûâàþùåå ñáàëàíñèðîâàííîñòü ïëàíà z[k] â ìîäåëèM[k].
Çàâåðøàÿ îïèñàíèå êîíñòðóêöèè, èñïîëüçóåìîé äëÿ îïðåäåëåíèÿ ýäæâîðòîâñêèõ

ïëàíîâ ìîäåëèM, íàïîìíèì åùå àíàëîã òðàäèöèîííîãî áëîêèðîâàíèÿ â ìîäåëèM.

Îïðåäåëåíèå 3 [1,5]. Êîàëèöèÿ T ⊆ R áëîêèðóåò z̄ = (z̄s)s∈R ∈ ZM(R), åñëè ó íå¼
èìååòñÿ òàêîé ïëàí (zs)s∈T = (xs, us, vs, λs)s∈T ∈

∏
s∈T Zs, äëÿ êîòîðîãî âûïîëíÿþòñÿ

ñîîòíîøåíèÿ
(1) ts(z

s) > ts(z̄
s), s ∈ T,

(2)
∑

s∈T u
s ≥

∑
s∈T v

s.

Ìíîæåñòâî âñåõ ïëàíîâ z ∈ ZM(R), êîòîðûå íå áëîêèðóþòñÿ íèêàêîé êîàëèöèåé
T ⊆ R, áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç C(M) è íàçûâàòü ÿäðîì ìîäåëèM.

Ñôîðìóëèðóåì, íàêîíåö, äëÿ ìîäåëè ìåæðåãèîíàëüíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ îïðåäå-
ëåíèå ýäæâîðòîâñêîãî ïëàíà1 � êîîïåðàòèâíîãî ðåøåíèÿ, òåñíî ñâÿçàííîãî, êàê áóäåò
âèäíî èç äàëüíåéøåãî, ñ èçó÷àåìûì ïîíÿòèåì âàëüðàñîâñêîãî ðàâíîâåñèÿ.

Îïðåäåëåíèå 4 [2]. Ïëàí z̄ ∈ ZM(R) íàçûâàåòñÿ ýäæâîðòîâñêèì ïëàíîì ìîäåëè
M, åñëè âñå åãî k-äðîáëåíèÿ ñîäåðæàòñÿ â ÿäðàõ ñîîòâåòñòâóþùèõ äðîáëåíèéM:

z̄[k] ∈ C(M[k]) äëÿ êàæäîãî k ≥ 1.

Ñîâîêóïíîñòü ýäæâîðòîâñêèõ ïëàíîâ ìîäåëèM áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç E(M).

Êàê óæå îòìå÷àëîñü â ðàáîòå [2], âñåãäà èìååò ìåñòî âëîæåíèå W (M) ⊆ E(M).
Îáðàòíîå ñîîòíîøåíèå òðåáóåò äîïîëíèòåëüíûõ ïðåäïîëîæåíèé, îäíî èç êîòîðûõ
ÿâëÿåòñÿ ìîäèôèêàöèåé êëàññè÷åñêîãî òðåáîâàíèÿ îòñóòñòâèÿ òî÷åê íàñûùåíèÿ ýêî-
íîìè÷åñêèõ àãåíòîâ.

Îïðåäåëåíèå 5. Ðåãèîí s ∈ R íàçûâàåòñÿ íåíàñûùåííûì, åñëè äëÿ íåãî âûïîëíÿ-
åòñÿ íåðàâåíñòâî

sup
zs∈Zs

ts(z
s) > sup

zs∈Ẑs

ts(z
s),

ãäå Ẑs := PrZs ZM(R).

Îäèí èç ãëàâíûõ ðåçóëüòàòîâ äîêëàäà óñòàíàâëèâàåò ýêâèâàëåíòíîñòü âàëüðàñîâ-
ñêèõ è ýäæâîðòîâñêèõ ðàâíîâåñèé äëÿ îáøèðíîãî êëàññà ìåæðåãèîíàëüíûõ ýêîíî-
ìè÷åñêèõ ñèñòåì.

Òåîðåìà 2. Åñëè âñå ðåãèîíû ñèñòåìûM ñòðîãî àâòàðêè÷åñêèå è íåíàñûùåííûå,
òî ìíîæåñòâà åå âàëüðàñîâñêèõ è ýäæâîðòîâñêèõ ïëàíîâ ñîâïàäàþò:

W (M) = E(M).

1Àíàëîãè÷íîå ïîíÿòèå ââîäèëîñü è èçó÷àëîñü ðàíåå ëèøü äëÿ êëàññè÷åñêîé ìîäåëè Ýððîó-Äåáðå
è íåêîòîðûõ å¼ ìîäèôèêàöèé, óêàçàííûõ, íàïðèìåð, â [7].
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Âàæíîñòü òåîðåìû 2 çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî îíà ïîçâîëÿåò ñâåñòè âîïðîñ î ñóùå-
ñòâîâàíèè âàëüðàñîâñêèõ ïëàíîâ ñèñòåìûM ê àíàëîãè÷íîìó âîïðîñó, êàñàþùåìóñÿ
ýäæâîðòîâñêèõ ïëàíîâ. Ïðè ýòîì, êàê ïîêàçûâàåò ðàáîòà [2], èññëåäîâàíèå óñëîâèé
íåïóñòîòû ìíîæåñòâà E(M) äîïóñêàåò ïðÿìîå ïðèìåíåíèå òðàäèöèîííûõ ñðåäñòâ
ðàâíîâåñíîãî àíàëèçà è òåîðèè èãð, âêëþ÷àÿ èçâåñòíóþ òåîðåìó Ñêàðôà îá óñëîâè-
ÿõ íåïóñòîòû ÿäåð êîîïåðàòèâíûõ èãð.

Â çàêëþ÷åíèå äîêëàäà îáñóæäàþòñÿ âîçìîæíîñòè ïðèìåíåíèÿ òåîðåìû 2 â âî-
ïðîñàõ ñóùåñòâîâàíèÿ âàëüðàñîâñêèõ ïëàíîâ ïðè îòñóòñòâèÿ "ðîãà èçîáèëèÿ" (êîãäà
ïðè íóëåâîì ýêîíîìè÷åñêîì ïîòåíöèàëå â ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòåìå âîçìîæíà ëèøü
íóëåâàÿ ýêîíîìè÷åñêàÿ àêòèâíîñòü). Îòìåòèì, ÷òî óêàçàííîå óñëîâèå Z0

M(R) = {0}
â èçó÷àåìîé ëèíåéíîé ìîäåëè îáåñïå÷èâàåò îãðàíè÷åííîñòü ìíîæåñòâà ZM(R), íî
óæå íå ïðåäïîëàãàåò îãðàíè÷åííîñòè ìíîæåñòâ Zs, s ∈ R.

Ðàáîòà ïîääåðæàíà ãðàíòîì ÐÔÔÈ 10-06-00168a.
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Î ÍÅÊÎÒÎÐÛÕ ÀËÃÎÐÈÒÌÀÕ Ñ ÎÖÅÍÊÀÌÈ
ÄËß ÇÀÄÀ× ÌÀÐØÐÓÒÈÇÀÖÈÈ

Ý.Õ. Ãèìàäè

Ââåäåíèå. Â äîêëàäå ïðåäñòàâëåí îáçîð ðåçóëüòàòîâ èññëåäîâàíèé â îáëàñòè
ïîñòðîåíèÿ àëãîðèòìîâ ñ îöåíêàìè äëÿ ðåøåíèÿ íåêîòîðûõ òðóäíîðåøàåìûõ çàäà÷
ìàðøðóòèçàöèè, ïðîâîäèìûõ â Èíñòèòóòå ìàòåìàòèêè èì. Ñ.Ë. Ñîáîëåâà ÑÎ ÐÀÍ
çà ïîñëåäíèå 50 ëåò, îòñ÷èòûâàåìûõ îò âðåìåíè ïîÿâëåíèÿ, âîçìîæíî, ïåðâûõ ðå-
çóëüòàòîâ â ýòîì íàïðàâëåíèè, ïîëó÷åííûõ â ðàáîòå À.À. Áîðîâêîâà [4].

Ïóñòü OPT (I) � îïòèìàëüíîå çíà÷åíèå öåëåâîé ôóíêöèè çàäà÷è íà âõîäå I, à
fA(I) � çíà÷åíèå öåëåâîé ôóíêöèè, íàéäåííîå â ðåçóëüòàòå ðàáîòû àëãîðèòìà A.

Ñëåäóÿ [7], ãîâîðèì, ÷òî àëãîðèòì A èìååò îöåíêè εA(n) è δA(n) â êëàññå ðàñ-
ñìàòðèâàåìûõ çàäà÷ ðàçìåðíîñòè n, åñëè íà ìíîæåñòâå âõîäîâ âûïîëíÿåòñÿ âåðîÿò-
íîñòíîå íåðàâåíñòâî: Pr {|fA(I)−OPT (I)| > εA(n)} ≤ δA(n) , ãäå εA(n) � âåðõíÿÿ
îöåíêà îòíîñèòåëüíîé ïîãðåøíîñòè ðåøåíèÿ, ïîëó÷åííîãî àëãîðèòìîì A, è δA(n)
� âåðõíÿÿ îöåíêà âåðîÿòíîñòè íåñðàáàòûâàíèÿ àëãîðèòìà A (äîëÿ ñëó÷àåâ, êîãäà
àëãîðèòì A íå ãàðàíòèðóåò ïîëó÷åíèå ðåøåíèÿ ñ àíîíñèðîâàííîé ïîãðåøíîñòüþ).

Òî÷íîñòüþ àëãîðèòìà A íàçûâàþò âåëè÷èíó ρ = ρA(n), ïðèíèìàþùóþ çíà÷åíèå(
1 + εA(n)

)
äëÿ çàäà÷è íà ìèíèìóì è

(
1 − εA(n)

)
äëÿ çàäà÷è íà ìàêñèìóì. Äàëåå

÷åðåç Aρ îáîçíà÷àåì àëãîðèòì ñ ãàðàíòèðîâàííîé îöåíêîé òî÷íîñòè ρ.
Àëãîðèòì A íàçûâàåì àñèìïòîòè÷åñêè òî÷íûì íà êëàññå ðàññìàòðèâàåìûõ çà-

äà÷, åñëè ïîêàçàíî ñóùåñòâîâàíèå îöåíîê εA(n)→ 0 è δA(n)→ 0 ïðè n→∞.
×åðåç Cn îáîçíà÷èì êëàññ n×n-ìàòðèö (cij), ýëåìåíòàìè êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ ñëó-

÷àéíûå íåçàâèñèìûå âåëè÷èíû èç îòðåçêà (an, bn), an > 0, ñ îáùåé ôóíêöèåé ðàñïðå-
äåëåíèÿ Pξ(x) = Pr{ξ < x} ñëó÷àéíîé ïåðåìåííîé ξ = (cij − an)/(bn− an), 0 ≤ ξ ≤ 1.

1. Çàäà÷à êîììèâîÿæåðà è åå îáîáùåíèÿ. Ê ÷èñëó íàèáîëåå èçâåñò-
íûõ çàäà÷ ìàðøðóòèçàöèè îòíîñèòñÿ çàäà÷à êîììèâîÿæåðà (ÇÊ). Â îáùåì ñëó÷àå
ýòà çàäà÷à MAX SNP-òðóäíà, ò. å. èç ñóùåñòâîâàíèÿ ïîëèíîìèàëüíîé àïïðîêñèìà-
öèîííîé ñõåìû äëÿ åå ðåøåíèÿ ñëåäóåò P = NP. Õîðîøèé îáçîð ïî ÇÊ äàí â [25].

Îäèí èç ïåðâûõ àëãîðèòìîâ ñ îöåíêàìè äëÿ ðåøåíèÿ ÇÊ ñîäåðæèòñÿ â ñòàòüå
À.À. Áîðîâêîâà [4], îïóáëèêîâàííîé ðîâíî 50 ëåò òîìó íàçàä. Â íåé ðàññìàòðèâàþòñÿ
n òî÷åê âíóòðè îãðàíè÷åííîé, îäíîñâÿçíîé, ñ äîñòàòî÷íî ãëàäêîé ãðàíèöåé îáëàñòè
Ω â k-ìåðíîì åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå. Ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ (ô.ð.) òî÷åê âíóòðè
Ω èìååò íåïðåðûâíóþ ïëîòíîñòü, âñþäó îòëè÷íóþ îò íóëÿ.

Àëãîðèòì ÀÁ (Áîðîâêîâ, 1962 ã.): Îáëàñòü Ω ðàçðåçàåòñÿ íà ñèñòåìó èç T öè-
ëèíäðè÷åñêèõ ïîëîñ c (k− 1)-ìåðíûì êóáîì â ñå÷åíèè x1 = const. Âñå òî÷êè êàæäîé
ïîëîñû ñîåäèíÿþòñÿ ëîìàíîé ëèíèåé ñ ìîíîòîííûì èçìåíåíèåì x1. Ýòè ëîìàíûå
ñïåöèàëüíûì îáðàçîì ñîåäèíÿþòñÿ T ïåðåìû÷êàìè â îäíó çàìêíóòóþ ëîìàíóþ.

Óòâåðæäåíèå [4]. Â ñëó÷àå ðàâíîìåðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ òî÷åê â åäèíè÷íîì êâàä-
ðàòå ÀÁ ðåøàåò ÇÊ çà âðåìÿ O(n log n) ñ îöåíêàìè εn = 0.48, δn → 0 ïðè n→∞.

Àñèìïòîòè÷åñêè òî÷íûé ïîäõîä âïåðâûå áûë ïðåäëîæåí äëÿ ïðèáëèæåííîãî
ðåøåíèÿ ÇÊ íà ñëó÷àéíûõ ìàòðèöàõ èç êëàññà Cn c èñïîëüçîâàíèåì àëãîðèòìà ÀÈÁ
("Èäè â áëèæàéøèé íåïðîéäåííûé ãîðîä") ñ òðóäîåìêîñòüþ O(n2) [11, 15].

Â ñëó÷àå íåïðåðûâíîé ô.ð. ýëåìåíòîâ ìàòðèöû (cij) èç êëàññà Cn, ÀÈÁ
àñèìïòîòè÷åñêîé òî÷åí ïðè bn/an = o

(
n/max{nγn, Jn}

)
, Jn =

∫ 1

γn
dx/Pξ(x) → ∞,

ãäe Pξ(x) = Pr{ξ ≤ x}, 0 ≤ x ≤ 1; γn � êîðåíü óðàâíåíèÿ Pξ(x) = 1/n [11].
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Â ñëó÷àå äèñêðåòíîé ô.ð. p(k) = Pr{cij = k}, k = 1, rn, àëãîðèòì ÀÈÁ àñèìï-
òîòè÷åñêè òî÷åí, åñëè

∑rn
k=1(p(1)+ . . .+p(k))

−1 = o(n) [15]. Â ñëó÷àå ðàâíîìåðíîãî
ðàñïðåäåëåíèÿ àëãîðèòì ÀÈÁ àñèìïòîòè÷åñêè òî÷åí, åñëè ýëåìåíòû ìàòðèöû îò-
ëè÷àþòñÿ äðóã îò äðóãà íå áîëåå, ÷åì â o

(
n/ log n

)
ðàç [11, 15].

Cëó÷àé íåîãðàíè÷åííûõ ñâåðõó âõîäíûõ äàííûõ. Ïóñòü ÇÊ∞ � çàäà÷à ñ
ìàòðèöåé, ýëåìåíòû êîòîðîé íåçàâèñèìûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû, ïðèíèìàþùèå çíà-
÷åíèÿ èç îáëàñòè [an,∞), an > 0, ñîãëàñíî íîðìàëüíîìó ëèáî ïîêàçàòåëüíîìó ðàñïðå-
äåëåíèþ ñ âåëè÷èíîé ñîîòâåòñòâóþùåãî ïàðàìåòðà βn. Àëãîðèòì ÀÈÁ èç ðàáîòû [9]
çà âðåìÿ O(n2) äàåò ðåøåíèå ÇÊ∞ íà ìèíèìóì ñ îöåíêàìè εn = O

(
(βn/an)/(n/ lnn)

)
è δn = O(1/n) ñ óñëîâèåì àñèìïòîòè÷åñêîé òî÷íîñòè βn/an = o(n/lnn).

Eâêëèäîâà ÇÊ íà ìàêñèìóì (ETSPmax). Èçâåñòíî, ÷òî ETSPmax â ïðîñòðàí-
ñòâå Rk NP-òðóäíà ïðè k ≥ 3. Ïðè k = 2 âîïðîñ î ñëîæíîñòíîì ñòàòóñå çàäà÷è
îñòàåòñÿ îòêðûòûì. Òåì íå ìåíåå, äåòåðìèíèðîâàííàÿ ETSPmax ðåøàåòñÿ àñèìïòî-
òè÷åñêè òî÷íî çà âðåìÿ O(n3) [16].

Çàäà÷à m-PSP. Â 1974 ã. Êðàðóï ñôîðìóëèðîâàë çàäà÷ó î m áðîäÿ÷èõ òîð-
ãîâöàõ (m-Peripatetic Salesman Problem, äàëåå m-PSP) [22]. Â ïîëíîì n-âåðøèííîì
íåîðèåíòèðîâàííîì ãðàôå G = (V,E) ñ âåñîâîé ôóíêöèåé ðåáåð w : E → R+ òðåáó-
åòñÿ íàéòè m íåïåðåñåêàþùèõñÿ ïî ðåáðàì ãàìèëüòîíîâûõ öèêëîâ H1, . . . , Hm ⊂ E
c ìèíèìàëüíîé (ìàêñèìàëüíîé) ñóììàðíîé äëèíîé W (H1) + . . . + W (Hm). ×åðåç
W (H) =

∑
e∈H w(e) îáîçíà÷åíà äëèíà ãàìèëüòîíîâà öèêëà H. Ïðè m = 1 èìååì

îáû÷íóþ çàäà÷ó ÇÊ. Èç ðàáîòû [20] ñëåäóåò NP-òðóäíîñòü çàäà÷è ïðè m ≥ 2.
Ïåðâûå ðåçóëüòàòû ïî ïîñòðîåíèþ ïðèáëèæåííûõ àëãîðèòìîâ ñ îöåíêàìè äëÿ

çàäà÷è 2-PSP íà ìèíèìóì (2-PSPmin) áûëè ïîëó÷åíû â ìåòðè÷åñêîì ñëó÷àå êàê ñ
îäèíàêîâûìè, òàê è ñ ðàçíûìè âåñîâûìè ôóíêöèÿìè èñêîìûõ ìàðøðóòîâ [2].

2. Çàäà÷à 2-PSP ñ îáùåé âåñîâîé ôóíêöèåé
2.1. Ìåòðè÷åñêàÿ 2-PSPmin: àëãîðèòìû A9/4 è A2. Àëãîðèòì A9/4 òðóäîåìêî-

ñòè O(n3) ïîñòðîåí ñ èñïîëüçîâàíèåì àëãîðèòìà A3/2 [19] (Êðèñòîôèäåñà-Ñåðäþêîâà,
äàëåå ÊÑ). Ïåðâûé ìàðøðóò íàõîäèòñÿ àëãîðèòìîì ÊÑ, à âòîðîé ìàðøðóò ïîëó-
÷àåòñÿ ñïåöèàëüíîé ïåðåñòðîéêîé ïîðÿäêà ñëåäîâàíèÿ âåðøèí â ïåðâîì ìàðøðóòå
[2]. Óëó÷øåííàÿ îöåíêà òî÷íîñòè 2 äîñòèãíóòà â ðàáîòå [17] íà îñíîâå äâóõ ðåáåðíî
íåïåðåñåêàþùèõñÿ îñòîâíûõ äåðåâüåâ ìèíèìàëüíîãî âåñà. Âðåìÿ O(n2 log n) ðàáîòû
àëãîðèòìà A2 îïðåäåëÿåòñÿ òðóäîåìêîñòüþ ïîñòðîåíèÿ óêàçàííûõ äåðåâüåâ [24].

2.2. Çàäà÷à 2-PSPmin[1, q] ñ ðàññòîÿíèÿìè èç îòðåçêà [1, q] â ðàáîòå [6] ðå-
øàåòñÿ çà âðåìÿ O(n3) ñ òî÷íîñòüþ (4 + q)/5. Öåíòðàëüíîå ìåñòî â äîêàçàòåëüñòâå
ýòîãî ðåçóëüòàòà ïðèíàäëåæèò ñëåäóþùåìó ñòðóêòóðíîìó ñâîéñòâó: â n-âåðøèííîì
4-ðåãóëÿðíîì ãðàôå çà âðåìÿ O(n2) ìîæíî íàéòè ïàðó ðåáåðíî íåïåðåñåêàþùèõñÿ
÷àñòè÷íûõ òóðîâ ñ ÷èñëîì ðåáåð íå ìåíåå 8n/5.

2.3. Çàäà÷à 2-PSPmin{1, 2}. Â ðàáîòå [18] óñòàíîâëåíà ñëåäóþùàÿ ñâÿçü ìåæäó
çàäà÷àìè íà ìàêñèìóì è ìèíèìóì: èç ïîëèíîìèàëüíîãî àëãîðèòìà Aρ äëÿ çàäà÷è
2-PSPmax ñëåäóåò ïîëèíîìèàëüíûé àëãîðèòì A2−ρ äëÿ çàäà÷è 2-PSPmin{1, 2}. Îòñþ-
äà äëÿ çàäà÷è 2-PSPmin{1, 2} èìååì àëãîðèòìû A5/4 è A11/9 ñ òðóäîåìêîñòüþ O(n3),
èñïîëüçóÿ àëãîðèòìû äëÿ 2-PSPmax (èç ðàáîò [1] è [13], ñîîòâåòñòâåííî). Àëãîðèòì
A6/5 ñ óëó÷øåííîé îöåíêîé òî÷íîñòè, ïðåäñòàâëåííûé â [6], ñëåäóåò èç ïóíêòà 2.2.

2.4. Çàäà÷à 2-PSPmax: àëãîðèòìû A3/4 è A7/9. Â àëãîðèòìå A3/4 [1] ñ òðó-
äî¼ìêîñòüþ O(n3) êóáè÷åñêèé (èëè "ïî÷òè" êóáè÷åñêèé) ïîäãðàô ñ ìàêñèìàëüíûì
ñóììàðíûì âåñîì ðàçáèâàåòñÿ íà 2-ñî÷åòàíèå è ÷àñòè÷íûé òóð, ïîñëå ÷åãî ïîäãðàôû
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ìîäèôèöèðóòñÿ ïåðåãðóïïèðîâêîé ñâîèõ ðåáåð â äâà ÷àñòè÷íûõ òóðà, îêîí÷àòåëüíî
äîïîëíÿåìûõ äî äâóõ ðåáåðíî íåïåðåñåêàþùèõñÿ ãàìèëüòîíîâûõ öèêëîâ.

Óëó÷øåííûé àëãîðèòì A7/9 êóáè÷åñêîé òðóäîåìêîñòè [13] íà÷èíàåò ñâîþ ðàáîòó
ñ ïîñòðîåíèÿ àëãîðèòìîì èç [21] 4-ðåãóëÿðíîãî ïîäãðàôà G4 ìàêñèìàëüíîãî âåñà.
Çàòåì â G4 îòûñêèâàåòñÿ ïàðà ñïåöèàëüíûõ ðåáåðíî íåïåðåñåêàþùèõñÿ òóðîâ ñ äî-
ñòàòî÷íî áîëüøèì ÷èñëîì ðåáåð, ïîñëå ÷åãî íà èõ îñíîâå âûäåëÿþòñÿ äâà òóðà ñ
îáùèì âåñîì íå ìåíåå (7/9)OPT è, íàêîíåö, ïóòåì äîïîëíåíèÿ èõ äî ðåáåðíî íåïå-
ðåñåêàþùèõñÿ ãàìèëüòîíîâûõ öèêëîâ, ïîëó÷àåì èñêîìîå ðåøåíèå çàäà÷è.

2.5. Çàäà÷à 2-PSPmax[1, q] ñ ðàññòîÿíèÿìè â èíòåðâàëå [1, q]. Â ðàáîòå [8] ñîâ-
ìåñòíûì èñïîëüçîâàíèåì àëãîðèòìîâ A3/4 èç [2] äëÿ 2-PSPmax è îñíîâàííîãî íà ðàáî-
òå [6] àëãîðèòìà A5/(q+4) äëÿ 2-PSPmin[1, q], ñòðîèòñÿ àëãîðèòì A(3q+2)/(4q+1) äëÿ ðåøå-
íèÿ çàäà÷è 2-PSPmax[1, q]. Ëó÷øàÿ îöåíêà òî÷íîñòè äàåòñÿ àëãîðèòìîì A(7q+3)/(9q+1)

èç ðàáîòû [13]. Ïðè q = 2 ýòè àëãîðèòìû äàþò îöåíêè 8/9 è 17/19, ñîîòâåòñòâåííî.

3. Çàäà÷à 2-PSP ñ äâóìÿ âåñîâûìè ôóíêöèÿìè
3.1. Ìåòðè÷åñêàÿ 2-PSP2w

min: àëãîðèòì A12/5. Â àëãîðèòìå A12/5 èç [2] òðóäî-
åìêîñòè O(n3) ñíà÷àëà ïîñðåäñòâîì àëãîðèòìà ÊÑ îòûñêèâàþòñÿ 3/2-ïðèáëèæåííûå
ðåøåíèÿ H1 è H2 çàäà÷è TSPmin ñ âåñîâûìè ôóíêöèÿìè w1 è w2 ñîîòâåòñòâåííî. Ïî-
ñëå ýòîãî âòîðîé ãàìèëüòîíîâ öèêë H2 ñïåöèàëüíûì îáðàçîì òðàíñôîðìèðóåòñÿ â
ãàìèëüòîíîâ öèêë H ′

2, ðåáåðíî íåïåðåñåêàþùèéñÿ ñ H1. Çàòåì ðîëè ãðàôîâ H1 è H2

ìåíÿþòñÿ, è â êà÷åñòâå ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è âûáèðàåòñÿ ïàðà (H1, H
′
2)

èëè (H ′
1, H2) ìèíèìàëüíîãî îáùåãî âåñà.

3.2. Çàäà÷à 2-PSP2w
min{1, 2} ñ âåñàìè ðåáåð 1 è 2. Ðåøåíèå çàäà÷è ìîæíî ïîëó-

÷èòü ñ îöåíêîé òî÷íîñòè (1 + ρ′/2), ãäå ρ′ ÿâëÿåòñÿ ãàðàíòèðîâàííîé òî÷íîñòüþ äëÿ
çàäà÷è TSPmin{1, 2} [6]. Ïîýòîìó, èñïîëüçóÿ àëãîðèòì ñ ρ′ = 7/6 èç [23] äëÿ ðåøå-
íèÿ TSPmin{1, 2} èìååì ðåøåíèå çàäà÷è 2-PSP 2w

min{1, 2} ñ ñóììàðíûì âåñîì íå áîëåå
(19/12)OPT. Â ðàáîòå [12] äàí àëãîðèòì A7/5 ñ âðåìåííîé ñëîæíîñòüþ O(n3). Â íà-
ñòîÿùåå âðåìÿ ëó÷øèì ïî òî÷íîñòè (íî íå ïî òðóäîåìêîñòè) ÿâëÿåòñÿ àëãîðèòì A4/3

ñ âðåìåííîé ñëîæíîñòüþ O(n5) [14]. Àëãîðèòì èñïîëüçóåò òåõíèêó çàðÿäîâ, ïðîäóê-
òèâíî ïðèìåíÿåìóþ äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ðÿäà ñòðóêòóðíûõ òåîðåì â òåîðèè ãðàôîâ.

3.3. Çàäà÷à 2-PSP2w
max{1, 2}. Â ðàáîòå [8] ïðåäñòàâëåí àëãîðèòì Aρ ñ òî÷íîñòüþ

ρ = 11ρ′−8
18ρ′−15

, çàâèñÿùåé îò òî÷íîñòè ρ′ ≥ 1 àëãîðèòìà Aρ′ (äëÿ àíàëîãè÷íîé çàäà÷è
íà ìèíèìóì). Ðàçíûå îöåíêè òî÷íîñòè 19/12 > 7/5 > 4/3, óïîìÿíóòûå âûøå äëÿ
çàäà÷è 2-PSP2w

min{1, 2}, ñîîòâåòñòâóþò ñëåäóþùèì îöåíêàì òî÷íîñòè ρ äëÿ çàäà÷è
2-PSP2w

max{1, 2}: 113/161 < 37/51 < 20/27.

4. Çàäà÷è ìàðøðóòèçàöèè ìíîãèõ òðàíñïîðòíûõ ñðåäñòâ
4.1. Çàäà÷à m-PSPmax â ìíîãîìåðíîì åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå. Â ðà-

áîòàõ [3, 5] ïðåäñòàâëåíû àñèìïòîòè÷åñêè òî÷íûå àëãîðèòìû òðóäîåìêîñòè O(n3)
äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è m-PSPmax (ñ äåòåðìèíèðîâàííûìè èñõîäíûìè äàííûìè) â ñëó-
÷àå îòûñêàíèÿ äâóõ è áîëåå ðåáåðíî íåïåðåñåêàþùèõñÿ ìàðøðóòîâ êîììèâîÿæåðà.
Ñíà÷àëà â ãðàôå G îòûñêèâàåòñÿ ìàêñèìàëüíîå (ïî âåñó) ïàðîñî÷åòàíèå M . Çàòåì
ïîñëåäîâàòåëüíîå ïîñòðîåíèå ìàðøðóòîâ îñóùåñòâëÿåòñÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì ðåáåð ïà-
ðîñî÷åòàíèÿ M , íî òîëüêî â êà÷åñòâå âñïîìîãàòåëüíîãî "ñòðîèòåëüíîãî ìàòåðèàëà"
òàê, ÷òî â îòëè÷èå îò àëãîðèòìà â [16] íè îäèí èç ïîñòðîåííûõ ìàðøðóòîâ íå ñî-
äåðæèò ðåáåðM . Îòíîñèòåëüíàÿ ïîãðåøíîñòü ïîëó÷àåìîãî ðåøåíèÿ ðàâíà âåëè÷èíå

ïîðÿäêà
(
m
n

) 2
k+1 , ãäå k-ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà. Îòñþäà ñëåäóåò óñëîâèå àñèìïòî-

òè÷åñêîé òî÷íîñòè àëãîðèòìà: m = o(n).
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4.2. Çàäà÷à ìàðøðóòèçàöèè òðàíñïîðòíûõ ñðåäñòâ ñ îãðàíè÷åííûì
÷èñëîì êëèåíòîâ â ìàðøðóòå (k-VRP). Ìíîæåñòâî êëèåíòîâ, îáñëóæèâàåìûõ
òðàíñïîðòíûìè ñðåäñòâàìè (ÒÑ), ïðåäñòàâëåíî âåðøèíàìè ïîëíîãî ãðàôà. Ðàññòî-
ÿíèÿ ìåæäó êëèåíòàìè è âûäåëåííîé âåðøèíîé�äåïî, â êîòîðîé èçíà÷àëüíî ñîñðå-
äîòî÷åíû ÒÑ, ïðåäñòàâëåíû ðåáðàìè ãðàôà. Êàæäûé êëèåíò îáñëóæèâàåòñÿ òîëüêî
îäíèì ÒÑ, êîòîðîå íà÷èíàåò ñâîé ïóòü èç äåïî, ïîñåùàåò (îáñëóæèâàåò) íå áîëåå k
êëèåíòîâ è âîçâðàùàåòñÿ â äåïî. Ïðè ýòîì ìèíèìèçèðóåòñÿ ñóììàðíàÿ äëèíà âñåõ
ìàðøðóòîâ.

Äëÿ çàäà÷è k-VRP ñ îäíèì èëè íåñêîëüêèìè äåïî â ðàáîòå [10] ïðåäñòàâëåíû
ïðèáëèæ¼ííûå àëãîðèòìû ñ âðåìåííîé ñëîæíîñòüþ O(n2) â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî
ðàññòîÿíèÿ ìåæäó âåðøèíàìè � íåçàâèñèìûå îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûå ñëó÷àéíûå
âåëè÷èíû. Äëÿ óñå÷åííîãî íîðìàëüíîãî, ýêñïîíåíöèàëüíîãî, ðàâíîìåðíîãî è ìàæî-
ðèðóþùåãî ðàñïðåäåëåíèé âõîäíûõ äàííûõ ïðåäñòàâëåíû óñëîâèÿ àñèìïòîòè÷åñêîé
òî÷íîñòè, âåðíûå êàê â ñëó÷àå íåîðèåíòèðîâàííûõ, òàê è îðèåíòèðîâàííûõ ãðàôîâ.

Ðàáîòà ïîääåðæàíà ãðàíòàìè ÐÔÔÈ (ïðîåêòû 12-01-00093, 10-07-00195), öåëåâîé
ïðîãðàììû � 15 Ïðåçèäèóìà ÐÀÍ (ïðîåêò � 8 ÑÎ ÐÀÍ), öåëåâîé ïðîãðàììû ÑÎ
ÐÀÍ (èíòåãðàöèîííûé ïðîåêò � 7Á), à òàêæå ãðàíòîì ÔÖÏ "Íàó÷íûå è íàó÷íî-
ïåäàãîãè÷åñêèå êàäðû èííîâàöèîííîé Ðîññèè" (ãîñ. êîíòðàêò 14.740.11.0362).
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ÌÅÒÎÄÛ ÄÈÑÊÐÅÒÍÎÉ ÎÏÒÈÌÈÇÀÖÈÈ
Â ÝÂÎËÞÖÈÎÍÍÛÕ ÀËÃÎÐÈÒÌÀÕ

À.Â. Åðåìååâ

Ðàññìàòðèâàþòñÿ îñíîâíûå ïîäõîäû ê èñïîëüçîâàíèþ êëàññè÷åñêèõ ìåòîäîâ äèñ-
êðåòíîé îïòèìèçàöèè ïðè ïîñòðîåíèè ýâîëþöèîííûõ àëãîðèòìîâ è ïðèâîäèòñÿ êðàò-
êèé îáçîð òåîðåòè÷åñêèõ èññëåäîâàíèé òàêèõ ýâîëþöèîííûõ àëãîðèòìîâ.

Ââåäåíèå. Ýâîëþöèîííûå àëãîðèòìû (ÝÀ), ê ÷èñëó êîòîpûõ îòíîñÿòñÿ ãåíåòè÷å-
ñêèå àëãîpèòìû (ÃÀ) [10,18], ýâîëþöèîííûå ñòðàòåãèè [22], àëãîðèòìû ãåíåòè÷åñêîãî
ïðîãðàììèðîâàíèÿ [20] è äð., áåpóò íà÷àëî â pàáîòàõ ïî ýâîëþöèîííîìó ìîäåëèðîâà-
íèþ Ë. Ôîãåëÿ ñ ñîàâò. [11] è Äæ. Õîëëàíäà [18], ãäå áûëî ïðåäëîæåíî ìîäåëèðîâàòü
ïðîöåññ áèîëîãè÷åñêîé ýâîëþöèè ñ öåëüþ ñèíòåçà ýôôåêòèâíûõ â íåêîòîðîì ñìûñëå
ñòðóêòóð è ñîçäàíèÿ ñèñòåì èñêóññòâåííîãî èíòåëëåêòà. Â íàøåé ñòðàíå À.Ã. Èâàõ-
íåíêî è Ë.À. Ðàñòðèãèíûì íåçàâèñèìî áûëè ïðåäëîæåíû ìåòîäû ãðóïïîâîãî ó÷åòà
àðãóìåíòîâ [5] è ñëó÷àéíîãî ïîèñêà [9], ãäå òàêæå èñïîëüçîâàëèñü èäåè ýâîëþöèè.

Õàðàêòåðíîé îñîáåííîñòüþ ÝÀ ÿâëÿåòñÿ èìèòàöèÿ ïðîöåññà ýâîëþöèè áèîëîãè÷å-
ñêîé ïîïóëÿöèè, ãäå îñîáè ñîîòâåòñòâóþò ïðîáíûì òî÷êàì â ïðîñòðàíñòâå ðåøåíèéX
çàäà÷è îïòèìèçàöèè, à ïðèñïîñîáëåííîñòü îñîáåé ê óñëîâèÿì îêðóæàþùåé ñðåäû
îïðåäåëÿåòñÿ çíà÷åíèÿìè öåëåâîé ôóíêöèè è øòðàôàìè çà íàðóøåíèå îãðàíè÷åíèé
çàäà÷è, åñëè òàêèå èìåþòñÿ.

Ïðèíöèïû íàñëåäñòâåííîñòè, èçìåí÷èâîñòè è îòáîðà â ýâîëþöèîííûõ àëãîðèòìàõ
ðåàëèçóþòñÿ ïðè ïîñòðîåíèè íîâûõ ðåøåíèé-ïîòîìêîâ ïîñðåäñòâîì ðàíäîìèçèðî-
âàííûõ ïðîöåäóð (îïåðàòîðîâ), ìîäèôèöèðóþùèõ ïîëó÷åííûå ðàíåå ïðîáíûå òî÷êè
ïîäîáíî ïðîöåññàì ìóòàöèè è êðîññèíãîâåðà â æèâîé ïðèðîäå. Îòáîð òàêèõ ïðîá-
íûõ òî÷åê ïðîèçâîäèòñÿ ñ ó÷åòîì çíà÷åíèé ôóíêöèè ïðèñïîñîáëåííîñòè (îñîáÿì,
èìåþùèì ïðåèìóùåñòâî ïî ïðèñïîñîáëåííîñòè äàþòñÿ á�îëüøèå øàíñû íà îòáîð â
êà÷åñòâå ðîäèòåëüñêèõ ðåøåíèé). Ýâîëþöèîííûå àëãîðèòìû ìîãóò ïðèìåíÿòüñÿ êàê
äëÿ çàäà÷ ñ îäíèì êðèòåðèåì îïòèìèçàöèè, òàê è äëÿ ìíîãîêðèòåðèàëüíûõ çàäà÷, ïî-
ýòîìó äîïóñêàåòñÿ è ìíîãîêðèòåðèàëüíàÿ âåêòîð-ôóíêöèÿ ïðèñïîñîáëåííîñòè. Ïðè-
âåäåì îïèñàíèå îáùåãî âèäà îïåðàòîðîâ ÝÀ è åãî ñõåìó. Çäåñü ïîä îïåðàòîðîì áó-
äåì ïîíèìàòü ðàíäîìèçèðîâàííóþ ïðîöåäóðó, ðåçóëüòàò êîòîðîé ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó. Ðàñïðåäåëåíèå ïîñëåäíåé ìîæåò çàâèñåòü òîëüêî îò àðãóìåíòà
ïðîöåäóðû, íîìåðà èòåðàöèè ÝÀ è èñõîäíûõ äàííûõ çàäà÷è.

Îáîçíà÷èì ïîïóëÿöèþ èç N îñîáåé ÷åðåç Π = (x1, . . . , xN), à ìíîæåñòâî ïðåäñòàâ-

ëåííûõ â íåé ðåøåíèé � ÷åðåç Π̂, ò. å. Π̂ =
N∪
j=1

{xj}. Êàæäàÿ íîâàÿ ïîïóëÿöèÿ Πt+1

ñòðîèòñÿ íà îñíîâàíèè òåêóùåé ïîïóëÿöèèΠt ñ ïîìîùüþ ñëåäóþùèõ îïåðàòîðîâ (ñì.,
íàïðèìåð, [3,24]).

Îïåðàòîðîì îòáîðà Sel : XN → XN ′
èçâëåêàþòñÿN ′ êîïèé ðîäèòåëüñêèõ ðåøåíèé

èç òåêóùåé ïîïóëÿöèè. Ïóñòü ïðîìåæóòî÷íàÿ ïîïóëÿöèÿ Π′ = Sel(Πt), òîãäà Π̂′ ⊆ Π̂t.
Îïåðàòîð âîñïðîèçâåäåíèÿ Rep : XN ′ → XN ′′

âíîñèò íåêîòîðûå ñëó÷àéíûå èç-
ìåíåíèÿ â ðîäèòåëüñêèå ðåøåíèÿ, ñîçäàâàÿ ïðè ýòîì N ′′ ðåøåíèé-ïîòîìêîâ, ñîñòàâ-
ëÿþùèõ ïðîìåæóòî÷íóþ ïîïóëÿöèþ Π′′ (ñîîòâåòñòâóåò ìóòàöèè è êðîññèíãîâåðó â
æèâîé ïðèðîäå è â ÃÀ).

Îïåðàòîðîì âûæèâàíèÿ Surv : XN ×XN ′′ → XN îïðåäåëÿþòñÿ òå ðåøåíèÿ èç Πt

è èõ ïîòîìêè èç Π′′, êîòîðûå ñîñòàâÿò ïîïóëÿöèþ Πt+1, ò. å. ˆSurv(Πt,Π′′) ⊆ Π̂t ∪ Π̂′′.
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Îïåðàòîð Init ïîëó÷àåò íà âõîä òîëüêî èñõîäíûå äàííûå çàäà÷è è âû÷èñëÿåò
(äåòåðìèíèðîâàííûì èëè ñëó÷àéíûì ñïîñîáîì) íà÷àëüíóþ ïîïóëÿöèþ Π0 ∈ XN .

Ðàáîòà ÝÀ íà÷èíàåòñÿ ñ ïîïóëÿöèè Π0 = Init è ïðîäîëæàåòñÿ èòåðàöèÿìè ñëåäó-
þùåé êîìïîçèöèè îïåðàòîðîâ:

Πt+1 = Surv(Rep(Sel(Πt)),Πt), t = 1, 2, ...

Âû÷èñëåíèÿ îêàí÷èâàþòñÿ ïðè âûïîëíåíèè íåêîòîðîãî ïðàâèëà îñòàíîâêè (íàïðè-
ìåð, ïî ÷èñëó èòåðàöèé èëè ¾êà÷åñòâó¿ ïîëó÷åííûõ ðåøåíèé). Ðåçóëüòàòîì ðàáîòû
ÝÀ ÿâëÿåòñÿ îäíî èëè íåñêîëüêî ëó÷øèõ ïî ïðèñïîñîáëåííîñòè ðåøåíèé, ïîëó÷åí-
íûõ çà âñå âðåìÿ ðàáîòû àëãîðèòìà. Ïðè òåîðåòè÷åñêîì èññëåäîâàíèè ÷àùå âñåãî
ðàññìàòðèâàþòñÿ ÝÀ áåç êàêîãî-ëèáî ïðàâèëà îñòàíîâêè.

Ââèäó ïðîñòîòû àäàïòàöèè âû÷èñëèòåëüíûõ ñõåì ýâîëþöèîííûõ àëãîðèòìîâ ê
ðàçëè÷íûì çàäà÷àì, ýòè ìåòîäû àêòèâíî ïðèìåíÿþòñÿ êàê â äèñêðåòíîé, òàê è â
íåïðåðûâíîé îïòèìèçàöèè. ÝÀ èìåþò ìíîãî÷èñëåííûå ïðèëîæåíèÿ â óïðàâëåíèè,
ïëàíèðîâàíèè, ïðîåêòèðîâàíèè, ðàñïîçíàâàíèè îáðàçîâ è â äðóãèõ îáëàñòÿõ (ñì.,
íàïðèìåð, [1,3,8,10,14,15]).

Ñ òåîðåòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ åñòåñòâåííî ñóäèòü îá ýôôåêòèâíîñòè ÝÀ ïî ìàòå-
ìàòè÷åñêîìó îæèäàíèþ âðåìåíè ïåðâîãî äîñòèæåíèÿ îïòèìàëüíîãî ðåøåíèÿ è îöå-
íèâàòü ýòó âåëè÷èíó â õóäøåì ñëó÷àå, êàê ôóíêöèþ îò äëèíû çàïèñè èñõîäíûõ äàí-
íûõ çàäà÷è. Îäíàêî ñóùåñòâîâàíèå ðàíäîìèçèðîâàííûõ àëãîðèòìîâ ñ ïîëèíîìèàëü-
íî îãðàíè÷åííîé ñðåäíåé òðóäîåìêîñòüþ ïîëó÷åíèÿ îïòèìóìà äëÿ NP-òðóäíîé çàäà-
÷è îïòèìèçàöèè ïðîòèâîðå÷èëî áû ïðåäïîëîæåíèþ î íåðàâåíñòâå êëàññîâ NP ̸= RP,
êîòîðîå äëèòåëüíîå âðåìÿ ïðèíèìàåòñÿ â òåîðèè ñëîæíîñòè â êà÷åñòâå ðàáî÷åé ãè-
ïîòåçû [19]. Â ñâÿçè ñ ýòèì ñóùåñòâîâàíèå ÝÀ, îáíàðóæèâàþùåãî â ñðåäíåì çà ïîëè-
íîìèàëüíîå âðåìÿ îïòèìàëüíîå ðåøåíèå êàêîé-ëèáî NP-òðóäíîé çàäà÷è, ïðåäñòàâ-
ëÿåòñÿ ìàëîâåðîÿòíûì.

Ïîïûòêè ïðèìåíåíèÿ ñòàíäàðòíûõ ÝÀ, òàêèõ êàê êëàññè÷åñêèé ÃÀ [18], áåç ó÷åòà
ñïåöèôèêè ðåøàåìûõ çàäà÷ ïîêàçàëè ñâîþ íåïåðñïåêòèâíîñòü. Îäíàêî ãèáêîñòü âû-
÷èñëèòåëüíûõ ñõåì ÝÀ è âîçìîæíîñòè èõ êîìáèíèðîâàíèÿ ñ äðóãèìè àëãîðèòìàìè
ïîçâîëèëè ðàçðàáîòàòü äîñòàòî÷íî êîíêóðåíòîñïîñîáíûå ãèáðèäíûå ÝÀ.

Ãèáðèäíûå ýâîëþöèîííûå àëãîðèòìû. Îäèí èç íàèáîëåå ðàííèõ ïîäõîäîâ ê
èñïîëüçîâàíèþ êëàññè÷åñêèõ ìåòîäîâ äèñêðåòíîé îïòèìèçàöèè â ýâîëþöèîííûõ àë-
ãîðèòìàõ ñîñòîèò â ïîñòðîåíèè ãèáðèäíûõ ýâîëþöèîííûõ àëãîðèòìîâ, îòäåëüíûå
îïåðàòîðû êîòîðûõ ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé óæå èçâåñòíûå àëãîðèòìû, òàêèå êàê ëî-
êàëüíûé ïîèñê, æàäíûé àëãîðèòì, ìåòîä âåòâåé è ãðàíèö èëè ïåðåáîð L-êëàññîâ
(ñì., íàïðèìåð, [1,7,8,15,17]). Ãèáðèäíûå ÝÀ çà÷àñòóþ ïîêàçûâàþò õîðîøèå ðåçóëü-
òàòû íà ïðàêòèêå, à äëÿ íåêîòîðûõ èç íèõ óäàåòñÿ è òåîðåòè÷åñêè ãàðàíòèðîâàòü
íàõîæäåíèå îïòèìàëüíîãî ðåøåíèÿ áëàãîäàðÿ ñâîéñòâàì èñïîëüçóåìîãî òî÷íîãî àë-
ãîðèòìà [15,17]. Îäíàêî â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ òåîðåòè÷åñêîå îáîñíîâàíèå ðàáîòî-
ñïîñîáíîñòè ãèáðèäíûõ ÝÀ îãðàíè÷èâàåòñÿ ïðèìåíåíèåì òåîðåìû î ñõîäèìîñòè ê
îïòèìóìó ¾ïî÷òè íàâåðíîå¿ (ñì., íàïðèìåð, [24]), ïðåäúÿâëÿþùåé äîñòàòî÷íî ñëà-
áûå òðåáîâàíèÿ ê îïåðàòîðàì ÝÀ, íî íå äàþùåé êàêèõ-ëèáî îöåíîê ñâåðõó íà âðåìÿ
äîñòèæåíèÿ îïòèìóìà.

Íîâûì íàïðàâëåíèåì èññëåäîâàíèé â ðàìêàõ äàííîãî ïîäõîäà ÿâëÿåòñÿ ðàçðà-
áîòêà ýôôåêòèâíûõ àëãîðèòìîâ ðåøåíèÿ çàäà÷ îïòèìàëüíîé ðåêîìáèíàöèè (ÇÎÐ)
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è èññëåäîâàíèå ñëîæíîñòè ýòèõ çàäà÷. Ïóñòü X = {0, 1}n, ãäå n � ðàçìåðíîñòü ïðî-
ñòðàíñòâà ðåøåíèé. ÇÎÐ ïðè óêàçàííûõ äâóõ äîïóñòèìûõ ðîäèòåëüñêèõ ðåøåíè-
ÿõ x1, x2 ∈ X ñîñòîèò â îòûñêàíèè äîïóñòèìîãî ðåøåíèÿ-ïîòîìêà x, äîñòàâëÿþùåãî
íàèëó÷øåå çíà÷åíèå öåëåâîé ôóíêöèè ïðè óñëîâèè, ÷òî äëÿ êàæäîãî j = 1, . . . , n
âûïîëíÿåòñÿ xj = x1j èëè xj = x2j . Ãåíåòè÷åñêèå àëãîðèòìû, â êîòîðûõ îïåðàòîð
êðîññèíãîâåðà âû÷èñëÿåò ðåøåíèå ÇÎÐ, ïîêàçàëè ñâîþ êîíêóðåíòîñïîñîáíîñòü ïðè
ðåøåíèè çàäà÷ î êëèêå è íåçàâèñèìîì ìíîæåñòâå â ãðàôå [12], çàäà÷ òåîðèè ðàñïè-
ñàíèé [3,26], áàëàíñèðîâêè ëèíèè [14] è äð.

Îñîáûé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿþò NP-òðóäíûå çàäà÷è, äëÿ êîòîðûõ ÇÎÐ îêàçûâàåò-
ñÿ ïîëèíîìèàëüíî ðàçðåøèìîé. Âïåðâûå òàêèå çàäà÷è áûëè îáíàðóæåíû Ý. Áàëàøåì
è Â. Íèõàóñîì [12]. Ñ èñïîëüçîâàíèåì ýôôåêòèâíûõ ñâîäèìîñòåé çàäà÷ îïòèìàëüíîé
ðåêîìáèíàöèè â [16] ïîêàçàíî, ÷òî ÇÎÐ ïîëèíîìèàëüíî âû÷èñëèìà äëÿ çàäà÷ óïà-
êîâêè ìíîæåñòâà íàèáîëüøåãî âåñà, ðàçáèåíèÿ ìíîæåñòâà ìèíèìàëüíîãî âåñà è äëÿ
îäíîãî âàðèàíòà ïðîñòåéøåé çàäà÷è ðàçìåùåíèÿ ïðîèçâîäñòâà. Òàì æå ïðåäëîæåí
ïîëèíîìèàëüíî âû÷èñëèìûé îïåðàòîð îïòèìàëüíîé ðåêîìáèíàöèè äëÿ çàäà÷ áóëå-
âà ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ, ãäå â êàæäîå îãðàíè÷åíèå âõîäÿò íå áîëåå äâóõ
ïåðåìåííûõ, ÷òî îáîáùàåò ðåçóëüòàò [12]. Êðîìå òîãî, â [4] ñ èïîëüçîâàíèåì èäåé
À.È. Ñåðäþêîâà ïîêàçàíî, ÷òî ÇÎÐ äëÿ çàäà÷è ïîèñêà êðàò÷àéøåãî ãàìèëüòîíîâà
ïóòè ïîëèíîìèàëüíî âû÷èñëèìà äëÿ ¾ïî÷òè âñåõ¿ ïàð ðîäèòåëüñêèõ ðåøåíèé.

Íåÿâíàÿ ðåàëèçàöèÿ èçâåñòíûõ ìåòîäîâ äèñêðåòíîé îïòèìèçàöèè â ÝÀ.
Äðóãîé ïîäõîä, âîçíèêøèé ñðàâíèòåëüíî íåäàâíî, íàïðàâëåí íà òåîðåòè÷åñêîå èñ-
ñëåäîâàíèå âû÷èñëèòåëüíûõ ñõåì èçâåñòíûõ ýâîëþöèîííûõ àëãîðèòìîâ ïðè èñïîëü-
çîâàíèè äîñòàòî÷íî ïðîñòûõ (êàê ïðàâèëî ëèíåéíûõ ïî òðóäîåìêîñòè) îïåðàòîðîâ
ìóòàöèè è êðîññèíãîâåðà [22]. Îñíîâíûì îòëè÷èåì äàííîãî ïîäõîäà îò ïðåäøåñòâó-
þùèõ èññëåäîâàíèé ýâîëþöèîííûõ àëãîðèòìîâ ÿâëÿåòñÿ îðèåíòàöèÿ íà ïîëó÷åíèå
òåîðåòè÷åñêèõ ðåçóëüòàòîâ â òåðìèíàõ ñðåäíåãî âðåìåíè äîñòèæåíèÿ îïòèìàëüíîãî
ðåøåíèÿ èëè ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ ñ çàäàííîé òî÷íîñòüþ.

Êàê âûÿñíèëîñü, áàçîâûå ñõåìû ýâîëþöèîííûõ àëãîðèòìîâ, òàêèõ êàê ÃÀ ñ òóð-
íèðíîé ñåëåêöèåé (ñì., íàïðèìåð, [10]), ìíîãîêðèòåðèàëüíûé ýâîëþöèîííûé àëãî-
ðèòì SEMO [21] è ýâîëþöèîííàÿ ñòðàòåãèÿ (1+1)-EA [9,23] ïðè ïîäõîäÿùåì ñïîñîáå
ïðåäñòàâëåíèÿ ðåøåíèé è ñîîòâåòñòâóþùèõ íàñòðîéêàõ ïàðàìåòðîâ àëãîðèòìà ìî-
ãóò íåÿâíî ðåàëèçîâûâàòü èçâåñòíûå ìåòîäû äèñêðåòíîé îïòèìèçàöèè. Çíà÷èìûå
ðåçóëüòàòû â äàííîì íàïðàâëåíèè ïîëó÷åíû ïðè àíàëèçå ÝÀ äëÿ òàêèõ êëàññè÷å-
ñêèõ ïîëèíîìèàëüíî ðàçðåøèìûõ çàäà÷ äèñêðåòíîé îïòèìèçàöèè êàê çàäà÷à î êðàò-
÷àéøåì ïóòè â ãðàôå, çàäà÷à îá îñòîâíîì äåðåâå ìèíèìàëüíîãî âåñà, çàäà÷à î íàè-
áîëüøåì ïàðîñî÷åòàíèè è çàäà÷à î ðàçðåçå ìèíèìàëüíîãî âåñà. Ïîêàçàíî [22], ÷òî
îïòèìàëüíûå ðåøåíèÿ ýòèõ çàäà÷ ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû â ñðåäíåì çà ïîëèíîìèàëü-
íîå âðåìÿ ïðè ïîìîùè ìíîãîêðèòåðèàëüíûõ ýâîëþöèîííûõ àëãîðèòìîâ. Èíòåðåñíî,
÷òî ñòàíäàðòíûå îäíîêðèòåðèàëüíûå ÝÀ äëÿ ìíîãèõ èç ïåðå÷èñëåííûõ çàäà÷ èìåþò
ýêñïîíåíöèàëüíûå íèæíèå îöåíêè òðóäîåìêîñòè â ñðåäíåì (ñì. òàì æå).

ÃÀ çà÷àñòóþ îòíîñÿò ê êëàññó ìåòîäîâ ëîêàëüíîãî ïîèñêà, ïîýòîìó ïðåäñòàâëÿåò
èíòåðåñ äåòàëüíîå èçó÷åíèå ñëó÷àåâ, êîãäà ðàáîòîñïîñîáíîñòü ÃÀ îáúÿñíÿåòñÿ ñõîä-
ñòâîì åãî ïîâåäåíèÿ ñ ëîêàëüíûì ïîèñêîì. Â [2] èçó÷åíû äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ, ïðè
êîòîðûõ ãåíåòè÷åñêèé àëãîðèòì ñ òóðíèðíîé ñåëåêöèåé âïåðâûå ïîñåùàåò ëîêàëü-
íûé îïòèìóì â ñðåäíåì çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ, è óñòàíîâëåíû çíà÷åíèÿ ïàðàìåò-
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ðîâ ÃÀ, ïðè êîòîðûõ íà çàäà÷àõ ñ ãàðàíòèðîâàííûìè ëîêàëüíûìè îïòèìóìàìè [6]
ëîêàëüíûé îïòèìóì äîñòèãàåòñÿ çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ â ñðåäíåì.

ÝÀ èìåþò îáùèå ÷åðòû ñ ìåòîäîì äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ (ÄÏ), åñëè
ðàññìàòðèâàòü ñîñòîÿíèÿ (÷àñòè÷íûå ðåøåíèÿ) â ÄÏ êàê ïðîáíûå òî÷êè â íåêîòîðîì
ðàñøèðåííîì ïðîñòðàíñòâå ðåøåíèé. Â [13] ïîêàçàíî, ÷òî ïðè äîñòàòî÷íî øèðîêèõ
ïðåäïîëîæåíèÿõ çàäà÷à, ðåøàåìàÿ ÄÏ çà âðåìÿ T , ìîæåò áûòü ðåøåíà ìíîãîêðè-
òåðèàëüíûì ýâîëþöèîííûì àëãîðèòìîì SEMO â ñðåäíåì çà âðåìÿ O(Tm log |DP |),
ãäå m � ÷èñëî ñòàäèé ÄÏ, à |DP | � ÷èñëî ñîñòîÿíèé, âû÷èñëÿåìûõ çà âðåìÿ ðàáîòû
ÄÏ. Ïðè ýòîì îïåðàòîðû ÝÀ èìåþò òðóäîåìêîñòü òîãî æå ïîðÿäêà, ÷òî è áàçîâûå
îïåðàöèè ÄÏ. Êðîìå òîãî, äëÿ êëàññà çàäà÷ äèñêðåòíîé îïòèìèçàöèè, óäîâëåòâîðÿ-
þùèõ óñëîâèÿì ñóùåñòâîâàíèÿ âïîëíå ïîëèíîìèàëüíîé àïïðîêñèìàöèîííîé ñõåìû
Ã. Âîèãåíãåðà [25], ïðåäëîæåíà âïîëíå ïîëèíîìèàëüíàÿ ðàíäîìèçèðîâàííàÿ àïïðîê-
ñèìàöèîííàÿ ñõåìà, îñíîâàííàÿ íà ýâîëþöèîííîì àëãîðèòìå.

Çàêëþ÷åíèå. Íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî ïîñòðîåíèå ÝÀ ñ ñóùåñòâåííî ëó÷øåé îöåíêîé
òðóäîåìêîñòè ïî ñðàâíåíèþ ñ äåòåðìèíèðîâàííûìè ìåòîäàìè ïðåäñòàâëÿåòñÿ ïðî-
áëåìàòè÷íûì, òåîðåòè÷åñêèå è ýêñïåðèìåíòàëüíûå èññëåäîâàíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî
øèðîêèå âîçìîæíîñòè àäàïòàöèè ÝÀ ïîçâîëÿþò óñïåøíî çàèìñòâîâàòü â íèõ èäåè
èç êëàññè÷åñêèõ ìåòîäîâ îïòèìèçàöèè. Èç ðàññìîòðåííûõ ðåçóëüòàòîâ ñëåäóåò, ÷òî
ê ýâîëþöèîííûì àëãîðèòìàì, íàðÿäó ñî ñõîäèìîñòüþ ê îïòèìóìó ¾ïî÷òè íàâåðíîå¿,
åñòåñòâåííî ïðåäúÿâëÿòü íîâûå òðåáîâàíèÿ â òåðìèíàõ ñðåäíåãî âðåìåíè ïîëó÷åíèÿ
îïòèìàëüíîãî èëè ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ òðåáóåìîé òî÷íîñòè.

Ðàáîòà ïîääåðæàíà ãðàíòàìè ÐÔÔÈ 12-01-00122 è 10�01�00598.
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ÑÅÍÑÎÐÍÛÅ ÑÅÒÈ È ÏÎÊÐÛÒÈÅ ÏËÎÑÊÈÕ ÎÁËÀÑÒÅÉ ÝËËÈÏÑÀÌÈ
À.È. Åðçèí

1. Ââåäåíèå

Â áåñïðîâîäíûõ ñåíñîðíûõ ñåòÿõ (ÁÑÑ) çîíà äåéñòâèÿ ñåíñîðà ÷àñòî èìååò ôîð-
ìó êðóãà ñ öåíòðîì â ìåñòå ðàñïîëîæåíèÿ ñåíñîðà è ðàäèóñîì, ðàâíûì äàëüíîñòè
äåéñòâèÿ ñåíñîðà [1-3]. Ïðè ýòîì ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî ñåíñîð ïîêðûâàåò ýòîò êðóã, èëè, ÷òî
êðóã ÿâëÿåòñÿ çîíîé ìîíèòîðèíãà ñåíñîðà. Òàê êàê â ÁÑÑ ñåíñîð èìååò îãðàíè÷åí-
íûé çàïàñ íåâîçîáíîâëÿåìîé ýíåðãèè, è âðåìÿ åãî ðàáîòû îáðàòíî ïðîïîðöèîíàëüíî
ïîêðûòîé ïëîùàäè, òî ýíåðãîýôôåêòèâíûì ïîêðûòèåì ïëîñêîé îáëàñòè ñ÷èòàåòñÿ
ïîêðûòèå ìèíèìàëüíîé ïëîòíîñòè, ãäå ïîä ïëîòíîñòüþ D ïîêðûòèÿ C ïëîñêîé îá-
ëàñòè ïëîùàäè S ïîíèìàåòñÿ îòíîøåíèå ïëîùàäåé ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà C ê S.

Íàèáîëåå èçó÷åííûìè ïîêðûòèÿìè ïëîñêèõ îáëàñòåé ÿâëÿþòñÿ, òàê íàçûâàåìûå,
ðåãóëÿðíûå ïîêðûòèÿ [1,2], êîãäà îáëàñòü ðàçáèâàåòñÿ íà ïðàâèëüíûå ìíîãîóãîëüíè-
êè (ïëèòêè) è âñå ïëèòêè ïîêðûâàþòñÿ îäèíàêîâî. Â ýòîì ñëó÷àå ïîêðûòèå îïðå-
äåëÿåòñÿ ïîêðûòèåì îäíîé ïëèòêè. Â ðàáîòå [2] ââåäåíà êëàññèôèêàöèÿ ðåãóëÿð-
íûõ ïîêðûòèé, ñîãëàñíî êîòîðîé ðåãóëÿðíîå ïîêðûòèå covk(p, q) ïîêðûâàåò êàæäûé
ïðàâèëüíûé k-óãîëüíèê èñïîëüçóÿ p êðóãîâ q ðàçëè÷íûõ ðàäèóñîâ. Íàïðèìåð, íà
ðèñ. 1a èçîáðàæåí ôðàãìåíò ïîêðûòèÿ cov3(7, 3), â êîòîðîì â âåðøèíàõ ïðàâèëüíî-
ãî òðåóãîëüíèêà ðàñïîëîæåíû öåíòðû îäèíàêîâûõ ïîïàðíî ïåðåñåêàþùèõñÿ êðóãîâ,
íåïîêðûòûé êðèâîëèíåéíûé òðåóãîëüíèê â öåíòðå òðåóãîëüíèêà ïîêðûâàåòñÿ îäíèì
êðóãîì ìåíüøåãî ðàäèóñà è òðåìÿ îäèíàêîâûìè êðóãàìè.

Â äàííîé ðàáîòå ðàññìîòðåíà çàäà÷à íàèìåíåå ïëîòíîãî ðåãóëÿðíîãî ïîêðûòèÿ
ïëîñêîñòè, à òàêæå áåñêîíå÷íîé ïîëîñû ýëëèïñàìè. Ýòî ïðàêòè÷åñêè íå èçó÷åííàÿ
ïðîáëåìà, äëÿ êîòîðîé íàì óäàëîñü ïîëó÷èòü èíòåðåñíûå íîâûå ðåçóëüòàòû. Äëÿ
óäîáñòâà èçëîæåíèÿ ìû ñîõðàíèëè îáîçíà÷åíèå ïîêðûòèé covk(p, q), íî òåïåðü
k-óãîëüíèê (ïëèòêà) íå îáÿçàòåëüíî ïðàâèëüíûé, p � ÷èñëî ýëëèïñîâ, ó÷àñòâóþùèõ
â ïîêðûòèè ïëèòêè, à q � êîëè÷åñòâî ðàçíûõ òèïîâ ýëëèïñîâ. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ýë-
ëèïñ îïðåäåëÿåòñÿ ïîëóîñÿìè, è ýëëèïñû ñ îäèíàêîâûìè ïîëóîñÿìè áóäóò ñ÷èòàòüñÿ
îäèíàêîâûìè íåçàâèñèìî îò íàêëîíà èõ îñåé.

Èç-çà îãðàíè÷åíèé íà îáú¼ì ìû íå â ñîñòîÿíèè ïðåäñòàâèòü âñåãî ðàçíîîáðàçèÿ
ðàññìîòðåííûõ íàìè ïîêðûòèé, ïîýòîìó íèæå ïðåäëàãàþòñÿ âíèìàíèþ íàèáîëåå ïåð-
ñïåêòèâíûå ïî òåì èëè èíûì ïîêàçàòåëÿì ïîêðûòèÿ.

Îòìåòèì, ÷òî íåêîòîðûå ïîêðûòèÿ ýëëèïñàìè ìîæíî ïîëó÷èòü èç ïîêðûòèé
êðóãàìè ïðèìåíÿÿ àôôèííîå ïðåîáðàçîâàíèå, êîòîðîå ñîõðàíÿåò ïëîòíîñòü ïî-
êðûòèÿ. Íàïðèìåð, íà ðèñ. 1a ïðåäñòàâëåí ôðàãìåíò ðåãóëÿðíîãî ïîêðûòèÿ �
ïîêðûòèå ïðàâèëüíîãî òðåóãîëüíèêà. Ìèíèìàëüíàÿ ïëîòíîñòü ýòîãî ïîêðûòèÿ
ïðèáëèçèòåëüíî ðàâíà 1.0677 (ýòî îòäåëüíûé èíòåðåñíûé ðåçóëüòàò, äîêàçàòåëüñòâî
êîòîðîãî ìû çäåñü îïóñòèì). Ïîñëå àôôèííîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ (âåðòèêàëüíîãî
ñæàòèÿ) ìîæíî ïîëó÷èòü ïðÿìîóãîëüíûé ðàâíîáåäðåííûé òðåóãîëüíèê, êîòîðûé
ïîêðûò óæå ýëëèïñàìè. Ïëîòíîñòü ïîêðûòèÿ îñòàëàñü ïðåæíåé, à êëàññ ïîêðûòèÿ
èçìåíèëñÿ. Ïðè÷¼ì, â çàâèñèìîñòè îò âûáîðà ïëèòêè, ïîëó÷àþòñÿ äâà êëàññà
ðåãóëÿðíûõ ïîêðûòèé cov4(12, 3) è cov4(8, 3) (ñì. ðèñ. 1b). Èñïîëüçóÿ àôôèííîå
ïðåîáðàçîâàíèå, èç èçâåñòíûõ ïîêðûòèé êðóãàìè ìîæíî ïîëó÷èòü ïîêðûòèÿ,
ïðèíàäëåæàùèå äðóãèì êëàññàì, íî ïëîòíîñòü ïðè ýòîì íå óìåíüøèòñÿ. Â ñâÿçè ñ
ýòèì äàëüíåéøèå íàøè óñèëèÿ áûëè íàïðàâëåíû íà ïîèñê íîâûõ (íå ïîëó÷àåìûõ ñ
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Ðèñ. 1: Ðåãóëÿðíûå ïîêðûòèÿ: a) êðóãàìè cov3(7, 3); b) ýëëèïñàìè cov4(12, 3) è
cov4(8, 3). Ïëîòíîñòü ïîêðûòèé D ≈ 1.0677.

ïîìîùüþ àôôèííûõ ïðåîáðàçîâàíèé) ïîêðûòèé ýëëèïñàìè ìåíüøåé (ïî ñðàâíåíèþ
ñ ïîêðûòèÿìè êðóãàìè) ïëîòíîñòè.

2. Ïîêðûòèå ýëëèïñàìè ïëîñêîñòè

Â ñâîåé ðàáîòå [4] Òîò ïðåäëîæèë ïîêðûòèå ïëîñêîñòè ñ ïðåäåëüíîé ïëîòíîñòüþ
1.0189 êðóãàìè äâóõ ðàäèóñîâ (ïîêðûòèå cov3(∞, 2) â íàøåé êëàññèôèêàöèè). Îäíà-
êî äëÿ ïîêðûòèÿ îäíîé ïëèòêè â åãî ìîäåëè èñïîëüçóåòñÿ áåñêîíå÷íîå ÷èñëî êðó-
ãîâ ìàëîãî ðàäèóñà. Íåñìîòðÿ íà ñèëüíûé ðåçóëüòàò, òàêîå ïîêðûòèå íå ïðèìåíèìî
äëÿ ÁÑÑ. Ïîýòîìó íàìè áûë ðàññìîòðåí öåëûé ðÿä íîâûõ ïîêðûòèé ñ íåáîëüøèì
÷èñëîì ýëëèïñîâ, ó÷àñòâóþùèõ â ïîêðûòèè îäíîé ïëèòêè. Íèæå ïðèâîäÿòñÿ íàè-
áîëåå ïåðñïåêòèâíûå èç òàêèõ ïîêðûòèé. Èññëåäîâàíî ïîêðûòèå â êëàññå cov3(6, 2)
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Ðèñ. 2: a) Ïîêðûòèå cov3(6, 2), ïëîòíîñòü D ≈ 1.0786; b) Ïîêðûòèå cov3(7, 3), ïëîò-
íîñòü D ≈ 1.056.
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(ñì. ðèñ. 2a). Óñòàíîâëåíî, ÷òî åãî ïëîòíîñòü

D(φ) =
π

2
√
3 cos2 φ

1 +
3
(
cosφ/

√
3− sinφ

)2 (
cosφ−

√
3/2
)

√
1− 2 sinφ

√
2 cosφ/

√
3− 1


ïðèíèìàåò ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå áëèçêîå ê 1.0786 ïðè φ ≈ 0.3055 ≈ π/10.2835. Ýòîò
ðåçóëüòàò ïîëó÷åí ÷èñëåííî, ò.ê. àíàëèòè÷åñêîãî ðåøåíèÿ ïîñòðîèòü íå óäà¼òñÿ.

Â êëàññå cov3(7, 3) ïîñòðîåíî ïîêðûòèå (ñì. ðèñ. 2b), ïëîòíîñòü êîòîðîãî

D(α, β) =
π
(√

3 + 2
√
3
(
(cosα− cos(α + β))2 +

(
cosα/

√
3− sin(α + β)

)2))
6 cos2 α

+

4 (sin(α + β)− sinα) (cosα− cos(α + β))

3 cos2 α
.

Òàêæå ÷èñëåííî óäàëîñü óñòàíîâèòü, ÷òî ìèíèìàëüíàÿ ïëîòíîñòü òàêîãî ïîêðûòèÿ
ðàâíà ïðèáëèçèòåëüíî 1.056 ïðè α ≈ 0.247 ≈ π/12.72, β ≈ 0.163 ≈ π/19.27.

Ïðèìåíÿÿ àôôèííîå ïðåîáðàçîâàíèå, ïîëó÷àåì äâà ðåãóëÿðíûõ ïîêðûòèÿ èç äðó-
ãèõ êëàññîâ òîé æå ïëîòíîñòè. À èìåííî, ïîêðûòèÿ cov4(8, 4) è cov4(12, 4) (ðèñ. 3).
Îòìåòèì, ÷òî ïðè ïîêðûòèè ïëîñêèõ îáëàñòåé êðóãàìè èñïîëüçîâàíèå êâàäðàòíîé
ïëèòêè âñåãäà ïðèâîäèëî ê óâåëè÷åíèþ ïëîòíîñòè ïî ñðàâíåíèþ ñ àíàëîãè÷íûìè
ïîêðûòèÿìè, èñïîëüçóþùèìè òðåóãîëüíûå ïëèòêè [2]. Ïðè ïîêðûòèè æå ýëëèïñàìè
ìîæíî äîáèòüñÿ îäèíàêîâîé ïëîòíîñòè, õîòÿ ñëîæíîñòü ïîêðûòèÿ (÷èñëî ôèãóð è
èõ òèïîâ) êâàäðàòíîé ïëèòêè âîçðàñòàåò.

)4,12(4cov

)4,8(
4

cov

Ðèñ. 3: Ïîêðûòèÿ cov4(8, 4) è cov4(12, 4), ïëîòíîñòü D ≈ 1.056.

Áîëåå ñëîæíûå ìîäåëè ðåãóëÿðíîãî ïîêðûòèÿ ïëîñêîñòè ýëëèïñàìè ìû íå
ïðèâîäèì ïî äâóì ïðè÷èíàì. Âî-ïåðâûõ, îíè äàþò íåçíà÷èòåëüíîå óìåíüøåíèå
ïëîòíîñòè ïðè ñóùåñòâåííîì óñëîæíåíèè âîçíèêàþùåé îïòèìèçàöèîííîé çàäà÷è.
Âî-âòîðûõ, èç-çà îãðàíè÷åíèé íà îáú¼ì.

3. Ïîêðûòèå ýëëèïñàìè ïîëîñû

Â ðàáîòå [3] ìû íàçâàëè ðåãóëÿðíîå ïîêðûòèå ïîëîñû êðóãàìè n-ñëîéíûì, åñëè
öåíòðû âñåõ êðóãîâ ðàñïîëàãàþòñÿ íà n ïðÿìûõ, ïàðàëëåëüíûì ãðàíèöàì ïîëîñû.
Ïðè ýòîì â ðåãóëÿðíîì ïîêðûòèè ïëèòêîé ÿâëÿëñÿ íå êâàäðàò, à ïðÿìîóãîëüíèê.
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Áóäåì è çäåñü ïðèäåðæèâàòüñÿ àíàëîãè÷íîé êëàññèôèêàöèè, èñïîëüçóÿ âûðàæåíèå
P (n, q) äëÿ îáîçíà÷åíèÿ n-ñëîéíîãî ïîêðûòèÿ ýëëèïñàìè q ðàçëè÷íûõ òèïîâ.

Èñïîëüçóÿ àôôèííîå ïðåîáðàçîâàíèå (à èìåííî, ñæàòèå/ðàñòÿæåíèå âäîëü ïîëî-
ñû) íåêîòîðûå ýëëèïñû ìîæíî ïðåâðàòèòü â îêðóæíîñòè. Ïîýòîìó äëÿ óïðîùåíèÿ
àíàëèçà ìû ïîñòóïàëè èìåííî òàê.

Â ïåðâóþ î÷åðåäü, áûëè ðàññìîòðåíû îäíîñëîéíûå ïîêðûòèÿ ïîëîñû ýëëèïñà-
ìè (êëàññ P (1, 1)). Îêàçàëîñü, ÷òî â îïòèìàëüíîì ïîêðûòèè äëèíû âåðòèêàëüíûõ
ïîëóîñåé ýëëèïñîâ ðàâíû h/

√
2, ãäå h � øèðèíà ïîëîñû, à äëèíû ãîðèçîíòàëüíûõ

ïîëóîñåé ìîãóò ïðèíèìàòü ïðîèçâîëüíûå çíà÷åíèÿ (â ÷àñòíîì ñëó÷àå ïîëó÷àëîñü
ïîêðûòèå ïîëîñû êðóãàìè). È ïëîòíîñòü òàêèõ ïîêðûòèé π/2 ≈ 1.57.

R

sin,cos RR

h

h

0,0

ahh tan,

a) b)

Ðèñ. 4: a) Òð¼õñëîéíîå ïîêðûòèå P (3, 2), ïëîòíîñòü D ≈ 1.2615; b) Ïÿòèñëîéíîå
ïîêðûòèå P (5, 3), ïëîòíîñòü D ≈ 1.1639.

Èñïîëüçóÿ äâóõñëîéíûå ïîêðûòèÿ, íàì íå óäàëîñü óìåíüøèòü ïëîòíîñòü ïî ñðàâ-
íåíèþ ñ èçâåñòíûìè ïîêðûòèÿìè êðóãàìè [3].

Ñðåäè òð¼õñëîéíûõ ïîêðûòèé îòìåòèì ïîêðûòèå P (3, 2) (ñì. ðèñ. 4a, ãäå äëÿ
óïðîùåíèÿ âûêëàäîê áîëüøèå ýëëèïñû ìû ïîëîæèëè êðóãàìè), ïëîòíîñòü êîòîðîãî
âûðàæàåòñÿ ôîðìóëîé

D(α, β) =
π

36 cos β

8
√
3(1− cosα) sin(α + 2β) + 9√

(1− cosα)(1 + cos(α + 2β)) + sinβ
.

Ìèíèìàëüíàÿ ïëîòíîñòü ïðåäëîæåííîãî ïîêðûòèÿ D(α, β) ≈ 1.2615 äîñòèãàåòñÿ ïðè
α ≈ 0.4808 ≈ π/6.5339 è β ≈ 0.545 ≈ π/5.7642. Äëÿ ñðàâíåíèÿ íàïîìíèì, ÷òî àíàëî-
ãè÷íîå ïîêðûòèå P (3, 2) êðóãàìè èìååò ïëîòíîñòü áëèçêóþ ê 1.294 [3].

Õîðîøåãî ÷åòûð¼õñëîéíîãî ïîêðûòèÿ, êîòîðîå íåëüçÿ ïîëó÷èòü àôôèííûì ïðå-
îáðàçîâàíèåì èç ïîêðûòèÿ êðóãàìè, íàì ïîñòðîèòü íå óäàëîñü.

Ïðèìåð ïÿòèñëîéíîãî ïîêðûòèÿ P (5, 3) ñ íèçêîé ïëîòíîñòüþ ïîêàçàí íà ðèñ. 4b.
Â ýòîì ïîêðûòèè îñè äâóõ îäèíàêîâûõ ýëëèïñîâ, ïîêðûâàþùèõ êðèâîëèíåéíûé òðå-
óãîëüíèê îêîëî ãðàíèöû ïîëîñû, íå ïàðàëëåëüíû ãðàíèöàì ïîëîñû. Äëÿ âûðàæåíèÿ
ïëîòíîñòè ïîêðûòèÿ ÷åðåç óãîë α è äëèíó âåðòèêàëüíîé ïîëóîñè öåíòðàëüíîãî
ýëëèïñà a (ñì. ðèñ. 4b) ìû âîñïîëüçîâàëèñü ôîðìóëîé Se = 4πSt/

√
27, êîòîðàÿ

ñâÿçûâàåò ìèíèìàëüíóþ ïëîùàäü ýëëèïñà Se, ïðîõîäÿùåãî ÷åðåç òðè òî÷êè, è
ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà îáðàçîâàííîãî ýòèìè òî÷êàìè St. Âûðàæåíèå äëÿ ïëîòíîñòè
D(α, a) ïîëó÷èëîñü äîñòàòî÷íî ãðîìîçäêèì, è ìû åãî îïóñòèì, çàìåòèâ, ÷òî ìèíè-
ìóì D(α, a), ðàâíûé ïðèáëèçèòåëüíî 1.1639, äîñòèãàåòñÿ ïðè α ≈ 0.4276 ≈ π/7.3468
è a ≈ 0.33h. Íàïîìíèì, ÷òî ëó÷øåå ïÿòèñëîéíîå ïîêðûòèå ïîëîñû êðóãàìè P (5, 3)
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èìåëî ïëîòíîñòü áîëüøå 1.23, à ïëîòíîñòü øåñòèñëîéíîãî ïîêðûòèÿ êðóãàìè P (6, 3)
ïðèáëèçèòåëüíî ðàâíà 1.204 [3].

4. Çàêëþ÷åíèå

Ïîêðûòèÿ ïëîñêèõ îáëàñòåé ýëëèïñàìè ïðàêòè÷åñêè íå ðàññìàòðèâàëèñü ðàíåå
â íàó÷íîé ëèòåðàòóðå, è íàøè ðåçóëüòàòû, êðàòêèé ñïèñîê êîòîðûõ ïðèâåä¼í âû-
øå, ÿâëÿþòñÿ ïèîíåðñêèìè. Îòñóòñòâèå ñîîòâåòñòâóþùèõ ïóáëèêàöèé îáúÿñíÿåòñÿ,
â ÷àñòíîñòè, òåì, ÷òî âîçíèêàþùèå ïðè ìèíèìèçàöèè ïëîòíîñòè çàäà÷è äîñòàòî÷íî
ñëîæíû äëÿ ðåøåíèÿ. Íåâîçìîæíî íàéòè íå òîëüêî àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå óæå â
ïðîñòåéøèõ êëàññàõ, íî äàæå ðåøèòü çàäà÷ó ÷èñëåííî. Ýòî îáóñëîâëåíî íåëèíåéíî-
ñòüþ ôóíêöèîíàëîâ è îãðàíè÷åíèé, à òàêæå ìíîãîýêñòðåìàëüíîñòüþ âîçíèêàþùèõ
îïòèìèçàöèîííûõ çàäà÷.

Âàæíîñòü æå ïîñòðîåíèÿ íàèìåíåå ïëîòíûõ ïîêðûòèé ýëëèïñàìè îáúÿñíÿåòñÿ,
íàïðèìåð, ñëåäóþùèìè ñîîáðàæåíèÿìè. Äîïóñòèì ñåíñîð � ýòî âèäåîêàìåðà,
êîòîðàÿ, íàõîäÿñü íà íåêîòîðîé âûñîòå îò çåìëè, îñóùåñòâëÿåò ìîíèòîðèíã ïîâåðõ-
íîñòè. Òîãäà ïîêðûòàÿ ñåíñîðîì îáëàñòü � ýòî ýëëèïñ, è åãî âèä çàâèñèò êàê îò
âûñîòû, íà êîòîðîé íàõîäèòñÿ êàìåðà, òàê è îò ôîêóñà è íàêëîíà îáúåêòèâà. Òî
åñòü, çíàÿ îïòèìàëüíîå ïîêðûòèå, íåñëîæíî ðàññ÷èòàòü çíà÷åíèÿ óïîìÿíóòûõ âûøå
ðåãóëèðóåìûõ ïàðàìåòðîâ.

Ðàáîòà ïîääåðæàíà ãðàíòîì ÐÔÔÈ 12-07-92690-ÈÍÄ_à, à òàêæå ÔÖÏ �Íàó÷íûå
è íàó÷íî-ïåäàãîãè÷åñêèå êàäðû èííîâàöèîííîé Ðîññèè� íà 2009-2013 ãã. (ãîñ. êîí-
òðàêò � 14.740.11.0362).
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ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÈÅ ÌÎÄÅËÈ ÔÎÐÌÈÐÎÂÀÍÈß ÎÏÒÈÌÀËÜÍÎÃÎ
ÊÎÌÏËÅÊÒÀ ÑÒÐÓÊÒÓÐ ÒÅÑÒÎÂ ÄËß ÊÎÍÒÐÎËß ÇÍÀÍÈÉ

Ë.À. Çàîçåðñêàÿ, Â.À. Ïëàíêîâà

Â ïîâûøåíèè ýôôåêòèâíîñòè ïðîöåññà îáó÷åíèÿ âàæíóþ ðîëü èãðàåò ñîâåðøåí-
ñòâîâàíèå ìåòîäîâ îáúåêòèâíîãî êîíòðîëÿ çíàíèé, â òîì ÷èñëå êîìïüþòåðíîãî òåñòè-
ðîâàíèÿ. Îäíîé èç âàæíûõ ïðîáëåì ïðè ñîçäàíèè àâòîìàòèçèðîâàííûõ òåñòèðóþùèõ
ñèñòåì ÿâëÿåòñÿ ôîðìèðîâàíèå òåñòîâ èç áàçû èìåþùèõñÿ çàäàíèé, äëÿ ðåøåíèÿ êî-
òîðîé â Îìñêîì ôèëèàëå ÈÌ ÑÎ ÐÀÍ è ÎìÃÓ èì. Ô.Ì. Äîñòîåâñêîãî ïðåäëîæåí
è ðàçâèâàåòñÿ ïîäõîä, îñíîâàííûé íà ïðèìåíåíèè ìîäåëåé è àëãîðèòìîâ äèñêðåòíîé
îïòèìèçàöèè [1�6].

Â ñîîòâåòñòâèè ñ íèì ó÷åáíûé êóðñ ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê ìíîæåñòâî ýëåìåíòîâ
çíàíèé, ò.å. íàèáîëåå çíà÷èìûõ ïîíÿòèé, ñâîéñòâ, óòâåðæäåíèé è ò.ï. Òèïîâîå òåñòî-
âîå çàäàíèå ïðåäíàçíà÷åíî äëÿ ïðîâåðêè îïðåäåëåííîé ñîâîêóïíîñòè ýëåìåíòîâ çíà-
íèé óêàçàííîãî ìíîæåñòâà. Îíî âêëþ÷àåò â ñåáÿ êàê ôîðìóëèðîâêó çàäàíèÿ â îáùåì
âèäå, òàê è ñïîñîáû êîíñòðóèðîâàíèÿ îòâåòîâ. Òåñòîâîå çàäàíèå ÿâëÿåòñÿ ðåàëèçà-
öèåé òèïîâîãî çàäàíèÿ è ïðè èçìåíåíèè äàííûõ ñîõðàíÿåò ìíîæåñòâî ïðîâåðÿåìûõ
èì ýëåìåíòîâ çíàíèé. Ïîä òåñòîì ïîíèìàåòñÿ ñèñòåìà òåñòîâûõ çàäàíèé. Ñòðóêòó-
ðó òåñòà ìîæíî îïðåäåëèòü êàê íàáîð òèïîâûõ çàäàíèé, âêëþ÷åííûõ â òåñò. Ðàçìåð
òåñòà � ýòî ÷èñëî çàäàíèé, ñîñòàâëÿþùèõ åãî ñòðóêòóðó. Ïîä îïòèìàëüíîé ñòðóê-
òóðîé òåñòà (ÎÑÒ) ïîíèìàåòñÿ ñòðóêòóðà òåñòà, âûïîëíåíèå êîòîðîãî ïîçâîëÿåò
ñäåëàòü íàèáîëåå îáúåêòèâíûé âûâîä î ñòåïåíè óñâîåíèÿ îáó÷àåìûìè ðàññìàòðèâàå-
ìîé äèñöèïëèíû è êîòîðûé óäîâëåòâîðÿåò îïðåäåëåííîìó êðèòåðèþ îïòèìàëüíîñòè.

Â [1] ïðåäëîæåíà ïîñòàíîâêà çàäà÷è ôîðìèðîâàíèÿ ÎÑÒ, â îñíîâå êîòîðîé ëåæèò
ðàçáèåíèå ìíîæåñòâà ýëåìåíòîâ çíàíèé íà áàçîâîå (â íåãî âõîäÿò êëþ÷åâûå ýëåìåí-
òû äèñöèïëèíû) ìíîæåñòâî è äîïîëíèòåëüíîå (îñòàëüíûå ýëåìåíòû çíàíèé). Çàäà÷à
ôîðìèðîâàíèÿ ÎÑÒ ïîñòàâëåíà êàê çàäà÷à îïðåäåëåíèÿ ñòðóêòóðû òåñòà ôèêñèðî-
âàííîãî ðàçìåðà, êîòîðûé îáåñïå÷èâàåò ïðîâåðêó çíàíèé âñåõ ýëåìåíòîâ áàçîâîãî
ìíîæåñòâà è ìàêñèìàëüíîãî ÷èñëà ýëåìåíòîâ äîïîëíèòåëüíîãî ìíîæåñòâà. Ïîñòðî-
åíû ñîîòâåòñòâóþùèå ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè è ïîëó÷åíû ÎÑÒ ïî òåìå "Ëèíåéíîå
ïðîãðàììèðîâàíèå" äèñöèïëèíû "Ýêîíîìèêî-ìàòåìàòè÷åñêèå ìåòîäû" äëÿ ñòóäåí-
òîâ ýêîíîìè÷åñêèõ ñïåöèàëüíîñòåé âóçîâ. Îäíà èç ýòèõ ñòðóêòóð ïîëîæåíà â îñíîâó
ðàçðàáîòàííîé íàìè äëÿ óêàçàííîãî êóðñà àâòîìàòèçèðîâàííîé òåñòèðóþùåé ñèñòå-
ìû EMM_TEST [1-3].

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è ôîðìèðîâàíèÿ îïòèìàëüíîãî òåñòà èç íàáîðà çàäàíèé, â êîòî-
ðîé ìàêñèìèçèðóåòñÿ ñóììàðíûé âåñ âõîäÿùèõ â íåãî çàäàíèé ïðè óñëîâèè êðàòíîé
ïðîâåðêè êàæäîãî ýëåìåíòà çíàíèé, ðàññìîòðåíà â [5]. Òàì æå ïðåäëîæåíà ñîîòâåò-
ñòâóþùàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü, èñïîëüçîâàííàÿ äëÿ ïîëó÷åíèÿ òåñòîâ ïî äèñöè-
ïëèíå "Èíôîðìàòèêà" äëÿ ñòóäåíòîâ ãóìàíèòàðíîãî íàïðàâëåíèÿ.

Îïûò ïðèìåíåíèÿ ñèñòåìû EMM_TEST íà çàî÷íîì îòäåëåíèè ýêîíîìè÷åñêîãî
ôàêóëüòåòà ÎìÃÓ èì. Ô.Ì. Äîñòîåâñêîãî ïîäòâåðäèë çíà÷èòåëüíîå ïîâûøåíèå êà-
÷åñòâà è îáúåêòèâíîñòè ïðîâåðêè çíàíèé ïðè ñîêðàùåíèè â íåñêîëüêî ðàç âðåìåííûõ
çàòðàò ïðåïîäàâàòåëÿ íà ïîäãîòîâêó è ïðîâåäåíèå èòîãîâîãî êîíòðîëÿ. Îäíàêî ïðè
áîëüøîì îáúåìå ó÷åáíîãî êóðñà èñïîëüçîâàíèå òîëüêî îäíîé ñòðóêòóðû òåñòà íå
îáåñïå÷èâàåò â îáùåì ñëó÷àå ïîëíîòó ïðîâåðêè åãî ñîäåðæàíèÿ. Â äîêëàäå [2] áûëè
íàìå÷åíû ïóòè ðåøåíèÿ ýòîé ïðîáëåìû çà ñ÷åò ôîðìèðîâàíèÿ êîìïëåêòà ñòðóêòóð
òåñòîâ, ïîçâîëÿþùåãî îáúåêòèâíî îöåíèòü ïîëó÷åííûå çíàíèÿ êàê îòäåëüíîãî èñïû-
òóåìîãî, òàê è óñâîåíèå âñåãî ìàòåðèàëà ó÷åáíîãî êóðñà ïîòîêîì ñòóäåíòîâ â öåëîì.
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Ýòî íåîáõîäèìî äëÿ îáåñïå÷åíèÿ ïðåïîäàâàòåëþ îáðàòíîé ñâÿçè è, ñëåäîâàòåëüíî,
âîçìîæíîñòè îáîñíîâàííîé êîððåêòèðîâêè ïðîöåññà îáó÷åíèÿ.

Äëÿ ôîðìèðîâàíèÿ òàêîãî êîìïëåêòà ìîæíî ïîñòðîèòü èòåðàöèîííûé ïðîöåññ
æàäíîãî òèïà íà îñíîâå ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè ôîðìèðîâàíèÿ ÎÑÒ èç [1]. Åñ-
ëè êîëè÷åñòâî òåñòîâ â ïîëó÷åííîì êîìïëåêòå îêàæåòñÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèì, òî
â ýòîì ñëó÷àå íå áóäåò îáåñïå÷åíà íåîáõîäèìàÿ äëÿ ïîëó÷åíèÿ îáúåêòèâíîãî âûâîäà
÷àñòîòà ïðîâåðêè êàæäîãî ýëåìåíòà çíàíèé èç äîïîëíèòåëüíîãî ìíîæåñòâà. Ïóñòü
NS � ÷èñëî ñòóäåíòîâ, ó÷àñòâóþùèõ â òåñòèðîâàíèè, à NT � ìîùíîñòü êîìïëåêòà
ñòðóêòóð òåñòîâ, â êîòîðîì êàæäûé ýëåìåíò èç äîïîëíèòåëüíîãî ìíîæåñòâà ïðî-
âåðÿåòñÿ íå ìåíåå d ðàç, òîãäà d

NT
NS � ãàðàíòèðîâàííîå ÷èñëî ñòóäåíòîâ, êîòîðûå

ó÷àñòâóþò â ïðîâåðêå êàæäîãî ýëåìåíòà çíàíèé èç ýòîãî ìíîæåñòâà. Äëÿ ïîâûøå-
íèÿ èíôîðìàòèâíîñòè ðåçóëüòàòîâ òåñòèðîâàíèÿ ïî âñåìó êóðñó íåîáõîäèìî ìàêñè-
ìèçèðîâàòü âåëè÷èíó d

NT
NS, ÷òî ýêâèâàëåíòíî ìèíèìèçàöèè ìîùíîñòè êîìïëåêòà

ñòðóêòóð òåñòîâ ïðè ôèêñèðîâàííûõ çíà÷åíèÿõ d è NS.
Â äîêëàäå ïðåäëàãàþòñÿ íåñêîëüêî ïîñòàíîâîê çàäà÷è ôîðìèðîâàíèÿ îïòèìàëü-

íîãî êîìïëåêòà ñòðóêòóð òåñòîâ. Ðàññìîòðèì îäíó èç íèõ, â êîòîðîé òðåáóåòñÿ íàéòè
êîìïëåêò ìèíèìàëüíîé ìîùíîñòè èç ñòðóêòóð òåñòîâ ôèêñèðîâàííîãî ðàçìåðà. Ïðè
ýòîì âñå ýëåìåíòû èç áàçîâîãî ìíîæåñòâà ïðîâåðÿþòñÿ â êàæäîé ñòðóêòóðå êîìïëåê-
òà, à ëþáîé ýëåìåíò èç äîïîëíèòåëüíîãî ìíîæåñòâà ïðîâåðÿåòñÿ ïî êðàéíåé ìåðå â
çàäàííîì êîëè÷åñòâå ñòðóêòóð ýòîãî êîìïëåêòà.

Äëÿ îïèñàíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè ââåäåì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ. Ïóñòü
B = {1, ...,m1} è C = {1, ...,m2} � ìíîæåñòâà íîìåðîâ ýëåìåíòîâ áàçîâîãî (B) è
äîïîëíèòåëüíîãî (C) ìíîæåñòâ, à {1, ..., n} � ìíîæåñòâî íîìåðîâ ðàçðàáîòàííûõ òå-
ñòîâûõ çàäàíèé. ×åðåç A = (aij)m1×n îáîçíà÷èì ìàòðèöó èíöèäåíòíîñòè íîìåðîâ
çàäàíèé è ýëåìåíòîâ èç B, ãäå aij = 1, åñëè j-îå çàäàíèå ïðåäíàçíà÷åíî äëÿ ïðîâåð-
êè i-ãî ýëåìåíòà èç B, è aij = 0 èíà÷å; à ÷åðåç Ã = (ãij)m2×n � ìàòðèöó èíöèäåíòíîñòè
íîìåðîâ çàäàíèé è ýëåìåíòîâ èç C. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî äëÿ ÷èñëà ñòðóêòóð òåñòîâ â
ôîðìèðóåìîì êîìïëåêòå çàäàíà âåðõíÿÿ ãðàíèöà T .

Ââåäåì ïåðåìåííûå zt, xtj, yti, t = 1, ..., T, j = 1, ..., n, i = 1, ...,m2, ãäå zt = 1,
åñëè ñòðóêòóðà ñ íîìåðîì t ñôîðìèðîâàíà, è zt = 0 èíà÷å; xtj = 1, åñëè j-îå çàäàíèå
âêëþ÷åíî â ñòðóêòóðó t, è xtj = 0 èíà÷å; yti = 1, åñëè i-ûé ýëåìåíò èç C ïðîâåðÿåòñÿ
â ñòðóêòóðå t, è yti = 0 èíà÷å.

Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è èìååò âèä:
T∑
t=1

zt → min (1)

ïðè óñëîâèÿõ
n∑

j=1

xtj = kzt, t = 1, ..., T ; (2)

n∑
j=1

aijxtj ≥ zt, t = 1, ..., T, i ∈ B; (3)

yti ≤
n∑

j=1

ãijxtj ≤ kyti, t = 1, ..., T, i ∈ C; (4)

T∑
t=1

yti ≥ d, i ∈ C; (5)
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zt, xtj, yti ∈ {0, 1}, t = 1, ..., T, j = 1, ..., n, i ∈ C. (6)

Çäåñü öåëåâàÿ ôóíêöèÿ (1) ìèíèìèçèðóåò ìîùíîñòü ôîðìèðóåìîãî êîìïëåêòà
ñòðóêòóð òåñòîâ. Óñëîâèÿ (2) îïèñûâàþò òðåáîâàíèÿ âêëþ÷åíèÿ â ñòðóêòóðó ñ íî-
ìåðîì t ðîâíî k çàäàíèé, åñëè îíà ôîðìèðóåòñÿ, è â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ñòðóêòóðà
íå ñîäåðæèò íè îäíîãî çàäàíèÿ. Îãðàíè÷åíèÿ (3) îáåñïå÷èâàþò ïðîâåðêó âñåõ ýëå-
ìåíòîâ áàçîâîãî ìíîæåñòâà â êàæäîé ñôîðìèðîâàííîé ñòðóêòóðå òåñòà. Íåðàâåíñòâà
(4) ãàðàíòèðóþò, ÷òî ïåðåìåííàÿ yti ðàâíà åäèíèöå òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà â t-îé
ñòðóêòóðå íàéäåòñÿ õîòÿ áû îäíî çàäàíèå, ïðîâåðÿþùåå i-ûé ýëåìåíò èç C. Óñëîâèÿ
(5) îáåñïå÷èâàþò ïðîâåðêó â îïòèìàëüíîì êîìïëåêòå êàæäîãî ýëåìåíòà èç äîïîëíè-
òåëüíîãî ìíîæåñòâà íå ìåíåå d ðàçëè÷íûìè ñòðóêòóðàìè.

Â äîêëàäå äëÿ ïðåäëîæåííûõ ïîñòàíîâîê çàäà÷è ôîðìèðîâàíèÿ îïòèìàëüíîãî
êîìïëåêòà ñòðóêòóð òåñòîâ ïðèâîäÿòñÿ ñîîòâåòñòâóþùèå ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè è
îáñóæäàþòñÿ ðåçóëüòàòû èõ ýêñïåðèìåíòàëüíîãî èññëåäîâàíèÿ.

Ðàáîòà ïîääåðæàíà ãðàíòîì öåëåâîé ïðîãðàììû ÑÎ ÐÀÍ (èíòåãðàöèîííûé ïðî-
åêò �7Á).
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ÏÐÎÅÊÖÈÈ ÒÎ×ÊÈ ÍÀ ÀÔÔÈÍÍÎÅ ÌÍÎÆÅÑÒÂÎ
Â.È. Çîðêàëüöåâ

Ìíîãèå çàäà÷è ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ñâîäÿòñÿ ê ãåîìåòðè÷åñêîé ïðî-
áëåìå ïîèñêà íàèìåíåå óäàë¼ííûõ îò íà÷àëà êîîðäèíàò òî÷åê ëèíåéíîãî ìíîãîîá-
ðàçèÿ (àôôèííîãî ìíîæåñòâà) â êîíå÷íîìåðíîì ïðîñòðàíñòâå. Â êà÷åñòâå ïðèìåðîâ
â äîêëàäå ðàññìàòðèâàþòñÿ çàäà÷è îöåíêè ïàðàìåòðîâ ëèíåéíîé ðåãðåññèè, çàäà-
÷è ðåãóëÿðèçàöèè ðåøåíèé â áàëàíñîâûõ ìîäåëÿõ, çàäà÷è ïîèñêà ïñåâäîðåøåíèé â
ìîäåëÿõ ñ ïðîòèâîðå÷èâûìè óñëîâèÿìè.

Óêàçàííàÿ ãåîìåòðè÷åñêàÿ ïðîáëåìà âîçíèêàåò êàê ñîñòàâíàÿ ÷àñòü íåêîòîðûõ
âû÷èñëèòåëüíûõ àëãîðèòìîâ. Â äîêëàäå îíà îáñóæäàåòñÿ ïðèìåíèòåëüíî ê ðåøåíèþ
ñèñòåì íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé ìåòîäîì èòåðàòèâíîé ëèíåàðèçàöèè è ïðèìåíèòåëüíî
ê àëãîðèòìàì âíóòðåííèõ òî÷åê äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ ëèíåéíîãî è íåëèíåéíîãî ïðî-
ãðàììèðîâàíèÿ.

Îñíîâíàÿ öåëü äîêëàäà ñîñòîèò â èçëîæåíèè ïîëó÷åííûõ ðàíåå [1] è íîâûõ ðå-
çóëüòàòîâ, â èññëåäîâàíèè ñâîéñòâ è âçàèìîñâÿçåé íàèìåíåå óäàë¼ííûõ îò íà÷àëà
êîîðäèíàò òî÷åê ëèíåéíîãî ìíîãîîáðàçèÿ ïðè ðàçëè÷íûõ îïðåäåëåíèÿõ ïîíÿòèÿ áëè-
çîñòè.

Ðàññìîòðèì íåêîòîðûå èç êîíêðåòèçàöèé óêàçàííîé ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîáëåìû.
Ïóñòü L � ëèíåéíîå ìíîãîîáðàçèå â Rn, J(x) � íîñèòåëü âåêòîðà x èç Rn (ìíîæå-
ñòâî íîìåðîâ åãî íåíóëåâûõ êîìïîíåíò). Ñèìâîë ⊂ îáîçíà÷àåò ñòðîãîå âêëþ÷åíèå.
Ìíîæåñòâî âåêòîðîâ Rn ñî âñåìè ïîëîæèòåëüíûìè êîìïîíåíòàìè îáîçíà÷èì Rn

++.
Âûïóêëóþ îáîëî÷êó è çàìûêàíèå ìíîæåñòâà X èç Rn áóäåì îáîçíà÷àòü coX è clX.

1. Ââåä¼ì ìíîæåñòâî âåêòîðîâ ëèíåéíîãî ìíîãîîáðàçèÿ ñ ìèíèìàëüíûìè íîñèòå-
ëÿìè,

B = {x ∈ L : ¬ ∃y ∈ L, J(y) ⊂ J(x)}.

Èçâåñòíî [1], ÷òî ÷èñëî âåêòîðîâ â B êîíå÷íî è íå ïðåâûøàåò Cm
n , ãäå m � ðàçìåð-

íîñòü ìíîãîîáðàçèÿ L.
2. Ìíîæåñòâî âåêòîðîâ ëèíåéíîãî ìíîãîîáðàçèÿ ñ Ïàðåòî-ìèíèìàëüíûìè àáñî-

ëþòíûìè çíà÷åíèÿìè êîìïîíåíò îáîçíà÷èì

Q = {x ∈ L : ¬ ∃y ∈ L,
∑
|yi| <

∑
|xi|, |yi| ≤ |xi|, i = 1, ..., n}.

Ðàíåå [1] áûëî óñòàíîâëåíî, ÷òî âûïóêëàÿ îáîëî÷êà B ÿâëÿåòñÿ ìèíèìàëüíûì âû-
ïóêëûì ìíîæåñòâîì ñîäåðæàùèì Q,

coQ = coB.

Ñîãëàñíî ýòîìó ñîîòíîøåíèþ ìíîæåñòâî Q ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åííûì. Â äîïîëíåíèå
îòìåòèì, ÷òî ìíîæåñòâî Q ìîæåò áûòü íåâûïóêëûì, íî îíî ñâÿçíîå è ÿâëÿåòñÿ îáú-
åäèíåíèåì êîíå÷íîãî ÷èñëà ïîëèòîïîâ.

3. Ââåä¼ì ã¼ëüäåðîâñêèå, îêòàýäðè÷åñêèå è åâêëèäîâû ïðîåêöèè òî÷êè íà ëè-
íåéíîå ìíîãîîáðàçèå. Ïðè çàäàííîì âåêòîðå âåñîâûõ êîýôôèöèåíòîâ h ∈ Rn

++ è
çàäàííîì ñòåïåííîì êîýôôèöèåíòå p ∈ (1,∞) äëÿ ã¼ëüäåðîâñêîé íîðìû, ïîëó÷àåì

y(p, h) = arg min{
∑

hi|yi|p : y ∈ L},

Y (1, h) = Arg min{
∑

hi|yi| : y ∈ L},
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y(∞, h) = arg lex min{maxi hi|yi| : y ∈ L}.

Îòìåòèì, ÷òî ïðè p = 2 ã¼ëüäåðîâñêàÿ ïðîåêöèÿ ÿâëÿåòñÿ åâêëèäîâîé ïðîåêöèåé.
Ñ÷èòàåì, ÷òî ÷åáûøåâñêàÿ ïðîåêöèÿ y(∞, h) îïðåäåëÿåòñÿ â ðåçóëüòàòå ðåøå-

íèÿ ñëåäóþùåé ìíîãîêðèòåðèàëüíîé çàäà÷è ëåêñèêîãðàôè÷åñêîé îïòèìèçàöèè (÷òî
âûðàæàåò ñèìâîë lex). Îïðåäåëèì âåêòîð èç L ñ ìèíèìàëüíûìè çíà÷åíèÿìè ìàêñè-
ìàëüíûõ âåëè÷èí hi|yi|. Ïðè÷åì íàõîäèì îòíîñèòåëüíî âíóòðåííþþ òî÷êó ðåøåíèé
äàííîé çàäà÷è. Çíà÷åíèÿ êîìïîíåíò âåêòîðà y, ïðè êîòîðûõ äîñòèãàåòñÿ ìàêñèìàëü-
íîå çíà÷åíèå óêàçàííûõ âåëè÷èí (îíî áóäåò òàêîâûì ïðè âñåõ ðåøåíèÿõ äàííîé çà-
äà÷è), ôèêñèðóåì. Çàòåì ðåøàåì çàäà÷ó ìèíèìèçàöèè ìàêñèìàëüíûõ çíà÷åíèé âå-
ëè÷èí hi|yi| íà îñòàâøèõñÿ ïåðåìåííûõ. Íàéäÿ îòíîñèòåëüíî âíóòðåííþþ òî÷êó îï-
òèìàëüíûõ ðåøåíèé ýòîé çàäà÷è, äîïîëíèòåëüíî ôèêñèðóåì íà îïòèìàëüíîì óðîâíå
ïåðåìåííûå yi, íà êîòîðûõ äîñòèãàåòñÿ îïòèìàëüíîå çíà÷åíèå öåëåâîé ôóíêöèè çà-
äà÷è âòîðîãî ýòàïà. Åñëè ðåøåíèå íå åäèíñòâåííîå, ïîâòîðÿåì ïðîöåäóðó. ×åðåç êî-
íå÷íîå ÷èñëî òàêèõ ýòàïîâ âû÷èñëåíèé ïîëó÷èì åäèíñòâåííîå ðåøåíèå, êîòîðîå è
ïðåäëàãàåòñÿ èñïîëüçîâàòü â êà÷åñòâå ÷åáûøåâñêîé ïðîåêöèè íà÷àëà êîîðäèíàò íà
ëèíåéíîå ìíîãîîáðàçèå L.

Ìíîæåñòâà âñåõ îêòàýäðè÷åñêèõ, ÷åáûøåâñêèõ, åâêëèäîâûõ ïðîåêöèé ïðè ðàçíûõ
âåñîâûõ êîýôôèöèåíòàõ, à òàêæå ìíîæåñòâî âñåõ ãåëüäåðîâñêèõ ïðîåêöèé, îáîçíà-
÷èì ñîîòâåòñòâåííî

P1 =
∪

h∈Rn
++

Y (1, h),

P∞ =
{
y(∞, h) : h ∈ Rn

++

}
,

P2 =
{
y(2, h) : h ∈ Rn

++

}
,

P =
{
y(p, h) : h ∈ Rn

++, p ∈ (1, ∞)
}
.

Ðàíåå áûëè äîêàçàíû ñîîòíîøåíèÿ

P2 = P, clP2 = Q.

Àíîíñèðóåì ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ

Y (1, h) ∩B ̸= ⊘, ∀ h ∈ Rn
++,

P1 = Q, P∞ = P2.

Îêòàýäðè÷åñêèå ïðîåêöèè ïðè çàäàííîì âåêòîðå âåñîâûõ êîýôôèöèåíòîâ h ìîãóò
èìåòü íå åäèíñòâåííîå çíà÷åíèå. Ïðè÷åì ñîãëàñíî ïåðâîìó èç ïðèâåäåííûõ ñîîòíî-
øåíèé ñðåäè îêòàýäðè÷åñêèõ ïðîåêöèé ñ çàäàííûì âåêòîðîì âåñîâûõ êîýôôèöèåíòîâ
âñåãäà ñóùåñòâóþò âåêòîðû ìíîãîîáðàçèÿ ñ ìèíèìàëüíûì íîñèòåëåì.

Èç ïðèâåä¼ííûõ ñîîòíîøåíèé, â ÷àñòíîñòè, ñëåäóåò, ÷òî ìåòîäîì íàèìåíüøèõ
êâàäðàòîâ çà ñ÷¼ò âûáîðà âåêòîðà âåñîâûõ êîýôôèöèåíòîâ ìîæíî ïîëó÷èòü ëþáóþ
ã¼ëüäåðîâñêóþ è ëþáóþ ÷åáûøåâñêóþ ïðîåêöèè òî÷êè íà ëèíåéíîå ìíîãîîáðàçèå, à
òàêæå ñ ëþáîé çàäàííîé òî÷íîñòüþ ìîæíî ïîëó÷èòü ëþáóþ îêòàýäðè÷åñêóþ ïðîåê-
öèþ è ëþáîé âåêòîð ëèíåéíîãî ìíîãîîáðàçèÿ ñ Ïàðåòî-ìèíèìàëüíûìè àáñîëþòíûìè
çíà÷åíèÿìè êîìïîíåíò, â òîì ÷èñëå ëþáîé âåêòîð èç B.
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Î ÍÅÊÎÒÎÐÛÕ ÒÐÓÄÍÎÐÅØÀÅÌÛÕ ÇÀÄÀ×ÀÕ ÊËÀÑÒÅÐÍÎÃÎ ÀÍÀËÈÇÀ
À.Â. Êåëüìàíîâ

Ââåäåíèå

Ïðåäìåò èññëåäîâàíèÿ íàñòîÿùåé ðàáîòû � äèñêðåòíûå ýêñòðåìàëüíûå çàäà÷è
ïîèñêà ïîäìíîæåñòâ âåêòîðîâ â êîíå÷íîì ìíîæåñòâå âåêòîðîâ åâêëèäîâà ïðîñòðàí-
ñòâà, à òàêæå çàäà÷è ïîèñêà ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòåé â âåêòîðíûõ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòÿõ, ñîäåðæàùèõ êîíå÷íîå ÷èñëî ýëåìåíòîâ. Öåëü äîêëàäà � îáçîð ðåçóëüòàòîâ,
ïîëó÷åííûõ â Èíñòèòóòå ìàòåìàòèêè ÑÎ ÐÀÍ, ïî èññëåäîâàíèþ ýòèõ çàäà÷. Ê ðàñ-
ñìàòðèâàåìûì çàäà÷àì ñâîäÿòñÿ àêòóàëüíûå ïðîáëåìû ïîìåõîóñòîé÷èâîãî àíàëèçà
äàííûõ è ðàñïîçíàâàíèÿ îáðàçîâ, â òîì ÷èñëå çàäà÷è ýêîíîìåòðèêè.

1. Çàäà÷è ïîèñêà ïîäìíîæåñòâ

Îäíîé èç ñàìûõ èçâåñòíûõ [1] â îáùåì ñëó÷àå NP-òðóäíûõ [2] çàäà÷ àíàëèçà
äàííûõ è ðàñïîçíàâàíèÿ îáðàçîâ ÿâëÿåòñÿ

Çàäà÷à MSSC (Minimum Sum-of-Squares Clustering). Äàíî: ìíîæåñòâî
Y = {y1, . . . , yN} âåêòîðîâ èç Rq, íàòóðàëüíîå ÷èñëî J > 1. Íàéòè: ðàçáèåíèå ìíî-
æåñòâà Y íà íåïóñòûå ïîäìíîæåñòâà (êëàñòåðû) C1, . . . , CJ òàêîå, ÷òî

J∑
j=1

∑
y∈Cj

∥y − y(Cj)∥2 → min,

ãäå y(Cj) = 1
|Cj |
∑

y∈Cj y, j = 1, . . . , J , � öåíòð j-ãî êëàñòåðà.
Ê ÷èñëó ìåíåå èçâåñòíûõ è ñëàáî èçó÷åííûõ çàäà÷ îòíîñÿòñÿ çàäà÷è, ñôîðìóëè-

ðîâàííûå íèæå. Ýòè çàäà÷è áëèçêè ê çàäà÷å MSSC â ïîñòàíîâî÷íîì ïëàíå.
Çàäà÷à J-MSSC-F. Äàíî: ìíîæåñòâî Y = {y1, . . . , yN} âåêòîðîâ èç Rq è íàòó-

ðàëüíûå ÷èñëà M1, . . . ,MJ . Íàéòè: ðàçáèåíèå ìíîæåñòâà Y íà íåïóñòûå ïîäìíîæå-
ñòâà C1, . . . , CJ è Y \ (C1 ∪ . . . ∪ CJ) òàêîå, ÷òî

J∑
j=1

∑
y∈Cj

∥y − y(Cj)∥2 +
∑

y∈Y\(C1∪...∪CJ )

∥y∥2 → min, (1)

ãäå y(Cj) = 1
|Cj |
∑

y∈Cj y, j = 1, . . . , J , ïðè îãðàíè÷åíèÿõ |Cj| = Mj, j = 1, . . . , J , íà
ìîùíîñòè èñêîìûõ ïîäìíîæåñòâ.

Çàäà÷à J-MSSC-NF. Äàíî: ìíîæåñòâî Y = {y1, . . . , yN} âåêòîðîâ èç Rq è
íàòóðàëüíîå ÷èñëî J . Íàéòè: ðàçáèåíèå ìíîæåñòâà Y íà íåïóñòûå ïîäìíîæåñòâà
C1, . . . , CJ è Y \ (C1 ∪ . . . ∪ CJ) òàêîå, ÷òî èìååò ìåñòî (1).

Îòëè÷èå ýòèõ çàäà÷ ñîñòîèò â òîì, ÷òî â ïåðâîé èç íèõ ìîùíîñòè èñêîìûõ ïîä-
ìíîæåñòâ ôèêñèðîâàíû, à âî âòîðîé ýòè ìîùíîñòè � îïòèìèçèðóåìûå âåëè÷èíû.
Îáå çàäà÷è îòëè÷àþòñÿ îò çàäà÷è MSSC òåì, ÷òî â ýòèõ çàäà÷àõ öåíòð îäíîãî èç
êëàñòåðîâ îïðåäåëÿòü íå òðåáóåòñÿ. Ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî öåíòð ýòîãî êëàñòåðà ñîâïàäàåò
ñ íà÷àëîì êîîðäèíàò.

NP-òðóäíîñòü â ñèëüíîì ñìûñëå ýòèõ çàäà÷ áûëà óñòàíîâëåíà â [3]. Â àëãîðèò-
ìè÷åñêîì ïëàíå îáå çàäà÷è ñëàáî èçó÷åíû: ëèøü äëÿ ñëó÷àÿ J = 1 ïîñòðîåíû àë-
ãîðèòìû ñ ãàðàíòèðîâàííûìè îöåíêàìè òî÷íîñòè. Â [4] áûëî äîêàçàíî, ÷òî çàäà÷è
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íà ìàêñèìóì, ïîëèíîìèàëüíî ýêâèâàëåíòíûå çàäà÷àì 1-MSSC-F è 1-MSSC-NF íà
ìèíèìóì, ðàçðåøèìû çà âðåìÿ O(q2N2q). Èç ýòîãî ðåçóëüòàòà ñëåäóåò, ÷òî ïðè ôèê-
ñèðîâàííîé ðàçìåðíîñòè q ïðîñòðàíñòâà çàäà÷è 1-MSSC-F è 1-MSSC-NF òàêæå ìîãóò
áûòü òî÷íî ðåøåíû çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ.

Êðîìå òîãî, äëÿ çàäà÷, ïîëèíîìèàëüíî ýêâèâàëåíòíûõ çàäà÷àì 1-MSSC-F è
1-MSSC-NF, áûëè ïðåäëîæåíû: 1) òî÷íûå ïñåâäîïîëèíîìèàëüíûå àëãîðèòìû äëÿ
ñëó÷àÿ, êîãäà ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà ôèêñèðîâàíà, à êîìïîíåíòû âåêòîðîâ öå-
ëî÷èñëåííû [5], 2) FPTAS ñõåìû äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà ôèê-
ñèðîâàíà [6, 7]. Ïðåäëîæåííûå â óêàçàííûõ ðàáîòàõ ïðèáëèæåííûå è àñèìïòîòè÷å-
ñêè òî÷íûå àëãîðèòìû ìîæíî èñïîëüçîâàòü äëÿ ïîëó÷åíèÿ àíàëîãè÷íûõ ðåøåíèé
çàäà÷ 1-MSSC-F è 1-MSSC-NF. Ê ñîæàëåíèþ, âðåìåííàÿ ñëîæíîñòü ïðåäëîæåííûõ
àëãîðèòìîâ çàâèñèò ýêñïîíåíöèàëüíî îò ðàçìåðíîñòè q ïðîñòðàíñòâà. Ïîýòîìó ýòè
àëãîðèòìû ìàëîïðèãîäíû äëÿ ðåøåíèÿ ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷ áîëüøîé ðàçìåðíîñòè.

Â ðàáîòàõ [8, 9] äëÿ çàäà÷ 1-MSSC-F è 1-MSSC-NF îáîñíîâàíû 2-ïðèáëèæåííûå
àëãîðèòìû, ïîëèíîìèàëüíûå îòíîñèòåëüíî N è q. Âðåìåííàÿ ñëîæíîñòü ýòèõ àëãî-
ðèòìîâ åñòü âåëè÷èíà O(qN2). Â [10] äëÿ çàäà÷è 1-MSSC-F ïðåäëîæåíà ïðèáëèæåí-
íàÿ ïîëèíîìèàëüíàÿ ñõåìà, ïîçâîëÿþùàÿ ðåøàòü çàäà÷ó ñ ïðîèçâîëüíîé îòíîñèòåëü-
íîé ïîãðåøíîñòüþ ε çà âðåìÿ O(qN2/ε+1(9/ε)3/ε).

Íåäàâíî áûëî óñòàíîâëåíî [11], ÷òî ê ÷èñëó òðóäíîðåøàåìûõ â ñèëüíîì ñìûñëå
îòíîñÿòñÿ ñëåäóþùèå çàäà÷è.

Çàäà÷à VS2 (Vector Subset 2). Äàíî: ìíîæåñòâî Y = {y1, . . . , yN} âåêòîðîâ èç Rq

è íàòóðàëüíîå ÷èñëî M > 1. Íàéòè: ïîäìíîæåñòâî C ⊆ Y âåêòîðîâ òàêîå, ÷òî∑
y∈C

∥y − y(C)∥2 → min, (2)

ãäå y(C) = 1
|C|
∑

y∈C y, ïðè îãðàíè÷åíèè |C| =M íà ìîùíîñòü èñêîìîãî ïîäìíîæåñòâà.
Çàäà÷à VS3 (Vector Subset 3). Äàíî: ìíîæåñòâî Y = {y1, . . . , yN} âåêòîðîâ èç Rq,

íàòóðàëüíîå ÷èñëî M > 1. Íàéòè: ïîäìíîæåñòâî C ⊆ Y âåêòîðîâ òàêîå, ÷òî∑
y∈C

∑
z∈C

∥y − z∥2 → min,

ïðè îãðàíè÷åíèè |C| =M íà ìîùíîñòü èñêîìîãî ïîäìíîæåñòâà.
Çàäà÷à MSSC-Case. Äàíî: ìíîæåñòâî Y = {y1, . . . , yN} âåêòîðîâ èç Rq è íàòó-

ðàëüíîå ÷èñëî M > 1. Íàéòè: ðàçáèåíèå ìíîæåñòâà Y íà J = N −M + 1 íåïóñòûõ
êëàñòåðîâ C1, . . . , CJ òàêîå, ÷òî ìîùíîñòü îäíîãî èç ýòèõ êëàñòåðîâ ðàâíàM è öåëåâàÿ
ôóíêöèÿ çàäà÷è MSSC ìèíèìàëüíà.

Çàäà÷è VS2 è VS3 ïîëèíîìèàëüíî ýêâèâàëåíòíû, à çàäà÷à MSSC-Case ýêâèâà-
ëåíòíà çàäà÷å VS2. Ýòè çàäà÷è ìîæíî ñ÷èòàòü ïðîñòåéøèìè â øèðîêîì ñïåêòðå
çàäà÷ êëàñòåðíîãî àíàëèçà. 2-ïðèáëèæåííûå ïîëèíîìèàëüíûå àëãîðèòìû äëÿ ýòèõ
çàäà÷ áûëè ïðåäëîæåíû â [12]. Àëãîðèòìû íàõîäÿò ðåøåíèå çàäà÷ çà âðåìÿ O(qN2).
Â [13] îáîñíîâàíû òî÷íûå ïñåâäîïîëèíîìèàëüíûå àëãîðèòìû äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà ðàç-
ìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà ôèêñèðîâàíà, à êîìïîíåíòû âåêòîðîâ èìåþò öåëî÷èñëåííûå
çíà÷åíèÿ. Âðåìåííàÿ ñëîæíîñòü ýòèõ àëãîðèòìîâ åñòü âåëè÷èíà O(qN(2MB + 1)q),
ãäå B � ìàêñèìàëüíîå àáñîëþòíîå çíà÷åíèå êîîðäèíàòû âåêòîðîâ âõîäíîãî ìíîæå-
ñòâà. Íàêîíåö, â [14] äëÿ çàäà÷è VS2 ïîñòðîåíà ïðèáëèæåííàÿ ïîëèíîìèàëüíàÿ ñõå-
ìà, îáåñïå÷èâàþùàÿ ðåøåíèå çàäà÷è ñ ïðîèçâîëüíîé îòíîñèòåëüíîé ïîãðåøíîñòüþ
ε çà âðåìÿ O(qN2/ε+1(9/ε)3/ε). Ýòà æå ñõåìà ìîæåò èñïîëüçîâàòüñÿ è äëÿ ðåøåíèÿ
çàäà÷ VS3 è MSSC-Case.
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2. Çàäà÷è ïîèñêà ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòåé

Ñôîðìóëèðîâàííûå íèæå çàäà÷è ÿâëÿþòñÿ îáîáùåíèÿìè çàäà÷, ïðèâåäåííûõ â
ï.1. Ýòè çàäà÷è âîçíèêàþò â ñâÿçè ñ àíàëèçîì è ðàñïîçíàâàíèåì ìíîãîìåðíûõ âðå-
ìåííûõ ðÿäîâ. Ïîëîæèì N = {1, . . . , N}.

Çàäà÷à VSS2 (Vector Subsequence in a Sequence 2). Äàíî: ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
Y = (y1, . . . , yN) âåêòîðîâ èç Rq, íàòóðàëüíûå ÷èñëà Tmin, Tmax è M > 1. Íàéòè:
ïîäìíîæåñòâî M = {n1, . . . , nM} ⊆ N íîìåðîâ ýëåìåíòîâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Y
òàêîå, ÷òî

M∑
i=1

∥yni
− ȳ(M)∥2 → min, (3)

ãäå ȳ(M) = 1
|M|
∑

n∈M yn, ïðè îãðàíè÷åíèÿõ

Tmin ≤ nm − nm−1 ≤ Tmax, m = 2, . . . ,M, (4)

íà ýëåìåíòû èñêîìîãî ïîäìíîæåñòâàM.
Çàäà÷à VSS3 (Vector Subsequence in a Sequence 3). Äàíî: ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

Y = (y1, . . . , yN) âåêòîðîâ èç Rq, íàòóðàëüíûå ÷èñëà Tmin, Tmax è M > 1. Íàéòè:
ïîäìíîæåñòâî M = {n1, . . . , nM} ⊆ N íîìåðîâ ýëåìåíòîâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Y
òàêîå, ÷òî

M∑
i=1

M∑
j=1

∥yni
− ynj

∥2 → min,

ïðè îãðàíè÷åíèÿõ (4) íà ýëåìåíòû èñêîìîãî ïîäìíîæåñòâàM.
Çàäà÷à MSSC-Case-S (Minimum Sum-of-Squares Clustering, special Case for a

Sequence). Äàíî: ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Y = (y1, . . . , yN) âåêòîðîâ èç Rq, íàòóðàëüíûå
÷èñëà Tmin, Tmax èM > 1. Íàéòè: ðàçáèåíèå ìíîæåñòâàN íà J = N−M+1 íåïóñòûõ
ïîäìíîæåñòâM1, . . . ,MJ òàêîå, ÷òî |M1| =M è

J∑
j=1

∑
m∈Mj

∥ym − y(Mj)∥2 → min,

ãäå y(Mj) =
1

|Mj |
∑

n∈Mj
yn, j = 1, . . . , J , M1 = {n1, . . . , nM}, ïðè îãðàíè÷åíèÿõ (4)

íà ýëåìåíòû ïîäìíîæåñòâàM1.
Ñïåöèàëüíûå ñëó÷àè çàäà÷ VSS2, VSS3 è MSSC-Case-S, êîãäà Tmin = 1 è

Tmax = N − 1 ìîãóò áûòü ðåøåíû ñ ïîìîùüþ àëãîðèòìîâ, ïðåäëîæåííûõ äëÿ ñî-
îòâåòñòâóþùèõ çàäà÷ VS2, VS3 è MSSC-Case ïîèñêà ïîäìíîæåñòâ. Îá ýòèõ àëãî-
ðèòìàõ áûëî ñêàçàíî â ï.1. Äëÿ îáùèõ ñëó÷àåâ çàäà÷ â [15] îáîñíîâàíû
2-ïðèáëèæåííûå ïîëèíîìèàëüíûå àëãîðèòìû, ïîçâîëÿþùèå íàõîäèòü ðåøåíèå
çà âðåìÿ O(N2(M(Tmax − Tmin + 1) + q)). Äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà êîìïîíåíòû âåêòî-
ðîâ ïðèíèìàþò öåëî÷èñëåííûå çíà÷åíèÿ, â [16] ïðåäëîæåíû òî÷íûå ïñåâ-
äîïîëèíîìèàëüíûå àëãîðèòìû, âðåìåííàÿ ñëîæíîñòü êîòîðûõ åñòü âåëè÷èíà
O(N(M(Tmax−Tmin+1)+q)(2MB+1)q), ãäå B � ìàêñèìàëüíîå àáñîëþòíîå çíà÷åíèå
êîîðäèíàòû âåêòîðîâ âõîäíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Åñëè ðàçìåðíîñòü q ïðîñòðàíñòâà
ôèêñèðîâàíà, òî àëãîðèòìû ïñåâäîïîëèíîìèàëåíû, òàê êàê Tmax − Tmin + 1 ≤ N è
M ≤ N . Âñå ïðåäëîæåííûå àëãîðèòìû ðåàëèçóþò ñõåìó äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàììè-
ðîâàíèÿ.



36 Ïëåíàðíûå è ïîëóïëåíàðíûå äîêëàäû

Çàäà÷à J-MSSCS-NF. Äàíî: ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Y = (y1, . . . , yN) âåêòîðîâ èç
Rq, íàòóðàëüíûå ÷èñëà Tmin è Tmax. Íàéòè: ðàçáèåíèå ìíîæåñòâà N íîìåðîâ
ýëåìåíòîâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Y íà íåïóñòûå ïîäìíîæåñòâà M1, . . . ,MJ è
N \ (M1 ∪ . . . ∪MJ) òàêîå, ÷òî

J∑
j=1

∑
m∈Mj

∥ynm − y(Mj)∥2 +
∑

y∈N\(M1∪...∪MJ )

∥y∥2 → min, (5)

ãäå y(Mj) =
1

|Mj |
∑

n∈Mj

yn, M1 ∪ . . . ∪MJ = {n1, . . . , nM}, ïðè îãðàíè÷åíèÿõ (4) íà

ýëåìåíòû íàáîðà {n1, . . . , nM}.
Çàäà÷à J-MSSCS-F. Äàíî: ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Y = (y1, . . . , yN) âåêòîðîâ èç

Rq, íàòóðàëüíûå ÷èñëà Tmin, Tmax è M1, . . . ,MJ . Íàéòè: ðàçáèåíèå ìíîæåñòâà N
íîìåðîâ ýëåìåíòîâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Y íà íåïóñòûå ïîäìíîæåñòâà M1, . . . ,MJ

è N \ (M1 ∪ . . . ∪ MJ) òàêîå, ÷òî èìååò ìåñòî (5) ïðè óñëîâèè, ÷òî |Mj| = Mj,
j = 1, . . . , J , è ïðè îãðàíè÷åíèÿõ (4) íà ýëåìåíòû íàáîðà {n1, . . . , nM}.

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ ëèøü äëÿ ÷àñòíûõ ñëó÷àåâ çàäà÷ 1-MSSCS-F è 1-MSSCS-NF
ïîèñêà ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòåé, êîãäà Tmin = 1 è Tmax = N−1, ïîñòðîåíû àëãîðèòìû
ñ îöåíêàìè òî÷íîñòè � ýòî àëãîðèòìû, ïðåäëîæåííûå äëÿ ðåøåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ
çàäà÷ 1-MSSC-F è 1-MSSC-NF ïîèñêà ïîäìíîæåñòâ (ñì. ï.1).

Ñ òåîðåòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ âîïðîñ î ñëîæíîñòíîì ñòàòó-
ñå ñôîðìóëèðîâàííûõ âûøå çàäà÷ â ñëó÷àÿõ, êîãäà Tmin è Tmax íå ÿâëÿþòñÿ ÷àñòüþ
âõîäà. Â [17, 18] àíàëèçèðîâàëèñü ñëåäóþùèå àíàëîãè ñôîðìóëèðîâàííûõ âûøå
çàäà÷ ñ íàòóðàëüíûìè ïàðàìåòðàìè Tmax ≥ Tmin ≥ 1: - J-MSSCS-NF(Tmin, Tmax),
J-MSSCS-F(Tmin, Tmax), VSS2(Tmin, Tmax), VSS3(Tmin, Tmax), MSSC-Case-S(Tmin, Tmax).
Â óêàçàííûõ ðàáîòàõ óñòàíîâëåíû óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ ýòè çàäà÷è ðàçðåøèìû çà
ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ.

Ðàáîòà ïîääåðæàíà ãðàíòàìè ÐÔÔÈ �12-01-00090, �10-07-00195, �11-07-12083-
îôè-ì, ãðàíòîì ÔÖÏ ¾Íàó÷íûå è íàó÷íî-ïåäàãîãè÷åñêèå êàäðû èííîâàöèîííîé Ðîñ-
ñèè¿ (ãîñ. êîíòðàêò �14.740.11.0362), à òàêæå ãðàíòàìè öåëåâîé ïðîãðàììû ÑÎ ÐÀÍ
(èíòåãðàöèîííûå ïðîåêòû �7Á è �21À).
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ÌÀÐØÐÓÒÈÇÀÖÈß Â ÖÅÕÎÂÛÕ ÇÀÄÀ×ÀÕ ÒÅÎÐÈÈ ÐÀÑÏÈÑÀÍÈÉ
À.Â. Êîíîíîâ

Â äîêëàäå ñîäåðæèòñÿ êðàòêèé îáçîð ðåçóëüòàòîâ ïî âû÷èñëèòåëüíîé ñëîæíîñòè
è àïïðîêñèìèðóåìîñòè öåõîâûõ çàäà÷ îòêðûòîãî òèïà ñ ìàðøðóòèçàöèåé. Íà
ïðèìåðå äâóõ àëãîðèòìîâ ðàññìàòðèâàþòñÿ ïîäõîäû ê ïîñòðîåíèþ ïðèáëèæåííûõ
àëãîðèòìîâ ñ ãàðàíòèðîâàííîé òî÷íîñòüþ ïîëó÷àåìûõ ðåøåíèé.

Ââåäåíèå

Ðàññìîòðèì öåõîâóþ çàäà÷ó îòêðûòîãî òèïà ñ ìàðøðóòèçàöèåé, êîòîðàÿ ÿâëÿåò-
ñÿ îáîáùåíèåì äâóõ êëàññè÷åñêèõ çàäà÷ äèñêðåòíîé îïòèìèçàöèè: öåõîâîé çàäà÷è
îòêðûòîãî òèïà (O||Cmax) è ìåòðè÷åñêîé çàäà÷è êîììèâîÿæåðà (MTSP).
Çàäà÷à O||Cmax

Çàäàíî ìíîæåñòâî ìàøèí M = {M1, . . . ,Mm} è ìíîæåñòâî ðàáîò J = {J1, . . . , Jn},
êàæäàÿ èç êîòîðûõ ñîñòîèò èç m îïåðàöèé ïî îäíîé íà êàæäîé ìàøèíå. Äëèòåëü-
íîñòü îïåðàöèè Oji ðàáîòû Jj íà ìàøèíå Mi ðàâíà pji ∈ Z+. Îïåðàöèè êàæäîé
ðàáîòû ìîãóò âûïîëíÿòüñÿ â ïðîèçâîëüíîì ïîðÿäêå. Íèêàêèå äâå ìàøèíû íå ìîãóò
îáðàáàòûâàòü îäíó ðàáîòó îäíîâðåìåííî, è íèêàêàÿ ìàøèíà íå ìîæåò âûïîëíÿòü
îäíîâðåìåííî áîëåå îäíîé ðàáîòû. Òðåáóåòñÿ íàéòè ðàñïèñàíèå ìèíèìàëüíîé äëè-
íû Cmax, ãäå ïîä äëèíîé ðàñïèñàíèÿ ïîíèìàåòñÿ ìîìåíò çàâåðøåíèÿ âûïîëíåíèÿ
ïîñëåäíåé ïî âðåìåíè ðàáîòû.

Åñëè ïðåðûâàíèÿ â ïðîöåññå âûïîëíåíèÿ îïåðàöèé çàïðåùåíû, òî çàäà÷à O||Cmax

ÿâëÿåòñÿ NP -òðóäíîé äëÿ ôèêñèðîâàííîãî ÷èñëà ìàøèí m ≥ 3 [9] è NP -òðóäíîé â
ñèëüíîì ñìûñëå, åñëè ÷èñëî ìàøèí ÿâëÿåòñÿ ÷àñòüþ âõîäà çàäà÷è [14].
Çàäà÷à MTSP
Çàäàí íåîðèåíòèðîâàííûé ïîëíûé ãðàô G = (V,E). Âåñ τij ∈ Z+ ðåáðà eij = [vi, vj]
îïðåäåëÿåò ðàññòîÿíèå ìåæäó âåðøèíàìè vi è vj. Ðàññòîÿíèÿ óäîâëåòâîðÿþò íåðà-
âåíñòâó òðåóãîëüíèêà. Òðåáóåòñÿ íàéòè ãàìèëüòîíîâ öèêë R (îáõîä) ìèíèìàëüíîãî
âåñà |R| =

∑
eij∈R τij.

Çàäà÷à MTSP ÿâëÿåòñÿ NP-òðóäíîé â ñèëüíîì ñìûñëå [8].
Öåõîâàÿ çàäà÷à îòêðûòîãî òèïà ñ ìàðøðóòèçàöèåé
Ðàññìîòðèì çàäà÷ó, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåì çàäà÷ O||Cmax è MTSP. Ïðåäïî-
ëîæèì, ÷òî ðàáîòû ðàñïîëîæåíû â óçëàõ òðàíñïîðòíîé ñåòè G è äëÿ âûïîëíåíèÿ
ðàáîòû Jj êàæäàÿ ìàøèíà äîëæíà ïåðåìåñòèòüñÿ â òî÷êó vj. Èçíà÷àëüíî âñå ìàøè-
íû ðàñïîëîæåíû â îäíîé âåðøèíå v0 è äîëæíû âåðíóòüñÿ â íåå ïîñëå âûïîëíåíèÿ
âñåõ ðàáîò. Âñå ìàøèíû ïåðåìåùàþòñÿ ñ îäèíàêîâîé ñêîðîñòüþ è çàòðà÷èâàþò íà
ïåðåìåùåíèå èç âåðøèíû vi â âåðøèíó vj âðåìÿ τij. Ïóñòü sik è Cik îáîçíà÷àþò ìî-
ìåíòû íà÷àëà è çàâåðøåíèÿ âûïîëíåíèÿ îïåðàöèè Oik, ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà, åñëè
ìàøèíà Mk âûïîëíÿåò ïîñëåäîâàòåëüíî ðàáîòû Ji è Jj, òî âûïîëíåíèå ðàáîòû Jj íà
ìàøèíå Mk íå ìîæåò íà÷àòüñÿ ðàíåå ÷åì ÷åðåç âðåìÿ τij ïîñëå îêîí÷àíèÿ ìàøèíîé
Mk ðàáîòû Ji, òî åñòü sjk ≥ Cik + τij. Âñå ìàøèíû ìîãóò íà÷àòü äâèæåíèå èëè îáñëó-
æèâàíèå ðàáîò ñ ìîìåíòà âðåìåíè 0. Ïîä äëèíîé ðàñïèñàíèÿ C̃max áóäåì ïîíèìàòü
äëèíó âðåìåííîãî èíòåðâàëà ìåæäó ìîìåíòîì 0 è ìîìåíòîì âðåìåíè, êîãäà ïîñëåä-
íÿÿ ìàøèíà âåðíåòñÿ â âåðøèíó v0 ïîñëå âûïîëíåíèÿ âñåõ ðàáîò. Òðåáóåòñÿ íàéòè
ìèíèìàëüíîå ïî äëèíå ðàñïèñàíèå äëÿ ïåðåìåùåíèÿ ìàøèí è âûïîëíåíèÿ ðàáîò.

Ñîãëàñíî ïðèíÿòîé α|β|γ-ñèñòåìå îáîçíà÷åíèé äëÿ çàäà÷ òåîðèè ðàñïèñàíèé [11]
îáîçíà÷èì ñôîðìóëèðîâàííóþ çàäà÷ó êàê RO||C̃max (èëè ROm||C̃max äëÿ ñëó÷àÿ ñ m
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ôèêñèðîâàííûìè ìàøèíàìè). Â ïîëå β áóäåì çàïèñûâàòü ñëåäóþùèå äîïîëíèòåëü-
íûå îãðàíè÷åíèÿ íà ïàðàìåòðû çàäà÷è. Çàïèñü pmtn îçíà÷àåò, ÷òî â ïðîöåññå âû-
ïîëíåíèÿ ðàáîò ðàçðåøåíû ïðåðûâàíèÿ. Çàïèñü |V | = k îçíà÷àåò, ÷òî ÷èñëî âåðøèí
â ãðàôå îãðàíè÷åíî ÷èñëîì k. Çàïèñü EasyTSP îçíà÷àåò, ÷òî íà çàäàííîé ìàòðèöå
ðàññòîÿíèé çàäà÷à êîììèâîÿæåðà ðàçðåøèìà çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ.

Öåõîâûå çàäà÷è îòêðûòîãî òèïà ñ ìàðøðóòèçàöèåé ââåäåíû â ðàáîòàõ Àâåðáàõà,
Áåðìàíà è ×åðíûõ [4, 5]. Çàäà÷à RO||C̃max ÿâëÿåòñÿ NP-òðóäíîé â ñèëüíîì ñìûñëå,
äàæå åñëè ðàáîòû òðåáóåòñÿ âûïîëíèòü îäíîé ìàøèíîé èëè âñå ðàáîòû ëåæàò â îäíîé
âåðøèíå. Â ïåðâîì ñëó÷àå èç çàäà÷è RO||C̃max ïîëó÷àåòñÿ çàäà÷à MTSP, âî âòîðîì
ñëó÷àå � çàäà÷à O||Cmax. Áîëåå òîãî, â [4] ïîêàçàíî, ÷òî çàäà÷à RO2||V | = 2|C̃max

c äâóìÿ ìàøèíàìè íà äâóõâåðøèííîì ãðàôå NP-òðóäíà â îáû÷íîì ñìûñëå. Â òàá-
ëèöå 1 ïðåäñòàâëåíû èçâåñòíûå ðåçóëüòàòû î ñëîæíîñòè è àïïðîêñèìèðóåìîñòè öå-
õîâûõ çàäà÷ îòêðûòîãî òèïà ñ ìàðøðóòèçàöèåé. Â ïåðâîé êîëîíêå óêàçàí òèï ðàñ-
ñìàòðèâàåìîé çàäà÷è. Â ñëó÷àå, êîãäà çàäà÷à ÿâëÿåòñÿ ïîëèíîìèàëüíî ðàçðåøèìîé,
âî âòîðîé êîëîíêå óêàçûâàåòñÿ òðóäîåìêîñòü àëãîðèòìà, íàõîäÿùåãî îïòèìàëüíîå
ðåøåíèå, è òðåòüÿ êîëîíêà îñòàåòñÿ íåçàïîëíåííîé. Åñëè ñîîòâåòñòâóþùàÿ çàäà÷à
ÿâëÿåòñÿ NP-òðóäíîé (NP-òðóäíîé â ñèëüíîì ñìûñëå), òî âî âòîðîé êîëîíêå ïðè-
âåäåíà çàïèñü NP-h. (NP-h.s.s.), è â òðåòüåé êîëîíêå óêàçàí íàèëó÷øèé èçâåñòíûé
ρ-ïðèáëèæåííûé àëãîðèòì åå ðåøåíèÿ.

Òàáëèöà 1: Ñëîæíîñòü è àïïðîêñèìèðóåìîñòü öåõîâûõ çàäà÷ ñ ìàðøðóòèçàöèåé
RO||C̃max NP − h.s.s. [8,14] O(logm)-ïðèáë. àëã.

RO2||C̃max NP − h.s.s. [8] 13/8-ïðèáë. àëã. [6]

RO2|EasyTSP |C̃max NP − h. [5] 4/3-ïðèáë. àëã. [6]

RO2||V | = 2|C̃max NP − h. [5] (1 + ε)-ïðèáë. àëã. (FPTAS) [1]

RO||V | = 2|C̃max NP − h.s.s. [14] 7/2-ïðèáë. àëã.

RO|pmtn, |V | = 2|C̃max NP − h.s.s. [2] 2-ïðèáë. àëã.

RO2|pmtn, |V | = 2|C̃max O(n) [2]

Îñíîâíàÿ ÷àñòü äîêëàäà ïîñâÿùåíà ïðèáëèæåííûì àëãîðèòìàì, ïðåäñòàâëåííûì
â òàáëèöå â ñòðîêàõ 1 è 4. Ïðèáëèæåííûå àëãîðèòìû â ñòðîêàõ 5 è 6 îñíîâàíû íà
àäàïòàöèè àëãîðèòìîâ äëÿ öåõîâûõ çàäà÷ îòêðûòîãî òèïà ê çàäà÷å ñ ìàðøðóòèçà-
öèåé è îòíîñÿòñÿ ê íåîïóáëèêîâàííûì ðåçóëüòàòàì àâòîðà.

Â ñëåäóþùåì ðàçäåëå ïîêàçàíî, êàê çà ïñåâäîïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ íàéòè òî÷-
íîå ðåøåíèå çàäà÷è RO2||V | = 2|C̃max è ïîñòðîèòü äëÿ íåå âïîëíå ïîëèíîìèàëü-
íóþ ïðèáëèæåííóþ ñõåìó. Ýòîò ðåçóëüòàò óëó÷øàåò ðåçóëüòàò ñòàòüè [4], â êîòîðîé
äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è RO2||V | = 2|C̃max ïðåäëîæåí 6/5-ïðèáëèæåííûé àëãîðèòì. Â
[13] äëÿ çàäà÷è RO||C̃max ïîñòðîåí O(logm(log logm)1+ε)-ïðèáëèæåííûé àëãîðèòì.
Â ðàçäåëå 2 äëÿ ýòîé çàäà÷è ïðåäñòàâëåí íîâûé O(logm)-ïðèáëèæåííûé àëãîðèòì.

Äëèíîé ðàáîòû Jj íàçûâàåòñÿ îáùåå âðåìÿ âûïîëíåíèÿ âñåõ åå îïåðàöèé, òî
åñòü dj =

∑m
i=1 pji. Íàãðóçêîé li ìàøèíû Mi íàçûâàåòñÿ ñóììà äëèòåëüíîñòåé

âñåõ îïåðàöèé, âûïîëíÿåìûõ íà ýòîé ìàøèíå, dmax = maxJj∈J dj, lmax = maxi li è
C̄ = max{lmax, dmax}.

1. Äâå ìàøèíû è äâå âåðøèíû

Ïóñòü çàäàíû ìíîæåñòâà ðàáîò J , äâå ìàøèíû A è B è òðàíñïîðòíàÿ ñåòü, ñîñòî-
ÿùàÿ èç äâóõ âåðøèí v0 è v1. Ïóñòü J0 è J1 ìíîæåñòâà ðàáîò, ðàñïîëîæåííûõ â âåð-
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øèíàõ v0 è v1 ñîîòâåòñòâåííî. Â ìîìåíò âðåìåíè 0 îáå ìàøèíû íàõîäÿòñÿ â âåðøèíå
v0. Êàæäîé ìàøèíå òðåáóåòñÿ âðåìÿ τ äëÿ ïåðåìåùåíèÿ èç îäíîé âåðøèíû â äðó-
ãóþ. Òðåáóåòñÿ íàéòè ðàñïèñàíèå ìèíèìàëüíîé äëèíû. Ïóñòü d0max = maxJj∈J0 dj è
d1max = maxJj∈J1 dj. Îáîçíà÷èì ÷åðåç pjA è pjB äëèòåëüíîñòè ðàáîòû Jj ∈ J íà ìàøè-
íàõ A è B ñîîòâåòñòâåííî. Âûáåðåì èç ìíîæåñòâà J ðàáîòó, íà êîòîðîé äîñòèãàåòñÿ
max{max{pjA|pjA ≤ pjB},max{pjB|pjB < pjA}}. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ïðåäïîëî-
æèì, ÷òî ýòî ðàáîòà J1 è p1A = max{max{pjA|pjA ≤ pjB},max{pjB|pjB < pjA}}. Òîãäà
èìååò ìåñòî ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà 1. Äëÿ ëþáîãî ïðèìåðà I çàäà÷è RO2||V | = 2|C̃max, â êîòîðîì ëèáî
(i) J1 ∈ J0, ëèáî (ii) J1 ∈ J1 è d1 ≥ lmax, äëèíà îïòèìàëüíîãî ðàñïèñàíèÿ ðàâíà
max{lmax + 2τ, d0max, d

1
max}, è îíî ìîæåò áûòü íàéäåíî çà ëèíåéíîå îò ÷èñëà ðàáîò

âðåìÿ.

Íàçîâåì ïðèìåð òðóäíûì, åñëè J1 ∈ J1 è d1 < lmax. Ðàñïèñàíèå íàçûâàåòñÿ êà-
íîíè÷åñêèì, åñëè ìíîæåñòâî ðàáîò ìîæåò áûòü ðàçáèòî íå áîëåå ÷åì â âîñåìü íåïå-
ðåñåêàþùèõñÿ ïîäìíîæåñòâ, äëÿ êîòîðûõ âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ.
1. Âñå ðàáîòû, ïðèíàäëåæàùèå îäíîìó ïîäìíîæåñòâó, ðàñïîëîæåíû â îäíîé âåðøèíå.
2. Âñå ðàáîòû, ïðèíàäëåæàùèå îäíîìó ïîäìíîæåñòâó, âûïîëíÿþòñÿ áëîêîì íà êàæ-
äîé ìàøèíå.
3. Âñå ðàáîòû, ïðèíàäëåæàùèå îäíîìó ïîäìíîæåñòâó, âûïîëíÿþòñÿ ëèáî ñíà÷àëà íà
ìàøèíå A, ïîòîì íà ìàøèíå B, ëèáî íàîáîðîò.
4. Ìàøèíû A è B âûïîëíÿþò ðàáîòû êàæäîãî ïîäìíîæåñòâà â îäíîì è òîì æå ïîðÿä-
êå. Áîëåå òîãî, ýòîò ïîðÿäîê ñîâïàäàåò ñ ïîðÿäêîì Äæîíñîíà äëÿ ñîîòâåòñòâóþùåé
öåõîâîé çàäà÷è ïîòîêîâîãî òèïà íà äâóõ ìàøèíàõ.

Â [1] ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ ëþáîãî òðóäíîãî ïðèìåðà ñóùåñòâóåò êàíîíè÷åñêîå îïòè-
ìàëüíîå ðàñïèñàíèå. Áîëåå òîãî, äëèíà êàíîíè÷åñêîãî ðàñïèñàíèÿ çàâèñèò òîëüêî îò
ðàçáèåíèÿ èñõîäíîãî ìíîæåñòâà ðàáîò íà íåïåðåñåêàþùèåñÿ ïîäìíîæåñòâà è ìîæåò
áûòü âû÷èñëåíà çà ïîëèíîìèàëüíîå îò ÷èñëà ðàáîò âðåìÿ. Èñïîëüçóÿ ñâîéñòâà êàíî-
íè÷åñêèõ ðàñïèñàíèé, òðóäíûé ïðèìåð çàäà÷è RO2||V | = 2|C̃max ìîæåò áûòü ðåøåí
àëãîðèòìîì äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ çà âðåìÿ O(n∆24), ãäå ∆ =

∑
Jj∈J dj.

Èñïîëüçóÿ ñòàíäàðòíóþ òåõíèêó îêðóãëåíèÿ [10], ìîæíî òðàíñôîðìèðîâàòü àëãî-
ðèòì äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ âî âïîëíå ïîëèíîìèàëüíóþ ïðèáëèæåííóþ
ñõåìó, òî åñòü äëÿ ôèêñèðîâàííîãî ε > 0 ïîñòðîèòü (1+ ε)-ïðèáëèæåííûé àëãîðèòì,
âðåìÿ ðàáîòû êîòîðîãî îãðàíè÷åíî ïîëèíîìîì îò ÷èñëà ðàáîò è âåëè÷èíû 1

ε
.

Òåîðåìà 2. Äëÿ çàäà÷è RO2||V | = 2|C̃max ñóùåñòâóåò âïîëíå ïîëèíîìèàëüíàÿ ïðè-
áëèæåííàÿ ñõåìà.

2. Ïðîèçâîëüíîå ÷èñëî ìàøèí è ïðîèçâîëüíàÿ
òðàíñïîðòíàÿ ñåòü

Ñíà÷àëà îïèøåì ïîñòðîåíèå O(log C̄) � ïðèáëèæåííîãî àëãîðèòìà äëÿ çàäà÷è
RO||C̃max.

Íà ïåðâîì øàãå, èñïîëüçóÿ àëãîðèòì Êðèñòîôèäåñà-Ñåðäþêîâà [3,7], íàéäåì â
ãðàôå G îáõîä T , äëèíà êîòîðîãî íå áîëåå, ÷åì â ïîëòîðà ðàçà áîëüøå äëèíû îï-
òèìàëüíîãî îáõîäà. Ïðè ýòîì îáõîä T çàäàåò íåêîòîðûé ïîðÿäîê π íà ìíîæåñòâå
ðàáîò.
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Ïî èñõîäíîìó ïðèìåðó I çàäà÷è RO||C̃max ïîñòðîèì ïðèìåð I ′ öåõîâîé çàäà÷è îò-
êðûòîãî òèïà O||Cmax ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ìíîæåñòâî ðàáîò â èñõîäíîì ïðèìåðå çà-
ìåíèì íà íå áîëåå ÷åì 2m íîâûõ êîìáèíèðîâàííûõ ðàáîò. Êàæäàÿ êîìáèíèðîâàííàÿ
ðàáîòà îáúåäèíÿåò íåñêîëüêî èñõîäíûõ ðàáîò, êîòîðûå ðàçìåùàþòñÿ ïîñëåäîâàòåëü-
íî íà íåêîòîðîì îòðåçêå â îáõîäå T. Ðàáîòû, âêëþ÷åííûå â îäíó êîìáèíèðîâàííóþ
ðàáîòó, íàçîâåì åå êîìïîíåíòàìè. Âðåìÿ îáðàáîòêè êîìáèíèðîâàííîé ðàáîòû íà êàæ-
äîé ìàøèíå ðàâíî ñóììå âðåìåí îáðàáîòêè åå êîìïîíåíò íà ýòîé ìàøèíå, ïðè ýòîì
âðåìÿ ïåðåìåùåíèÿ ìàøèí ìåæäó âåðøèíàìè â ðàñ÷åò íå ïðèíèìàåòñÿ. Ïîðÿäîê π
íà ìíîæåñòâå èñõîäíûõ ðàáîò ïîðîæäàåò ïîðÿäîê π′ íà ìíîæåñòâå êîìáèíèðîâàííûõ
ðàáîò. Îïåðàöèè êîìáèíèðîâàííîé ðàáîòû áóäåì íàçûâàòü A-îïåðàöèÿìè. Çàìåòèì,
÷òî äëÿ ëþáîãî ïðèìåðà I çàäà÷è RO||C̃max è ïðîèçâîëüíîãî îáõîäà ìîæíî ïîñòðî-
èòü ïðèìåð ñ n′ ≤ 2m êîìáèíèðîâàííûìè ðàáîòàìè, òàê ÷òî p′ji ≤ d′j ≤ C̄ äëÿ âñåõ
j = 1, . . . , n′ è i = 1, . . . ,m.

Çàòåì â ïðèìåðå I ′ îêðóãëèì âðåìÿ âûïîëíåíèÿ êàæäîé A-îïåðàöèè ââåðõ äî
áëèæàéøåé öåëîé ñòåïåíè ÷èñëà 2. Ïóñòü p′max áóäåò äëèòåëüíîñòü íàèáîëüøåé
A-îïåðàöèè â I ′. Â íîâîì ïðèìåðå I ′′ ÷èñëî ðàçëè÷íûõ äëèí îïåðàöèé íå ïðåâîñõîäèò
⌈log2 p′max⌉. Ðàçîáüåì ïðèìåð I ′′ íà íå áîëåå ÷åì ⌈log2 p′max⌉ ïðèìåðîâ, êàæäûé èç
êîòîðûõ ñîäåðæèò âñå A-îïåðàöèè îäèíàêîâîé äëèíû.

Ïóñòü Ik, 1 ≤ k ≤ ⌈log2 p′max⌉ � îäèí èç òàêèõ ïðèìåðîâ. Äîáàâèì â çàäà÷ó
îãðàíè÷åíèå, ÷òî âñå A-îïåðàöèè, êîòîðûå âûïîëíÿþòñÿ íà îäíîé ìàøèíå, äîëæíû
âûïîëíÿòüñÿ â òîì ïîðÿäêå, â êàêîì ñîîòâåòñòâóþùèå èì êîìáèíèðîâàííûå ðàáîòû
ïîÿâëÿþòñÿ â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè π′. Ïîìåíÿåì ðîëÿìè ìàøèíû è ðàáîòû, ñîõðà-
íèâ ïîðÿäîê íà êàæäîì ìíîæåñòâå îïåðàöèé "íîâîé" ðàáîòû. Â ðåçóëüòàòå òàêîãî
ïðåîáðàçîâàíèÿ ïîëó÷èì ïðèìåð I ′k öåõîâîé çàäà÷è ðàáî÷åãî òèïà ñ îïåðàöèÿìè åäè-
íè÷íîé äëèòåëüíîñòè. Äëÿ ýòîé çàäà÷è èçâåñòåí àëãîðèòì [12], ñòðîÿùèé ðàñïèñàíèå
σ′ äëèíîþ íå áîëåå 46, 8C̄.

Äàëåå ïî ðàñïèñàíèþ σ′ ïîñòðîèì äîïóñòèìîå ÷àñòè÷íîå ðàñïèñàíèå σ ïðèìå-
ðà I, òî åñòü äîïóñòèìîå ðàñïèñàíèå äëÿ ïðèìåðà I çàäà÷è RO||C̃max íà ñîîòâåò-
ñòâóþùåì ïîäìíîæåñòâå èñõîäíûõ îïåðàöèé. Ïóñòü A-îïåðàöèÿ íåêîòîðîé êîìáè-
íèðîâàííîé ðàáîòû âûïîëíÿåòñÿ â íåêîòîðîì èíòåðâàëå â ðàñïèñàíèè σ′. Ïîìåñòèì
îïåðàöèè êîìïîíåíò ýòîé êîìáèíèðîâàííîé ðàáîòû â òîò æå èíòåðâàë â ïîðÿäêå,
â êîòîðîì êîìïîíåíòû ïîÿâëÿþòñÿ â ïåðåñòàíîâêå π. Ïîâòîðèì ýòó ïðîöåäóðó äëÿ
âñåõ A-îïåðàöèé â σ′. Çàòåì ñäâèíåì âðåìÿ íà÷àëà êàæäîé îïåðàöèè íà äëèíó ïóòè â
îáõîäå T èç âåðøèíû v0 äî âåðøèíû, â êîòîðîé ëåæèò ðàáîòà, ñîîòâåòñòâóþùàÿ ýòîé
îïåðàöèè. Ïîëó÷èì äîïóñòèìîå ÷àñòè÷íîå ðàñïèñàíèå σ ïðèìåðà I, äëèíà êîòîðîãî
íå ïðåâûøàåò 46.8C̄ + T . Ïîëíîå äîïóñòèìîå ðàñïèñàíèå σ̄ äëÿ ïðèìåðà I ïîñòðîèì
ñêëåéêîé âñåõ ÷àñòè÷íûõ ðàñïèñàíèé. Èç p′max ≤ C̄ ñëåäóåò, ÷òî äëèíà ðàñïèñàíèÿ σ̄
îãðàíè÷åíà âåëè÷èíîé ⌈log2 C̄⌉(46.8C̄ + T ).

Èñïîëüçóÿ ñòàíäàðòíóþ òåõíèêó ìàñøòàáèðîâàíèÿ, ìîæíî òðàíñôîðìèðîâàòü
ïðèìåð I ′ òàê, ÷òî äëèòåëüíîñòü êàæäîé îïåðàöèè áóäåò öåëûì ÷èñëîì, íå áîëüøèì
÷åì m, óõóäøèâ ïðè ýòîì äëèíó ïîëó÷àåìîãî ðåøåíèÿ íå áîëåå, ÷åì â äâà ðàçà.

Òåîðåìà 3. Äëÿ çàäà÷è RO||Cmax ñóùåñòâóåò O(logm)-ïðèáëèæåííûé àëãîðèòì.
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ÍÎÂÛÅ ÌÎÄÅËÈ ÊÎÍÊÓÐÅÍÖÈÈ Â ÐÀÇÌÅÙÅÍÈÈ ÏÐÅÄÏÐÈßÒÈÉ
Þ.À. Êî÷åòîâ

Â ïðîñòåéøåé çàäà÷å ðàçìåùåíèÿ ïðåäïðèÿòèé çàäàíû äâà êîíå÷íûõ ìíîæåñòâà:
J � ìíîæåñòâî êëèåíòîâ è I � ìíîæåñòâî ïðåäïðèÿòèé. Èçâåñòíû çàòðàòû íà
îòêðûòèå êàæäîãî ïðåäïðèÿòèÿ è îáñëóæèâàíèå êëèåíòîâ èç êàæäîãî ïðåäïðèÿòèÿ.
Òðåáóåòñÿ íàéòè íåïóñòîå ïîäìíîæåñòâî ïðåäïðèÿòèé, êîòîðîå äàåò ìèíèìàëüíûå
ñóììàðíûå çàòðàòû íà îòêðûòèå ïðåäïðèÿòèé è îáñëóæèâàíèå âñåõ êëèåíòîâ.
Èññëåäîâàíèþ ýòîé çàäà÷è ïîñâÿùåíû äåñÿòêè ñòàòåé è ìîíîãðàôèé. Ïèê èíòå-
ðåñà ê íåé ïðèøåëñÿ íà 70�80 ãîäû ïðîøëîãî ñòîëåòèÿ. Òàê êàê çàäà÷à ÿâëÿåòñÿ
NP-òðóäíîé â ñèëüíîì ñìûñëå è ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåì çàäà÷è î ïîêðûòèè, òî
èíòåðåñ ê íåé, ïî-âèäèìîìó, åùå äîëãî íå óãàñíåò. Òåì íå ìåíåå, �öåíòð òÿæåñòè�
èññëåäîâàíèé ÿâíî ñìåñòèëñÿ â ñòîðîíó íîâûõ, áîëåå ïîäðîáíûõ ìîäåëåé, ãäå âñ¼
áîëüøå âíèìàíèÿ óäåëÿåòñÿ èçó÷åíèþ ïîâåäåíèÿ êëèåíòîâ è âîïðîñàì êîíêóðåíò-
íîé áîðüáû íà ðûíêàõ. Â íàñòîÿùåì äîêëàäå áóäóò ïðåäñòàâëåíû íåêîòîðûå èç
íàèáîëåå èíòåðåñíûõ (ïî ìíåíèþ àâòîðà) íàïðàâëåíèé èññëåäîâàíèé â ýòîé áóðíî
ðàçâèâàþùåéñÿ îáëàñòè.

1. Ïîâåäåíèå êëèåíòîâ

Â ïðîñòåéøåé çàäà÷å ðàçìåùåíèÿ è ïîäàâëÿþùåì áîëüøèíñòâå åå îáîáùåíèé
ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî êàæäûé êëèåíò îáñëóæèâàåòñÿ îäíèì ïðåäïðèÿòèåì. Îíî âûáè-
ðàåòñÿ èñõîäÿ èç ìèíèìèçàöèè çàòðàò, èëè êëèåíò ñàì âûáèðàåò ïîñòàâùèêà ñîãëàñíî
ñîáñòâåííûì ïðåäïî÷òåíèÿì. Â ëþáîì ñëó÷àå ïðåäïðèÿòèå ïîëó÷àåò �âñå èëè íè÷å-
ãî�. Òàêîé ïðèíöèï óäîáåí ïðè ïîñòðîåíèè ìîäåëåé, ðàçðàáîòêå ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ,
íî íå âñåãäà àäåêâàòíî îòðàæàåò ðåàëüíîå ïîâåäåíèå êëèåíòîâ. Â [3] ïðåäñòàâëåíû
ðàçíûå ìîäåëè ïîâåäåíèÿ êëèåíòîâ. Îñòàíîâèìñÿ íà îäíîé èç íèõ, ñîîòâåòñòâóþùåé
ðîçíè÷íîé òîðãîâëå. Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî êëèåíòû ïîñåùàþò âñå ïðåäïðèÿòèÿ.
×åì áëèæå ïðåäïðèÿòèå (ìàãàçèí), òåì ÷àùå åãî ïîñåùàåò êëèåíò. Êðîìå ðàññòîÿ-
íèÿ, íà ïîâåäåíèå êëèåíòîâ âëèÿþò è äðóãèå ôàêòîðû: áðåíä, ïðèâëåêàòåëüíîñòü,
íàëè÷èå ïàðêîâêè, ðàçâëå÷åíèé äëÿ äåòåé è ïðî÷. Êëèåíò òðàòèò äåíüãè âî âñåõ
îòêðûòûõ ïðåäïðèÿòèÿõ, íî â ðàçíûõ ïðîïîðöèÿõ. Ïóñòü âåëè÷èíû uij, çàäàþò ïî-
ëåçíîñòü ïðåäïðèÿòèÿ i äëÿ êëèåíòà j, à âåëè÷èíû cij îïðåäåëÿþò äîõîä ïðåäïðè-
ÿòèÿ i îò îáñëóæèâàíèÿ êëèåíòà j. Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà îòêðûâàåòñÿ ðîâíî
p ïðåäïðèÿòèé, à çàòðàòû íà èõ îòêðûòèå èãíîðèðóþòñÿ. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî âåðî-
ÿòíîñòü ïîñåùåíèÿ ïðåäïðèÿòèÿ i êëèåíòîì j çàäàåòñÿ âåëè÷èíîé uij/

∑
l∈S

ulj, ãäå S

� ìíîæåñòâî îòêðûâàåìûõ ïðåäïðèÿòèé, |S| = p. Òîãäà íîâàÿ ìîäåëü ñ ðàñïðåäå-
ëåííûìè çàêóïêàìè êëèåíòîâ ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà ñëåäóþùèì îáðàçîì: íàéòè
ìíîæåñòâî S ⊂ I ìîùíîñòüþ p, äîñòàâëÿþùåå ìàêñèìóì öåëåâîé ôóíêöèè

F (S) =
∑
j∈J

∑
i∈S uijcij∑
l∈S ulj

.

Â [2] àíàëîãè÷íàÿ çàäà÷à íàçûâàåòñÿ the gravity p-median problem. Îíà ÿâëÿåòñÿ
NP-òðóäíîé â ñèëüíîì ñìûñëå è ëåãêî ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â òåðìèíàõ
öåëî÷èñëåííîãî ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Ïî ñóòè, îá ýòîé çàäà÷å ìàëî ÷òî
èçâåñòíî. Âîçìîæíîñòü àïïðîêñèìàöèè, ñëîæíîñòü íàõîæäåíèÿ ëîêàëüíûõ ýêñòðå-
ìóìîâ, òî÷íûå ìåòîäû, ñâîéñòâà ìíîãîãðàííèêîâ è ìíîãèå äðóãèå âîïðîñû ïîêà
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îñòàþòñÿ îòêðûòûìè. Èñïîëüçóÿ íîâóþ, âåðîÿòíîñòíóþ ìîäåëü ïîâåäåíèÿ êëèåíòîâ,
ìîæíî ëåãêî ïîëó÷èòü íîâûå ìîäåëè ðàçìåùåíèÿ (ñì., íàïðèìåð, [7]).

2. Ìîäåëè êîíêóðåíòíîé áîðüáû

Ðàáîòà Õîòåëëèíãà [6] ïî ïðàâó ñ÷èòàåòñÿ ïèîíåðñêîé â îáëàñòè ïîñòðîåíèÿ ìàòå-
ìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé êîíêóðåíòíîé áîðüáû. Â íåé èññëåäóþòñÿ ñòðàòåãèè ïîâåäåíèÿ
äâóõ èãðîêîâ ñòðåìÿùèõñÿ çàõâàòèòü êàê ìîæíî áîëüøóþ äîëþ ðûíêà ïóòåì îòêðû-
òèÿ ñîáñòâåííûõ ïðåäïðèÿòèé è âûáîðà öåí íà èõ ïðîäóêöèþ. Ýòè èäåè ïîëó÷èëè
ñâîå ðàçâèòèå â ðàáîòàõ Õàêèìè [5] è äð. Ñîâðåìåííûé îáçîð â ýòîé îáëàñòè ìîæíî
íàéòè, íàïðèìåð, â [8]. Íèæå áóäåò ïðåäñòàâëåíà íîâàÿ ìîäåëü äâóõóðîâíåâîãî ïðî-
ãðàììèðîâàíèÿ, â êîòîðîé èñïîëüçóåòñÿ âåðîÿòíîñòíûå ïðàâèëà ïîâåäåíèÿ êëèåíòîâ
è áîëåå ïîäðîáíî îïèñûâàåòñÿ ôóíêöèÿ ïîëåçíîñòè ïðåäïðèÿòèé.

Ïóñòü äâà èãðîêà, Ëèäåð è Êîíêóðåíò, ñòðåìÿòñÿ ìàêñèìèçèðîâàòü ñâîé äîõîä,
îòêðûâàÿ ñâîè ïðåäïðèÿòèÿ è îáñëóæèâàÿ êëèåíòîâ. Ïåðâûì îòêðûâàåò ïðåä-
ïðèÿòèÿ Ëèäåð. Çàòåì, çíàÿ ýòî ðåøåíèå, îòêðûâàåò ïðåäïðèÿòèÿ Êîíêóðåíò.
Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî îòêðûâàÿ ïðåäïðèÿòèå i, íóæíî åùå âûáðàòü åãî ïðè-
âëåêàòåëüíîñòü Aj, êîòîðàÿ âëèÿåò íà ôóíêöèþ ïîëåçíîñòè êàæäîãî êëèåíòà. Äëÿ
îïðåäåëåííîñòè áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî uij = Ai/(dij + 1), ãäå dij � ðàññòîÿíèå îò
êëèåíòà j äî ïðåäïðèÿòèÿ i. ×åì áîëüøå ïðèâëåêàòåëüíîñòü è ìåíüøå ðàññòîÿíèå,
òåì âåðîÿòíåå ïîñåùåíèå ïðåäïðèÿòèÿ êëèåíòîì. Äëÿ êàæäîãî èãðîêà èçâåñòíû
ñëåäóþùèå ïàðàìåòðû:

BL � áþäæåò Ëèäåðà,

BF � áþäæåò Êîíêóðåíòà,

fL
i � çàòðàòû íà îòêðûòèå ïðåäïðèÿòèÿ i Ëèäåðîì,

fF
i � çàòðàòû íà îòêðûòèå ïðåäïðèÿòèÿ i Êîíêóðåíòîì,

cLi � óäåëüíûå çàòðàòû íà ïîâûøåíèå ïðèâëåêàòåëüíîñòè ïðåäïðèÿòèÿ i äëÿ Ëèäåðà,

cFi � àíàëîãè÷íàÿ âåëè÷èíà äëÿ Êîíêóðåíòà,

A
L

i � ìàêñèìàëüíàÿ ïðèâëåêàòåëüíîñòü ïðåäïðèÿòèÿ i, åñëè åãî îòêðûë Ëèäåð,

A
F

i � àíàëîãè÷íàÿ âåëè÷èíà äëÿ Êîíêóðåíòà,
wj � áþäæåò êëèåíòà j.

Ââåäåì ïåðåìåííûå çàäà÷è:

xi =

{
1, åñëè ïðåäïðèÿòèå i îòêðûâàåòñÿ Ëèäåðîì
0 â ïðîòèâíîì ñëó÷àå,

yi =

{
1, åñëè ïðåäïðèÿòèå i îòêðûâàåòñÿ Êîíêóðåíòîì
0 â ïðîòèâíîì ñëó÷àå,

AL
i � ïðèâëåêàòåëüíîñòü ïðåäïðèÿòèÿ i, åñëè åãî îòêðûâàåò Ëèäåð,

AF
i � ïðèâëåêàòåëüíîñòü ïðåäïðèÿòèÿ i, åñëè åãî îòêðûâàåò Êîíêóðåíò.

Ñ èñïîëüçîâàíèåì ââåäåííûõ îáîçíà÷åíèé ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ çàäà÷ó äâóõóðîâ-
íåâîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ:
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max
x,AL

∑
j∈J

wj

∑
i∈I A

L
i /(dij + 1)∑

i∈I A
L
i /(dij + 1) +

∑
i∈I A

∗
i /(dij + 1)

ïðè îãðàíè÷åíèÿõ
0 ≤ AL

i ≤ A
L

i xi, i ∈ I;∑
i∈I

{fL
i xi + AL

i c
L
i } ≤ BL;

xi ∈ {0, 1}, i ∈ I;

ãäå A∗
i � îïòèìàëüíîå ðåøåíèå çàäà÷è Êîíêóðåíòà:

max
y,AF

∑
j∈J

wj

∑
i∈I A

F
i /(dij + 1)∑

i∈I A
L
i /(dij + 1) +

∑
i∈I A

F
i /(dij + 1)

ïðè îãðàíè÷åíèÿõ
0 ≤ AF

i ≤ A
F

i yi, i ∈ I;∑
i∈I

{fF
i yi + AF

i c
F
i } ≤ BF ;

yi + xi ≤ 1, i ∈ I;

yi ∈ {0, 1}, i ∈ I.

Â çàäà÷å Êîíêóðåíòà âåêòîðà xi è AL
i ñ÷èòàþòñÿ èçâåñòíûìè. Êàê è â çàäà÷å

îá (r|p)-öåíòðîèäå [5], ñóììà öåëåâûõ ôóíêöèé Ëèäåðà è Êîíêóðåíòà ÿâëÿåòñÿ
êîíñòàíòîé. Ñëåäîâàòåëüíî, îòïàäàåò íåîáõîäèìîñòü â ðàññìîòðåíèè êîîïåðàòèâíîé
è íåêîîïåðàòèâíîé âåðñèè ýòîé çàäà÷è. Íàëè÷èå íåñêîëüêèõ îïòèìàëüíûõ ðåøåíèé
íà íèæíåì óðîâíå íå ìåíÿåò çíà÷åíèå öåëåâîé ôóíêöèè íà âåðõíåì óðîâíå. Â [1]
ïîëó÷åíû ïåðâûå ðåçóëüòàòû èññëåäîâàíèé ýòîé çàäà÷è äëÿ ñëó÷àÿ èäåíòè÷íûõ
çàòðàò äëÿ èãðîêîâ ïðè îòêðûòèè ïðåäïðèÿòèé è âûáîðà èõ ïðèâëåêàòåëüíîñòè, à
òàêæå âîçìîæíîñòè îòêðûòèÿ îáîèìè èãðîêàìè ñâîèõ ïðåäïðèÿòèé â îäíîì è òîì
æå ìåñòå. Â [9, 10, 12] èññëåäîâàëèñü áëèçêèå ïî ñìûñëó ìîäåëè, â êîòîðûõ ïðåäïî-
ëàãàåòñÿ íàëè÷èå ïðåäïðèÿòèé ó Êîíêóðåíòà äî âûõîäà Ëèäåðà íà ðûíîê. Â öåëîì,
ìîæíî ñ óâåðåííîñòüþ çàêëþ÷èòü, ÷òî â íàñòîÿùåå âðåìÿ ðîæäàåòñÿ íîâîå íàïðàâ-
ëåíèå â ðàçìåùåíèè ïðîèçâîäñòâà, êîòîðîå ïðåäñòàâëÿåò íåñîìíåííûé èíòåðåñ êàê
ñ òåîðåòè÷åñêîé, òàê è ñ ïðàêòè÷åñêîé òî÷åê çðåíèÿ. Àíàëîãè÷íûå ðàáîòû âåäóòñÿ
è â îáëàñòè ðàçìåùåíèÿ ïðåäïðèÿòèé íà ïëîñêîñòè, êîãäà ìíîæåñòâî I íå ÿâëÿåò-
ñÿ êîíå÷íûì, à ïðåäñòàâëÿåòñÿ çàìêíóòîé îãðàíè÷åííîé îáëàñòüþ â R2 [4, 11, 13, 14].

Ðàáîòà ïîääåðæàíà ãðàíòîì ÐÔÔÈ 11-07-00474.
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ÂÈÊÈÏÅÄÈß ÏÐÎÖÅÑÑÎÂ ÊÀÊ ÊÎËËÅÊÒÈÂÍÀß ÎÏÒÈÌÈÇÀÖÈß
ÎÒÊÐÛÒÛÕ ÑÈÑÒÅÌ. ÈÍÔÎÐÌÀÖÈÎÍÍÛÉ ÀÑÏÅÊÒ

Ñ.À. Ëîìîâ, À.Õ. Ïåðåç ×åðíîâ

Âèêèïåäèÿ (ñåòåâàÿ ýíöèêëîïåäèÿ, â ðàìêàõ êîòîðîé âîçìîæíî ñâîáîäíîå ðåäàê-
òèðîâàíèå) îôèöèàëüíî îòêðûëàñü â 2001 ãîäó. Ñ 2003 ïî 2007 ãîä êîëè÷åñòâî ñòàòåé
â àíãëîÿçû÷íîì ñåãìåíòå âèêèïåäèè óâåëè÷èëîñü ñ 125 òûñÿ÷ äî 2 ìèëëèîíîâ. Â
íàñòîÿùèé ìîìåíò ðåñóðñ ñîäåðæèò (ïî âñåì ÿçûêàì) áîëåå 17 ìèëëèîíîâ ñòàòåé, â
ñîçäàíèè è ïðàâêàõ êîòîðûõ ïðèíÿëî ó÷àñòèå áîëåå 10 ìèëëèîíîâ ó÷àñòíèêîâ. Ïî
äàííûì ñèñòåìû ðàíæèðîâàíèÿ ñàéòîâ Alexa[1], â íàñòîÿùèé ìîìåíò âèêèïåäèÿ ÿâ-
ëÿåòñÿ øåñòûì ñàìûì ïîñåùàåìûì ðåñóðñîì ìèðà.

Ëåãêîñòü ðàáîòû ñ âèêèïåäèåé âî ìíîãîì îáóñëîâëåíà ïðèíöèïàìè ïîñòìîäåðíèç-
ìà, çàëîæåííûìè â åå îñíîâó. Ïðàâêè òåêñòà ìîæíî âíîñèòü íà ëþáîì ýòàïå ñîçäàíèÿ
ñòàòüè (ò.å. îáåñïå÷èâàåòñÿ àêòóàëüíîñòü äàííûõ), ëþáûì àâòîðîì (ò.å. èçìåíåíèå è
ñîçäàíèå ñòàòåé � êîëëåêòèâíûé ïðîöåññ); êîíòåíò âåðñèîíèðóåòñÿ (ò.å. ìû �ïîìíèì�
èñòîðèþ èçìåíåíèé ñîäåðæàíèÿ), äîïóñòèìû ññûëêè íà �åùå íå ïîìåùåííûå� â ñè-
ñòåìó ñòàòüè (ôàêòè÷åñêè, òàêèå ññûëêè èñïîëüçóþòñÿ êàê ïîìåòêè-ïðèãëàøåíèÿ íà
âîçìîæíîå ðàñøèðåíèå ñåòè çíàíèé), ñîçäàíèå íîâîé ñòàòüè óïðîùåíî äî ìèíèìóìà
(äîñòàòî÷íî îòêðûòü íåñóùåñòâóþùóþ ññûëêó â ðàìêàõ ðåñóðñà).

Â íàñòîÿùèé ìîìåíò âèêèïåäèÿ ÿâëÿåòñÿ îáùåñòâåííûì (â ïëîõîì è õîðîøåì
ñìûñëàõ ýòîãî ñëîâà) õðàíèëèùåì àòîìàðíûõ ôðàãìåíòîâ çíàíèé. Åé, âïðî÷åì,
ñëîæíî èãðàòü ðîëü îáó÷àþùåé ñèñòåìû èç-çà îòñóòñòâèÿ �ñêâîçíûõ� òåêñòîâ, ïðåä-
ëàãàþùèõ ñâÿçûâàíèå ñòàòåé â ðàìêàõ çàäàííûõ êîíòåêñòîâ. Íåñìîòðÿ íà íàëè÷èå
ìåõàíèçìîâ îöåíèâàíèÿ êà÷åñòâà ñòàòåé, âèêèïåäèÿ ìåíüøå íàïðàâëåíà íà ïîèñê íî-
âûõ ñâÿçåé, ñîçäàíèå íîâûõ çíàíèé. Èíûìè ñëîâàìè, îíà îòëè÷íî ôèêñèðóåò ôðàã-
ìåíòû óæå âåðèôèöèðîâàííûõ çíàíèé, ïîñòóïèâøèõ èçâíå, è ìåíåå ïðèñïîñîáëåíà ê
îáðàòíîì ïðîöåññó: êîîïåðàòèâíîìó ïîèñêó è ñîçäàíèþ íîâûõ çíàíèé (ñâÿçåé) è èõ
ïîñëåäóþùåé ïðîðàáîòêå.

Áåçìàñøòàáíûå ñåòè (scale-free network) � èçâåñòíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü, îïè-
ñûâàþùàÿ ñòðóêòóðó ðàçëè÷íûõ ïðèðîäíûõ ñåòåâûõ ñèñòåì, íà÷èíàÿ îò ìîëåêóëÿð-
íîé áèîëîãèè è çàêàí÷èâàÿ ñîöèàëüíûìè âçàèìîäåéñòâèÿìè. Äëÿ áåçìàñøòàáíûõ ñå-
òåé èçâåñòíû àëãîðèòìû èõ ãåíåðàöèè, ÷àñòîòíîå ðàñïðåäåëåíèå êîëè÷åñòâà ñâÿçåé
â óçëàõ ñåòè (ðàñïðåäåëåíèå ñòåïåíåé âåðøèí). Êà÷åñòâåííûå ñâîéñòâà òàêèõ ñåòåé
� ýòî ñàìîîðãàíèçàöèÿ, à òàêæå óñòîé÷èâîñòü ê âîçìîæíûì ðàçðóøåíèÿì.

Äëÿ áåçìàñøòàáíûõ ñåòåé èçâåñòåí òàê íàçûâàåìûé ôåíîìåí ìàëîãî ìèðà, îçíà-
÷àþùèé k-øàãîâóþ äîñòóïíîñòü ïî÷òè ëþáûõ äâóõ ýëåìåíòîâ áåçìàñøòàáíîé ñåòè.
Èç-çà òîãî, ÷òî â ñåòÿõ äîñòàòî÷íîé ìîùíîñòè óêàçàííîå k îáû÷íî ìàëî, ôåíîìåí
ìàëîãî ìèðà ìîæíî òðàêòîâàòü êàê êîììóíèêàöèîííóþ êîìïàêòíîñòü (ò.å. ñêîðîñòü
ðàñïðîñòðàíåíèÿ ñèãíàëà ïî òàêèì ñåòÿì ñðàâíèòåëüíî âûñîêà). Ôåíîìåí ìàëîãî ìè-
ðà ïðîäåìîíñòðèðîâàí ïî îòíîøåíèþ ê ðàçëè÷íûì îïåðàòîðàì-îòíîøåíèÿì ñâÿçè
ýëåìåíòîâ. À èìåííî, â ýêñïåðèìåíòàõ Ìèëãðàìà [2] ïðîäåìîíñòðèðîâàíà 6-øàãîâàÿ
äîñòóïíîñòü ýëåìåíòîâ ñåòè ÷åðåç îïåðàòîð (ðåáðî) �íåïîñðåäñòâåííî çíàêîìû�, �ïè-
ñàëè ñîâìåñòíóþ ñòàòüþ� è äð.

Íåäàâíî ïîêàçàíî [3], ÷òî âèêèïåäèÿ ÿâëÿåòñÿ ñàìîîðãàíèçóþùåéñÿ óñòîé÷èâîé
ñåòüþ òåêñòîâ. Èçâåñòíûå ïðèìåðû ñîöèàëüíûõ ñåòåé äåìîíñòðèðîâàëè îæèäàåìûé
ôàêò: åñëè ñîöèàëüíûå âçàèìîîòíîøåíèÿ â îáùåñòâå áèîëîãè÷åñêèõ ñóáúåêòîâ (ëþ-
äåé) óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì áåçìàñøòàáíîñòè, òî è âèðòóàëüíàÿ ñåòü �âçàèìîîò-
íîøåíèé� ìåæäó öèôðîâûìè èõ ïðåäñòàâèòåëÿìè òàêæå îáëàäàåò óêàçàííûì ñâîé-
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ñòâîì. Ñëó÷àé ñ âèêèïåäèåé èíòåðåñåí òåì, ÷òî çäåñü áåçìàñøòàáíîé ñòàíîâèòñÿ ñåòü
àðòåôàêòîâ, ïðîèçâåäåííûõ èìè.

Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå ïðèìåíèìî êàê äëÿ àíàëèçà ñòðóêòóðíûõ ñâîéñòâ
âèêèïåäèè è ïðèíöèïîâ åå ðîñòà, òàê è äëÿ îáúÿñíåíèÿ ñàìîãî ïðîöåññà âîçíèêíî-
âåíèÿ òåêñòîâ. Êàê îòìå÷åíî âûøå, â âèêèïåäèè îäíà è òà æå ñòàòüÿ ìîæåò ïîä-
âåðãàòüñÿ ìíîãî÷èñëåííûì ïðàâêàì ðàçëè÷íûõ àâòîðîâ. Ïðè ýòîì õðàíèòñÿ èñòîðèÿ
èçìåíåíèé. Ìîäåëü ðåêîìáèíàíòíûõ òåêñòîâ [3] ïðåäëàãàåò ñëåäóþùóþ ìàòåìàòè-
÷åñêóþ èíòåðïðåòàöèþ ôóíêöèîíèðîâàíèÿ âèêèïåäèè: êàæäûé àâòîð � ýòî ãåíîì
(âíîñÿùèé ñîáñòâåííûé ñòèëü, êà÷åñòâî, ïîäõîä, èíòåðåñû â òåêñòû), êàæäûé êîë-
ëåêòèâíî èçìåíÿåìûé òåêñò � ýòî ôåíîòèï, ãåíîòèï êîòîðîãî ñóòü íàáîð àâòîðîâ,
ïðèíÿâøèõ ó÷àñòèå â ïðàâêå òåêñòà. Ôóíêöèÿ öåëåâîãî îòáîðà � êðèòèêè è ÷èòàòåëè.
Ïîýòîìó, íàïèñàíèå âèêèïåäèè � ýòî ýâîëþöèîííûé àëãîðèòì ñ íå÷åòêîé (áèîëîãè-
÷åñêîé, human-based) ôóíêöèåé öåëåâîãî îòáîðà [4, 5]. Ýâîëþöèîííûå àëãîðèòìû è
áåçìàñøòàáíûå ñåòè � èíòåíñèâíî èçó÷àåìûå ðàçäåëû ìàòåìàòèêè.

Cîöèàëüíûå ñåòè ñëîæíåå âèêèïåäèè èç-çà èñïîëüçîâàíèÿ áîëüøîãî ÷èñëà ðàç-
ëè÷íûõ îïåðàòîðîâ (àêòèâíîñòåé) �âäîëü� âèðòóàëüíûõ ñâÿçåé. À èìåííî, ñîöèàëü-
íîå îêðóæåíèå ó÷àñòíèêà ñåòè ìîæåò îêàçàòüñÿ ÷ðåçâû÷àéíî ðàçíîðîäíûì: îäíè
�äðóçüÿ� öåííû ýêñïåðòíûì ìíåíèåì, äðóãèå � ïåðåäà÷åé áëèçêèõ ïî èíòåðåñàì
èíôîðìàöèîííûõ ñîîáùåíèé, ê òðåòüèì ñôîðìèðîâàíî äîâåðèòåëüíîå îòíîøåíèå â
êàêèõ-òî äðóãèõ êîíòåêñòàõ. Ìíîæåñòâåííîñòü êîíòåêñòîâ (ðàçíîðîäíîñòü) èñïîëü-
çîâàíèÿ îïåðàòîðîâ ñâÿçåé íå ïîçâîëÿåò íåêîòîðûì ñîöèàëüíûì ñåòÿì îêàçàòüñÿ ïî-
íàñòîÿùåìó óñïåøíûìè. Ââåäåíèå êîíöåïöèè �êðóãîâ� â òàêîì íåñïåöèôè÷íîì ñîöè-
àëüíîì ñåðâèñå êàê Google+, âîçìîæíî, áûëî ïîïûòêîé âûñòðîèòü ñáàëàíñèðîâàí-
íîå îïåðèðîâàíèå ðàçíûìè êîíòåêñòàìè. Â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ ÷åòêîå âûäåëåíèå
�ïðåäïî÷èòàåìîãî� îïåðàòîðà ïîìîãàåò ñòðîèòü áîëåå ýôôåêòèâíûå ñåòè è ñåðâèñû.

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó ïîèñêà ýêñïîðòíûõ âîçìîæíîñòåé. Çàäàíû íàáîðû âíåøíèõ
äàííûõ: ãåîãðàôè÷åñêèå òåððèòîðèè, îáúåìû ðûíêîâ íà íèõ, èíòåíñèâíîñòü òîðãî-
âûõ è ïîëèòè÷åñêèõ ñâÿçåé, òðåíäû ïî âîçìîæíûì òåõíîëîãèÿì è ðàçâèòèÿì ýêî-
íîìèê; è íàáîðû âíóòðåííèõ äàííûõ: ñïèñîê ìîùíîñòåé è ñïåöèàëèçàöèé ïðåäïðèÿ-
òèé, ñêîðîñòü èõ ðàçâèòèÿ, ðàçðàáàòûâàåìûå òîðãîâûå ñâÿçè è èñòîðè÷åñêèå äàííûå
îáúåìîâ ïîñòàâîê. Íåîáõîäèìî: ïîñòðîèòü �ìÿãêóþ� ìîäåëü, èëëþñòðèðóþùóþ â çà-
äàííûõ âðåìåííûõ ïðîìåæóòêàõ âîçìîæíûå ðàçâèòèÿ è êàæäîãî ïðåäïðèÿòèÿ, è èõ
êîíãëîìåðàòà â öåëîì.

Ñðàâíèìîé ïî ñëîæíîñòè çàäà÷åé ÿâëÿåòñÿ ìîäåëèðîâàíèå ýâîëþöèè ñïåöèàëüíî-
ñòåé, ñïåöèàëèçàöèé, îòäåëüíûõ êóðñîâ â ðàìêàõ ÂÓÇîâ ñòðàíû. Çàäà÷à îïðåäåëåíèÿ
îïòèìàëüíûõ ïóòåé è ñôåð ãîñóäàðñòâåííî-îáùåñòâåííîãî è ãîñóäàðñòâåííî-÷àñòíîãî
âçàèìîäåéñòâèÿ � íàõîäèòñÿ â ýòîì æå êëàññå ïðîáëåì.

Ïàðàäîêñàëåí ôàêò: êàæäàÿ èç ýòèõ çàäà÷ íà îáùåãîñóäàðñòâåííîì, ñèñòåìíîì
óðîâíå ÷ðåçâû÷àéíî ñëîæíà äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ, è, òåì íå ìåíåå, îáùåñòâî (íå îá-
ðàùàÿñü ê ìàòåìàòè÷åñêèì ìîäåëÿì) ñðàâíèòåëüíî óñïåøíî ðåøàåò ýòè çàäà÷è íà
ïðàêòèêå. Ïîïðîáóåì âûäåëèòü îñíîâíûå ïðè÷èíû, ïî÷åìó òå îòäåëüíûå àíàëèòè-
÷åñêèå ìîäåëè, êîòîðûå, áåçóñëîâíî, ïðîñ÷èòûâàþòñÿ è íà óðîâíå îòðàñëåé, è â îò-
äåëüíûõ êðóïíûõ îðãàíèçàöèÿõ, ñëîæíî �ïðîäîëæèòü� äî âñåãî îáùåñòâà.

Êîîïåðàöèîííûå ìîäåëè. Òðàäèöèîííûé ïîäõîä ê ìîäåëèðîâàíèþ ÷àñòî îñíî-
âûâàåòñÿ íà íàáëþäåíèè çà ñóùåñòâóþùèì ïîâåäåíèåì ñèñòåìû è ïîñòðîåíèè ôóíê-
öèé, àäåêâàòíî àïïðîêñèìèðóþùèõ ýòî âçàèìîäåéñòâèå â öåëîì (ðîñò íàðîäîíàñåëå-
íèÿ, ðûíî÷íûå ðàâíîâåñèÿ, ÷èñëåííîñòü ïîïóëÿöèé òèïà �õèùíèê-æåðòâà� â âîäîå-
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ìå). Ïîñòðîåííûå ôóíêöèè ïîçâîëÿþò �çàãëÿäûâàòü âïåðåä� è óçíàâàòü â áëèæàéøåé
ïåðñïåêòèâå çíà÷åíèÿ öåëåâûõ ïàðàìåòðîâ [6]. Òàêîé òèï ìîäåëèðîâàíèÿ èìååò ñå-
ðüåçíûå ïðåèìóùåñòâà: íàãëÿäíîñòü èñïîëüçóåìûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ôîðìóë (÷àñòî
ñèñòåìû ëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé íåâûñîêèõ ïîðÿäêîâ), à òàêæå íà-
ëè÷èå õîðîøî ðàçðàáîòàííûõ êàê ñèìâîëüíûõ, òàê è ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ íàõîæäåíèÿ
èõ ðåøåíèé.

Äðóãîé ïîäõîä ê ìîäåëèðîâàíèþ ñîñòîèò â ïîñòðîåíèè áàçîâûõ ïðàâèë ôóíêöè-
îíèðîâàíèÿ êàæäîãî ýëåìåíòà ñèñòåìû è äàëåå â (÷èñëåííîì) ïîëó÷åíèè �ôîðìóëû
ñîñòîÿíèÿ� ñèñòåìû êàê êîîïåðàöèîííîãî âçàèìîäåéñòâèÿ åå ýëåìåíòîâ. Òàêîé òèï
ìîäåëèðîâàíèÿ âîçíèê îòíîñèòåëüíî íåäàâíî (ìåòîä êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ, ìåòîä ïî-
äâèæíûõ êëåòî÷íûõ àâòîìàòîâ [7] è äð.) è íàøåë óñïåøíîå ïðèìåíåíèå â ìîäåëèðî-
âàíèè ôèçè÷åñêèõ âçàèìîäåéñòâèé ñìåøàííûõ ñðåä, â ñîöèîëîãè÷åñêîì ïðîãíîçèðî-
âàíèè.

Ïðèâåäåì âîçìîæíûå îòëè÷èÿ àíàëèòè÷åñêèõ è êîîïåðàöèîííûõ ìîäåëåé â ðàì-
êàõ ïîñòàâëåííûõ çàäà÷.

1) Èñïîëüçóÿ òðàäèöèîííûå àíàëèòè÷åñêèå ìîäåëè ìîæíî õîðîøî îïèñûâàòü ïî-
âåäåíèå â öåëîì (�ñâåðõó�), îäíàêî ñëîæíåå ïîëó÷èòü êîíêðåòíûå ðåêîìåíäàöèè äëÿ
èíäèâèäóàëüíûõ ó÷àñòíèêîâ. Ìåòîä �íå çàìå÷àåò� íåîäíîðîäíîñòè â ñòðóêòóðå èñ-
ñëåäóåìîé ñèñòåìû. Êîîïåðàòèâíûå ìîäåëè ñòðîÿòñÿ, íàïðîòèâ, ïî âçàèìîäåéñòâèþ
ëîêàëüíûõ ÷àñòåé, ïîýòîìó ëó÷øå àäàïòèðóþòñÿ ê �ìàñøòàáèðîâàíèþ ðàçìåðà�.

2) Òðàäèöèîííûå ìîäåëè õîðîøî îïèñûâàþò ïîâåäåíèå ñèñòåìû, ïðîäîëæàþùåé
íàõîäèòñÿ â òåõ æå, îáû÷íî ñòàáèëüíûõ, óñëîâèÿõ ôóíêöèîíèðîâàíèÿ. Â ñëó÷àå æå
�óäàðíûõ âîëíîâûõ âîçäåéñòâèé� (ïàíèêà, ýïèäåìèÿ, ðåçêîå èçìåíåíèå óñëîâèé) êàê
íà âñþ ñèñòåìó, òàê è íà åå îòäåëüíûå ÷àñòè � ñâîè ïîëîæèòåëüíûå ñòîðîíû ïðîÿâ-
ëÿþò ìîäåëè, ïîñòðîåííûå íà êîîïåðàöèîííûõ ïðèíöèïàõ âçàèìîäåéñòâèÿ.

3) Âîçìîæíîñòü îïèñàíèÿ óñëîâèé �ðàâíîâåñèÿ� ñèñòåìû â òåðìèíàõ óðàâíåíèé
âûáðàííûõ ïàðàìåòðîâ (ñâîéñòâ) � ñèëüíàÿ ñòîðîíà òðàäèöèîííîãî àíàëèòè÷åñêîãî
ìîäåëèðîâàíèÿ. Àêòóàëüíà çàäà÷à ñíèæåíèÿ ðàçìåðíîñòè îïèñàòåëüíîé ìîäåëè, ò.å.
ìèíèìèçàöèÿ ÷èñëà �óïðàâëÿþùèõ�, �êà÷åñòâåííûõ� ïàðàìåòðîâ. Â ïðîöåññå ýâîëþ-
öèè îòêðûòîé ñèñòåìû âîçìîæíà ìèãðàöèÿ óïðàâëÿþùèõ ïàðàìåòðîâ. Òàêèì îáðà-
çîì, åñëè â òðàäèöèîííûõ àíàëèòè÷åñêèõ ìîäåëÿõ ôóíêöèÿ îïèñàíèÿ ñîçäàåòñÿ ëèøü
îäíàæäû â ïðîöåññå �íàáëþäåíèé� çà öåëåâîé ñèñòåìîé è äàëåå íå èçìåíÿåòñÿ, òî â
êîîïåðàòèâíûõ ìîäåëÿõ ñàìà ôóíêöèÿ îïèñàíèÿ ìîæåò ñòàíîâèòüñÿ èññëåäóåìûì
(ïàðàìåòðèçèðîâàííûì) îáúåêòîì.

Ìîäåëè ñ àêòèâíîé ïàìÿòüþ.Ìíîãèå òðàäèöèîííûå ìîäåëè, ñôîðìóëèðîâàí-
íûå â òåðìèíàõ �äèíàìè÷åñêèõ ðàâíîâåñèé�, îñóùåñòâëÿþò ïðîãíîçèðîâàíèå ëèøü
íà îñíîâå òåêóùåãî ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû. Â áèîëîãè÷åñêèõ è ñîöèàëüíûõ ñèñòåìàõ,
íàïðîòèâ, ïðîèçîøåäøèå ñ ñèñòåìîé èçìåíåíèÿ íàêàïëèâàþòñÿ è ïåðåäàþòñÿ (êîýâî-
ëþöèÿ, âèðóñíûé ïåðåíîñ ãåíîâ, ðåôëåêñû è àññîöèàòèâíàÿ ïàìÿòü, êóëüòóðà). Ïðè
ïîâòîðÿþùåìñÿ âûâåäåíèè �ñòàíäàðòíîé ìîäåëè� èç ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ ñêîðîñòü
åå îáðàòíîé ñòàáèëèçàöèè îêàæåòñÿ ïîñòîÿííîé. Àíàëîãè÷íûé îïûò íàä ðåàëüíûìè
ñèñòåìàìè ïîêàæåò, ÷òî �ðåàêöèè íà èçìåíåíèÿ� âñòðàèâàþòñÿ â ñèñòåìó è ìîãóò
�ìóëüòèïëèöèðîâàòüñÿ� íà ïîñëåäóþùèõ âèòêàõ. Êðîìå ýòîãî, ñëîæíûå ñàìîîðãàíè-
çóþùèåñÿ ñèñòåìû õàðàêòåðèçóþòñÿ ïóëüñàöèåé ñâîåãî ðàçâèòèÿ (â òåðìèíàõ ñèíåð-
ãåòèêè [8] ýòî îáúÿñíÿåòñÿ öèêëè÷åñêèì êîíêóðèðîâàíèåì ðåæèìîâ HS-ðàçìûâàíèÿ
è LS-ëîêàëèçàöèè). Òàêèì îáðàçîì, �àêòèâíîå� âîçäåéñòâèå èñòîðèè íà ðàçâèòèå ñè-
ñòåìû � íåîáõîäèìîå ñâîéñòâî ñîçäàâàåìûõ ìîäåëåé.
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Ìÿãêèå ìîäåëè. Ìÿãêîå ìîäåëèðîâàíèå [11] ó÷èòûâàåò ñòðóêòóðíóþ óñòîé÷è-
âîñòü ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ è íàöåëåíî íà îïèñàíèå �òîïîëîãè÷åñêè ýêâèâàëåíò-
íûõ� êëàññîâ âîçìîæíûõ òðàåêòîðèé ðàçâèòèé ñèñòåìû. Ê ìÿãêîìó ìîäåëèðîâàíèþ
ïðèìûêàþò íàïðàâëåíèÿ íå÷åòêèõ âûñêàçûâàíèé, ñïåöèàëüíûõ ëîãèê, àíàëèçà äàí-
íûõ [9]. Íåêîòîðûå èññëåäîâàòåëè ïîëàãàþò [10], ÷òî ìåõàíèçìû ìûøëåíèÿ (ñàìî-
îðãàíèçàöèè, ïîñòðîåíèÿ ëîãèê) íåñâîéñòâåííû ñàìîé ïðèðîäå èëè ÷åëîâåêó àïðè-
îðíî è ìîãóò èëè äîëæíû áûòü âûâåäåíû â ðåçóëüòàòå ñàìîîðãàíèçàöèè ñòðóêòóð,
èñïîëüçóåìûõ â ìîäåëèðîâàíèè êîíêðåòíîé çàäà÷è. Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ïðèâåäåì
äèíàìè÷åñêóþ ëîãèêó [10], â ðàìêàõ êîòîðîé ñòåïåíü íå÷åòêîñòè âûñêàçûâàíèé â íà-
÷àëå è â êîíöå îáó÷åíèÿ ðàçëè÷àþòñÿ. Ôàêòè÷åñêè äåëàåòñÿ ïîïûòêà íå ïîäáèðàòü
ìàòåìàòè÷åñêèé àïïàðàò çàðàíåå è èçâíå (âåðîÿòíîñòíàÿ ëîãèêà, íå÷åòêàÿ ëîãèêà,
ìîäåëè ðàñïîçíàâàíèÿ ñ çàäàííûìè âåñîâûìè êîýôôèöèåíòàìè, ýâðèñòè÷åñêèå àë-
ãîðèòìû), íî �âûðàùèâàòü� åãî â ðàìêàõ êîíêðåòíîãî àäàïòèâíîãî ðàçâèòèÿ ñàìîé
ìîäåëè è âîçíèêàþùèõ ïåðåä íåé çàäà÷.

Èòàê, îáùåñòâî (êàê îòêðûòàÿ áèîëîãè÷åñêàÿ ñèñòåìà) ðàáîòàåò êîîïåðàòèâíî,
ïðè àêòèâíîì âëèÿíèè èñòîðè÷åñêîãî îïûòà è ñ èñïîëüçîâàíèåì íå÷åòêèõ, àäàïòèâ-
íûõ, �ýêñïåðòíûõ� äàííûõ, ïðàâèë è òåðìèíîâ. Ïîýòîìó áóäåò óìåñòíûì ñîãëàñèòüñÿ,
÷òî ðåøåíèå ñëîæíûõ ýêîíîìè÷åñêèõ, îáðàçîâàòåëüíûõ, ñîöèàëüíûõ çàäà÷ � ýòî ñêî-
ðåå êîàëèöèîííîå, íå÷åòêîå òâîð÷åñòâî ýêñïåðòîâ, ÷åì �òðàäèöèîííûé ÿçûê ñòðîãèõ
ïðàâèë è öèôð�. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ðàçâèòûé ê íàñòîÿùåìó ìîìåíòó ìàòåìàòè÷åñêèé
àïïàðàò ìîæåò ïîïûòàòüñÿ îáúÿñíèòü, ïî÷åìó òàêîé, íà ïåðâûé âçãëÿä, äàëåêèé îò
ôîðìàëèçàöèè ïðîöåññ âñå æå íàõîäèòñÿ â ãðàíèöàõ åñòåñòâåííîãî ðàçâèòèÿ ñîöè-
àëüíûõ è áèîëîãè÷åñêèõ ñèñòåì è äîïóñêàåò �ñîîòâåòñòâóþùåå� ìîäåëèðîâàíèå.

Óñïåõ âèêèïåäèè ïîäòâåðæäàåò, ÷òî êîîïåðàöèÿ â ñîçäàíèè î÷åíü áîëüøèõ è
êîíòåêñòíî-ðàçíîðîäíûõ ñåòåé çíàíèé ïðè îïðåäåëåííûõ óñëîâèÿõ îñóùåñòâèìà.
Ìîæíî ëè ñîçäàòü âèêèïåäèþ ïðîöåññîâ, ÷òîáû ãðóïïû ëþäåé ìîãëè 1) îïèñûâàòü è
ðàçâèâàòü ïðîöåññû; 2) êîîïåðàòèâíî âçàèìîäåéñòâîâàòü ñ ïîìîùüþ ýòîé ñèñòåìû â
ðåàëüíûõ ïðîöåññàõ (ïðîèçâîäñòâåííûõ, îáùåñòâåííûõ íàó÷íûõ, æèçíåííûõ); 3) îò-
êðûâàòü íîâûå ïðîöåññû, íàõîäèòü âçàèìîñâÿçè, îïòèìèçèðîâàòü èõ, ñòðîèòü íîâûå
ýâîëþöèîííûå ñòðóêòóðû, íàõîäÿùèåñÿ �íàä� ïðîöåññàìè.

Îòìåòèì, ÷òî ëîêàëüíûå �ýêñïåðòíûå� âèêèïåäèè ïðîöåññîâ óæå ðàçâèâàþòñÿ:
íåêîòîðûå êîìïàíèè ïûòàþòñÿ ñîïîñòàâèòü äàííûå î êëèåíòå è ñóùåñòâóþùèå �ïàò-
òåðíû� ïîêóïîê äëÿ ïîñëåäóþùåãî �ñîîòíåñåíèå� êëèåíòà ñ òåì èëè èíûì ïðîöåññîì.
Ýòî ïîçâîëÿåò ïðåäóãàäàòü âîçìîæíûå ïîòðåáíîñòè êëèåíòà è îïåðåäèòü äðóãèå ìà-
ãàçèíû. Íåñêîëüêî ïðàêñåîëîãè÷åñêèõ è èíæåíåðíûõ êîìèòåòîâ ðàáîòàþò íàä �ìå-
òàÿçûêîì� äëÿ îïèñàíèé îðãàíèçàöèîííûõ ïðàêòèê è ïðîöåññîâ. Âñå ýòî, íà íàø
âçãëÿä, ãîâîðèò î òîì, ÷òî îáùåñòâåííàÿ êîîïåðàöèÿ [12] äëÿ èíòåãðàöèè ïðîöåñ-
ñîâ, ïóáëè÷íûõ äàííûõ, ñîîòâåòñòâóþùåãî ìàòåìàòè÷åñêîãî è âû÷èñëèòåëüíîãî èí-
ñòðóìåíòàðèåâ, � àêòóàëüíà. Ïîäîáíóþ êîîïåðàöèþ ìîæíî îñóùåñòâëÿòü íà îñíîâå
ñóùåñòâóþùèõ èíôîðìàöèîííûõ òåõíîëîãèé. Çàÿâëåííûå ïðèíöèïû ìÿãêîñòè, êî-
îïåðàòèâíîñòè, íàëè÷èÿ àêòèâíîé ïàìÿòè â ðåàëèçóåìûõ ìîäåëÿõ ìîæíî ñ÷èòàòü
òðåáîâàíèÿìè, âûäâèãàåìûìè ê òàêîãî ðîäà èíôîðìàöèîííûì ñèñòåìàì.
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ÏÎËÈÝÄÐÛ, ÍÅÇÀÂÈÑÈÌÛÅ ÌÍÎÆÅÑÒÂÀ
È ÃÈÃÀÁÀÉÒÍÎÅ ËÈÍÅÉÍÎÅ ÏÐÎÃÐÀÌÌÈÐÎÂÀÍÈÅ

Å.À. Íóðìèíñêèé, Í.Á. Øàìðàé

Âñåîáùàÿ êîìïüþòåðèçàöèÿ áèçíåñ-ïðîöåññîâ ïîðîäèëà îãðîìíûå îáúåìû äàí-
íûõ, ïðåäîñòàâëÿþùèå áîëüøèå ïîòåíöèàëüíûå âîçìîæíîñòè äëÿ ïîñòðîåíèÿ î÷åíü
äåòàëüíûõ ýêîíîìèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé. Òåì íå ìåíåå ëèøü íåáîëüøàÿ ÷àñòü
ýòèõ äàííûõ èñïîëüçóåòñÿ â öåëÿõ ïðèíÿòèÿ óïðàâëÿþùèõ ðåøåíèé, íà ÷òî åñòü
ìíîæåñòâî òåõíè÷åñêèõ, îðãàíèçàöèîííûõ è äðóãèõ ïðè÷èí.

Îäíà èç ýòèõ ïðè÷èí çàêëþ÷àåòñÿ â ñëîæíîñòÿõ ðàáîòû ñ ðåøåíèåì ñâåðõ-
áîëüøèõ ýêîíîìèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé. Ïî ñóòè äåëà â ïðàêòè÷åñêèõ òåðìèíàõ
äàæå îòðàáîòàííàÿ ìåòîäîëîãèÿ ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ äëÿ çàäà÷ ïîðÿäêà
107 ïåðåìåííûõ, 106 îãðàíè÷åíèé ïðåäñòàâëÿåò ñóùåñòâåííóþ ïðîáëåìó, âûäåëÿå-
ìóþ â êëàññ huge-scale ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ [1,2]. Çà îòñóòñòâèåì óñòîÿâøå-
ãîñÿ ðóññêîãî òåðìèíà áóäåì íàçûâàòü ýòî íàïðàâëåíèå ÃËÏ � ãèãàáàéòíîå ëèíåéíîå
ïðîãðàììèðîâàíèå, ÷òî, êàê ïðåäñòàâëÿåòñÿ, è êîëè÷åñòâåííî îòðàæàåò õàðàêòåðíûå
ðàçìåðû îïòèìèçàöèîííûõ çàäà÷, íàõîäÿùèåñÿ â ïðåäåëàõ âîçìîæíîñòåé ñîâðåìåí-
íîé ìàññîâîé âû÷èñëèòåëüíîé òåõíèêè.

Èñòî÷íèêàìè òàêèõ çàäà÷ ÿâëÿþòñÿ, íàïðèìåð, ìíîãîèíäåêñíûå òðàíñïîðòíî-ëî-
ãèñòè÷åñêèå ïðîáëåìû, ìîäåëè äîðîæíîãî äâèæåíèÿ â êðóïíûõ ãîðîäàõ, ìíîãîïðî-
äóêòîâûå äèíàìè÷åñêèå ïðîèçâîäñòâåííûå ìîäåëè, ïðîáëåìû ìàðøðóòèçàöèè òåëå-
êîììóíèêàöèîííîãî òðàôèêà è ïð. Áîëüøóþ èçâåñòíîñòü ïðèîáðåëà, íàïðèìåð, ïðî-
áëåìà ðàíæèðîâàíèÿ èíòåðíåò ñòðàíèö (Google problem), õîòÿ è íå ðåêîðäíàÿ ïî
ñâîåìó îáúåìó. Ðåçóëüòàòû, ïðåäñòàâëåííûå â äîêëàäå, ìîòèâèðîâàíû â îñíîâíîì
çàäà÷àìè ìîäåëèðîâàíèÿ ãîðîäñêîãî òðàôèêà, îäíàêî ê òàêèì çàäà÷àì ïðîÿâëåí
çíà÷èòåëüíûé èíòåðåñ è ñî ñòîðîíû òðàíñïîðòíî-ëîãèñòè÷åñêîãî áèçíåñà. Êàê îêàçà-
ëîñü, ðàáîòà ñ ïðàêòè÷åñêèìè ìîäåëÿìè ïîçâîëèëà îáðàòèòü âíèìàíèå íà íåêîòîðûå
îñîáåííîñòè ÃËÏ, apriori íåî÷åâèäíûå. Ñ ìàòåìàòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ, ìû ðàññìàò-
ðèâàåì êëàññè÷åñêîå ëèíåéíîå ïðîãðàììèðîâàíèå âèäà

min
Ax≤b,x≥0

cx = min
x∈X

cx = cx⋆ (1)

ñ òîé îñîáåííîñòüþ, ÷òî dim(x) ∼ 107 è êîëè÷åñòâî îãðàíè÷åíèé ( ñòðîê ìàòðèöû A
èìååò ïîðÿäîê 105-106. Âòîðîé îñîáåííîñòüþ çàäà÷ òàêîãî ìàñøòàáà ÿâëÿåòñÿ èõ âû-
ñîêàÿ ðàçðåæåííîñòü ïîðÿäêà 10−5-10−6, ÷òî, ñîáñòâåííî ãîâîðÿ, è èìååò ðåøàþùåå
çíà÷åíèå â ïîïûòêàõ ðåøèòü òàêèå çàäà÷è. Ïëîòíûå ìàòðèöû ñ êîëè÷åñòâîì ýëå-
ìåíòîâ ïîðÿäêà 1013 (îê. 100 Tb) ïîêà åùå çà ïðåäåëàìè âîçìîæíîñòåé ñîâðåìåííîé
âû÷èñëèòåëüíîé òåõíèêè.

Ðàçðåæåííîñòü ìîæåò èìåòü ñòðóêòóðèðîâàííóþ ôîðìó (áëî÷íàÿ äèàãîíàëüíàÿ,
îáîáùåííûå âåðõíèå ãðàíèöû, ñåòåâàÿ ñòðóêòóðà è äð.), ÷òî èíîãäà ïîçâîëÿåò ñîçäà-
âàòü ñïåöèàëèçèðîâàííûå àëãîðèòìû äëÿ çàäà÷ áîëüøîé ðàçìåðíîñòè. Îäíàêî äëÿ
ñëîæíûõ êîìïëåêñíûõ çàäà÷ ÃËÏ îïðåäåëåííàÿ ñòðóêòóðà ðàçìûâàåòñÿ è ðàññ÷èòû-
âàòü íà êàêèå-ëèáî ñïåöèàëèçèðîâàííûå àëãîðèòìû íå ïðèõîäèòñÿ. Êîñâåííûì ñâè-
äåòåëüñòâîì ýòîìó ÿâëÿþòñÿ ðèñ. 1, ãäå ïðèâåäåíî ðàñïðåäåëåíèå êîëè÷åñòâà íåíóëå-
âûõ ýëåìåíòîâ â ñòðîêàõ îãðàíè÷åíèé â òèïîâîé çàäà÷å òðàíñïîðòíî-ëîãèñòè÷åñêîãî
òèïà ãèãàáàéòíîãî ìàñøòàáà. Ðàñïðåäåëåíèå íåíóëåâûõ ýëåìåíòîâ äîñòàòî÷íî ðàçìû-
òîå è ñîîòâåòñòâóåò ñêîðåå ðàçðåæåííûì scale-free ñòîõàñòè÷åñêèì ãðàôàì. Â ñâÿçè
ñ ýòèì â äîêëàäå îïèñàíû îïèñàí ïîäõîä, îñíîâàííûé íà äîñòàòî÷íî óíèâåðñàëüíûõ
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Ðèñ. 1: Ðàñïðåäåëåíèå íåíóëåâûõ ýëåìåíòîâ ïî ñòðîêàì

àëãîðèòìàõ ïðîåêòèâíîãî òèïà, èñïîëüçóþùèõ íåñòðóêòóðèðîâàííóþ ðàçðåæåííîñòü
è âûòåêàþùóþ èç íåé âîçìîæíîñòè äåêîìïîçèöèè.

Òåîðåòè÷åñêóþ îñíîâó äëÿ ïðîåêòèâíîãî ïîäõîäà ê ðåøåíèþ çàäà÷è (1) ïðåäñòàâ-
ëÿåò åå ñâåäåíèå ê ðåøåíèþ ïðîåêòèâíîãî óðàâíåíèÿ

x = ΠX(x− θc), (2)

ãäå ΠX � îïåðàòîð îðòîãîíàëüíîé ïðîåêöèè íà ìíîæåñòâîX = {x : Ax ≤ b}, êîíñòàí-
òà θ > 0. Ïðèâëåêàòåëüíîñòü ýòîãî ïîäõîäà çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî äëÿ äîñòàòî÷íî
áîëüøîãî θ äîñòàòî÷íî îäíîêðàòíîãî âû÷èñëåíèÿ ïðîåêòèâíîãî îïåðàòîðà:

x⋆ = ΠX(x
0 − θc) (3)

äëÿ ïðîèçâîëüíîãî x0. Êîíñòàíòà θ çàâèñèò, êîíå÷íî, îò íà÷àëüíîé òî÷êè x0. Âû÷èñ-
ëåíèþ ïðîåêöèé íà âûïóêëûå ìíîãîãðàííèêè ïîñâÿùåíî ìíîæåñòâî ðàáîò, c êîòî-
ðûìè ìîæíî îçíàêîìèòüñÿ ïî áîëåå èëè ìåíåå ñîâðåìåííîìó, õîòÿ óæå è ïîñòåïåííî
óñòàðåâàþùåìó îáçîðó [3]. Èíòåðåñ ê ïðîåêòèâíûì àëãîðèòìàì äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è
(1) ñâÿçàí åùå ñî ñëåäóþùèìè îáñòîÿòåëüñòâàìè:

1. Óíèâåðñàëüíîñòü. Ýòè àëãîðèòìû ñ îäíîé ñòîðîíû ñëàáî ïðèâÿçàíû ê ñòðóê-
òóðå çàäà÷è, à ñ äðóãîé ñòîðîíû ïðè ñëó÷àå äàþò âîçìîæíîñòü åå ýôôåêòèâíî
èñïîëüçîâàòü.

2. Ïðîñòîòà âû÷èñëèòåëüíûõ îïåðàöèé. Ïðîåêòèâíûå àëãîðèòìû îïèðàþòñÿ íà
õîðîøî ðàçðàáîòàííûé àïïàðàò âû÷èñëèòåëüíîé ëèíåéíîé àëãåáðû.
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3. Äîñòàòî÷íî áîëüøîé ïîòåíöèàë ïàðàëëåëèçàöèè, õîòÿ è ïî ïîâîäó ýôôåêòèâ-
íîñòè èõ ïðèìåíåíèÿ èìåþòñÿ è ðàçëè÷íûå ìíåíèÿ [4,5].

Ïðåäñòàâëåííûé â ðàáîòå ïîäõîä îñíîâàí íà ñâåäåíèè çàäà÷è ïðîåêöèè (3) ê ïðî-
åêöèè íà ïîëèòîïû [6], êîòîðàÿ òàêæå èìååò çíà÷èòåëüíûé íàáîð ýôôåêòèâíûõ àë-
ãîðèòìîâ, íà÷èíàÿ îò ðàáîò [7,8] è çàêàí÷èâàÿ î÷åíü áûñòðûì àëãîðèòìîì ïðîåêòè-
ðîâàíèÿ íà ñèìïëåêñî-ïîäîáíûå ìíîãîãðàííèêè [9]. Â ðàçðåæåííûõ ìàòðèöàõ ìîæíî
äîñòàòî÷íî ýôôåêòèâíî âûäåëÿòü ñèìïëåêñî-ïîäîáíûå ïîäìíîæåñòâà îãðàíè÷åíèé,
÷òî ñ òåîðåòèêî-ãðàôîâîé òî÷êè çðåíèÿ ñâîäèòñÿ ê çàäà÷àì äåêîìïîçèöèè ãðàôà íà
íåçàâèñèìûå ïîäìíîæåñòâà. Òàêàÿ çàäà÷à, õîòÿ è ÿâëÿåòñÿ NP-ñëîæíîé, íî íà ïðàê-
òèêå æàäíûå ýâðèñòèêè òèïà [10] îêàçûâàþòñÿ âïîëíå óäîâëåòâîðèòåëüíûìè.

Â òàáë. 1 ïðèâåäåíû óñðåäíåííûå äàííûå ïðè 10-êðàòíîì ïðîåêòèðîâàíèè ñëó÷àé-
íûõ òî÷åê íà ïîëèòîïû, ïîðîæäåííûå ïîäìíîæåñòâàìè ñòðóêòóðíî îðòîãîíàëüíûõ
ñòðîê îãðàíè÷åíèé ïðèêëàäíîé çàäà÷è ðàçìåðíîñòüþ 130641 × 3349864 × 13929381
(îãðàíè÷åíèé, ïåðåìåííûõ, íåíóëåâûõ ýëåìåíòîâ) ñ ïëîòíîñòüþ íåíóëåâûõ ýëåìåí-
òîâ 3.183 10−5.

Òàáëèöà 1: Ïðîåêöèÿ íà ïîëèòîïû, ïîðîæäåííûå ïîäìíîæåñòâàìè ñòðóêòóðíî îðòî-
ãîíàëüíûõ ñòðîê îãðàíè÷åíèé ïðèêëàäíîé çàäà÷è. Ñòîëáöû òàáëèöû : m � êîëè÷å-
ñòâî âåêòîðîâ, n � ðàçìåðíîñòü âåêòîðîâ, ρ � ïëîòíîñòü íåíóëåâûõ ýëåìåíòîâ, t �
ñðåäíåå âðåìÿ íà 1 èòåðàöèþ ïðîåêòîðà, iter � ñðåäíåå êîëè÷åñòâî èòåðàöèé.

m n ρ t iter
3956 276657 2.528 10−4 1.3044 8.80
4648 219989 2.151 10−4 0.4220 8.40
5585 373285 1.791 10−4 2.0746 9.00
8104 367590 1.234 10−4 0.8558 9.30
12191 818397 8.203 10−5 6.5938 10.10
13426 791975 7.448 10−5 5.3685 10.40
23884 1472946 4.187 10−5 5.3756 10.60
30639 1687920 3.264 10−5 6.5454 11.10

Ïðè ðàçëîæåíèè èñõîäíîé çàäà÷è íà îïåðàöèè ïðîåêòèðîâàíèÿ íà íåçàâèñèìûå
ìíîæåñòâà âîçíèêàåò âîïðîñ î êîîðäèíàöèè ïîëó÷åííûõ ðåøåíèé. Ïåðñïåêòèâíûì
íàïðàâëåíèåì ïðè ýòîì ïðåäñòàâëÿåòñÿ èñïîëüçîâàíèå ïðîöåññà [11], êîòîðûé îñíî-
âàí íà ðàçäåëüíîì ïðîåêòèðîâàíèè íà íåçàâèñèìûå ìíîæåñòâà ñ ïîñëåäóþùåé êîîð-
äèíàöèåé ïîëó÷àåìûõ ðåøåíèé, òàêæå îñíîâàííîé íà ïðîåêòèâíîé çàäà÷å. Íà ðèñ. 2
ïðåäñòàâëåíà ðàáîòà êîîðäèíàöèîííîãî àëãîðèòìà, ãäå äîñòàòî÷íî óâåðåííî ìîæíî
ãîâîðèòü î åãî ëèíåéíîé ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè. Â äàííîì ñëó÷àå ðåøàëàñü çàäà÷à
130640x3349864x13929381, è ïî îñè Oy îòëîæåíà îòíîñèòåëüíàÿ òî÷íîñòü ïîëó÷àåìî-
ãî ïðèáëèæåíèÿ äëÿ âåêòîðà ìèíèìàëüíîé äëèíû. Íà ëåâîì ãðàôèêå ïðèâåäåíà (â
ëîãàðèôìè÷åñêîé øêàëå) îòíîñèòåëüíàÿ òî÷íîñòü, à íà ïðàâîì � åå àïïðîêñèìàöèÿ
ëèíåéíîé çàâèñèìîñòüþ îò ÷èñëà èòåðàöèé. Ïîëó÷åííûå äàííûå ïîçâîëÿþò ïðåäïî-
ëîæèòü, ÷òî ïðè ÷èñëå öèêëîâ ïîðÿäêà 100 áóäåò äîñòèãíóòà äîñòàòî÷íî ïðèåìëåìàÿ
îòíîñèòåëüíàÿ òî÷íîñòü ïîðÿäêà 10−4.

Ïðåäñòàâëåííûå â ðàáîòå ðåçóëüòàòû õîòÿ è îáíàäåæèâàþò, íî âñå æå èìåþò
ïðåäâàðèòåëüíûé õàðàêòåð, è ïðåäñòîèò ðåøèòü ìíîæåñòâî ðàçëè÷íûõ ïðîáëåì äî
òîãî, êàê ìîæíî áóäåò ãîâîðèòü î ïîëíîé ïðàêòè÷åñêîé ïðèìåíèìîñòè ýòîãî êëàññà
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Ðèñ. 2: Ðàáîòà êîîðäèíàöèîííîãî àëãîðèòìà

àëãîðèòìîâ. Âìåñòå ñ òåì, ñî ñòîðîíû ïðîìûøëåííîñòè îïðåäåëåííî íàáëþäàåòñÿ
çàèíòåðåñîâàííîñòü â òàêîãî ñîðòà ðàçðàáîòêàõ, è íàøåé çàäà÷åé ÿâëÿåòñÿ ïîèñê
àäåêâàòíîãî îòâåòà íà ýòîò âûçîâ.

Ðàáîòà ÷àñòè÷íî ïîääåðæàíà ïðîåêòàìè ÄÂÎ ÐÀÍ 12-I-Ï18-04 (Ïðîãðàììà
Ïðåçèäèóìà ÐÀÍ N 18), �Ïðîåêòèâíûå àëãîðèòìû è ïðîãðàììíîå îáåñïå÷åíèå
äëÿ ðåøåíèÿ ñâåðõáîëüøèõ ýêñòðåìàëüíûõ è ðàâíîâåñíûõ çàäà÷ òðàíñïîðòíîãî
ìîäåëèðîâàíèÿ�, 12-III-À-01È-014 �Àëãîðèòìû è ïðîãðàììíîå îáåñïå÷åíèå äëÿ
ðåøåíèÿ ïîëèýäðàëüíûõ âûïóêëûõ ïðîåêòèâíûõ çàäà÷�.
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ÀÍÀËÈÇ ÓÑÒÎÉ×ÈÂÎÑÒÈ ÏÎËÎÆÅÍÈß ÐÀÂÍÎÂÅÑÈß
Â ÌÎÄÅËÈ ÍÅÉÌÀÍÀ ÄËß ÌÍÎÃÎÎÒÐÀÑËÅÂÎÉ ÝÊÎÍÎÌÈÊÈ

À.Â. Ïàíþêîâ

Ìîäåëü ìíîãîîòðàñëåâîãî ïëàíèðîâàíèÿ Íåéìàíà îêàçàëà áîëüøîå âëèÿíèå íà
òåîðèþ ýêîíîìè÷åñêîãî ðîñòà è ñòèìóëèðîâàëà ðàçâèòèå ìàòåìàòè÷åñêîé ýêîíîìèêè
[1]. Òåì íå ìåíåå, âî ìíîãèõ ïóáëèêàöèÿõ ìîäåëü Íåéìàíà îïèñûâàåòñÿ êàê íåâû÷èñ-
ëèìàÿ ÷èñòî òåîðåòè÷åñêàÿ ìîäåëü (íàïðèìåð, [2]), à äëÿ ïðàêòè÷åñêèõ ðåçóëüòàòîâ
ïðåäëàãàåòñÿ èñïîëüçîâàòü ìîäåëü Ëåîíòüåâà, ÿâëÿþùåéñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì ìîäå-
ëè Íåéìàíà. Â òî æå âðåìÿ ìîäåëü Íåéìàíà ìîæåò áûòü ïðèìåíåíà íå òîëüêî äëÿ
ìíîãîîòðàñëåâîãî ïëàíèðîâàíèÿ, íî è äëÿ ðåøåíèÿ äðóãèõ çàäà÷, íàïðèìåð, äëÿ îï-
òèìèçàöèè áþäæåòà ïðîäàæ ïðè öåíîâîé äèâåðñèôèêàöèè [3]. Ïîýòîìó ðàçðàáîòêà
÷èñëåííûõ ìåòîäîâ äëÿ ìîäåëè Íåéìàíà ÿâëÿåòñÿ àêòóàëüíîé. Àâòîðàìè áûëè ðàç-
ðàáîòàíû ýôôåêòèâíûå ÷èñëåííûå ìåòîäû íàõîæäåíèÿ ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ, êîòî-
ðûå ìîãóò áûòü ðåàëèçîâàíû â ïðîãðàììíûõ ñðåäñòâàõ, èñïîëüçóþùèõ âû÷èñëåíèÿ
ñ ïëàâàþùåé òî÷êîé [4]. Äàííûå ìåòîäû îñíîâûâàþòñÿ íà òåîðèè èãð è ëèíåéíîì
ïðîãðàììèðîâàíèè.

Îáùèì ïîëîæåíèåì ðàâíîâåñèÿ â ìîäåëè Íåéìàíà (A,B), ãäå A è B � ýòî çà-
äàííûå n ×m ìàòðèöû çàòðàò è âûïóñêà ñ íåîòðèöàòåëüíûìè ýëåìåíòàìè aij ≥ 0,
bij ≥ 0, i = 1, 2, . . . n, j = 1, 2, . . .m, ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèå (λ, x, w) ñèñòåìû áèëèíåéíûõ
íåðàâåíñòâ è óðàâíåíèé:

(A− λB)x ≤ 0, (x, em) = 1, x ≥ 0, (1)

(A− λB)T w ≥ 0, (w, en) = 1, w ≥ 0, (2)

ãäå el ∈ Rl, l ∈ {m,n} òàêîé, ÷òî (∀i = 1, 2, . . . , l) eli = 1. Èç äàííîãî îïðåäåëåíèÿ
îáùåãî ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ ñëåäóåò, ÷òî λ ≥ 0.

Íåâûðîæäåííûì ïîëîæåíèåì ðàâíîâåñèÿ ÿâëÿåòñÿ ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ
(λ, x, w), óäîâëåòâîðÿþùåå äîïîëíèòåëüíîìó óñëîâèþ wTAx > 0.

Â îáùåì ñëó÷àå ñèñòåìà (1)�(2) èìååò íå åäèíñòâåííîå ðåøåíèå. Ïîñêîëüêó ÷èñ-
ëî λ−1 èíòåðïðåòèðóåòñÿ êàê ðàâíîâåñíûé òåìï ðîñòà, êîòîðûé äîñòèãàåòñÿ çà ñ÷åò
ñòðóêòóðû èíòåíñèâíîñòåé ïðîöåññîâ x è ñòðóêòóðû ðàâíîâåñíûõ öåí íà òîâàðû w,
òî äëÿ òåîðèè è ïðàêòèêè íàèáîëüøèé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿþò ÷àñòíûå ïîëîæåíèÿ
ðàâíîâåñèÿ ñ ýêñòðåìàëüíûìè çíà÷åíèÿìè λ.

Îáîçíà÷èì λ∗ ìàêñèìàëüíîå λ, óäîâëåòâîðÿþùåå (1)-(2). ×èñëî λ∗ íàçûâàþò ÷èñ-
ëîì Ôðîáåíèóñà, à ñîîòâåòñòâóþùèå åìó âåêòîðû x∗ è w∗ � ïðÿìûì è äâîéñòâåííûì
âåêòîðàìè Ôðîáåíèóñà. Òàêèì îáðàçîì, ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ (λ∗, x∗, w∗) ÿâëÿåòñÿ
ðåøåíèåì ñëåäóþùåé çàäà÷è ìàòåìàòè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ

(λ∗, x∗, w∗) = arg max
λ,x,w∈D(A,B)

λ,

D(A,B) =

{
(λ, x, w)

∣∣∣∣ (A− λB)x ≤ 0, (A− λB)Tw ≥ 0,
(x, em) = 1, (w, en) = 1, x ≥ 0, w ≥ 0, λ ≥ 0

}
.

(3)

Àíàëîãè÷íî îáîçíà÷èì λ∗ ìèíèìàëüíîå λ, óäîâëåòâîðÿþùåå (1)-(2). ×èñëî λ∗
íàçûâàþò ÷èñëîì Íåéìàíà, à ñîîòâåòñòâóþùèå åìó âåêòîðû x∗ è w∗ � ïðÿìûì è
äâîéñòâåííûì âåêòîðàìè Íåéìàíà. Â äàëüíåéøåì ïîä ïîëîæåíèåì ðàâíîâåñèÿ äëÿ
ìîäåëè Íåéìàíà ïîäðàçóìåâàåòñÿ (λ∗, x∗, w∗).
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×èñëåííûå ìåòîäû ðåøåíèÿ çàäà÷è (3) ðàññìàòðèâàþòñÿ â [5]. Îíè îñíîâàíû íà
íàõîæäåíèè êîðíåé íåóáûâàþùåé ôóíêöèè

u(λ) = min
x: (x,em)=1, x≥0

max
i=1,2,...n

m∑
j=1

(aij − λbij) xj

èëè

v(λ) = max
w: (w,en)=1, w≥0

min
j=1,2,...m

n∑
i=1

(aij − λbij)wi.

Åñëè çíà÷åíèå λ ôèêñèðîâàíî, òî çíà÷åíèÿ ôóíêöèé u(λ) è v(λ) ðàâíû îïòèìàëüíîìó
çíà÷åíèþ âçàèìîäâîéñòâåííûõ çàäà÷ ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ

min {u : (A− λB) x ≤ u, (x, em) = 1, x ≥ 0} , (4)

max
{
v : (A− λB)T w ≥ v, (w, en) = 1, w ≥ 0

}
. (5)

Êîãäà çíà÷åíèå λ áëèçêî ê êîðíÿì ôóíêöèé u(λ), v(λ) → 0, çàäà÷è (4) è (5)
ñòàíîâÿòñÿ âûðîæäåííûìè èç-çà áëèçîñòè ê íóëþ áàçèñíûõ ïåðåìåííûõ u è v â îï-
òèìàëüíîì áàçèñíîì ðåøåíèè çàäà÷. Ïîýòîìó çàäà÷è (4) è (5) íå ìîãóò áûòü ðåøåíû
òðàäèöèîííûìè ìåòîäàìè íà îñíîâå âû÷èñëåíèé ñ ïëàâàþùåé òî÷êîé.

Äàëåå ïðåäñòàâëåíû ïîëó÷åííûå àâòîðàìè ðåçóëüòàòû ïî íàõîæäåíèþ êîðíåé
ôóíêöèé u(λ) è v(λ) ñ èñïîëüçîâàíèåì ìåòîäîâ ìàòðè÷íûõ èãð.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü (A,B) � ìîäåëü Íåéìàíà, è âñå ýëåìåíòû ìàòðèöû B ïî-
ëîæèòåëüíû. Ïóñòü ΓC � ìàòðè÷íàÿ èãðà ñ ïëàòåæíîé ìàòðèöåé C = [aij/bij]

(i = 1, 2, . . . , n, j = 1, 2, . . . ,m), è ïóñòü λ̂ � çíà÷åíèå èãðû ΓC. Òîãäà ÷èñëî Íåéìàíà
λ∗ è ÷èñëî Ôðîáåíèóñà λ∗ äàííîé ìîäåëè Íåéìàíà ðàâíû λ̂.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü (A,B) � ìîäåëü Íåéìàíà, è âñå ýëåìåíòû ìàòðèöû A
ïîëîæèòåëüíû. Ïóñòü ΓC ÿâëÿåòñÿ ìàòðè÷íîé èãðîé ñ ïëàòåæíîé ìàòðèöåé
C = [bij/aij] (i = 1, 2, . . . , n, j = 1, 2, . . . ,m), è ïóñòü µ̂ � çíà÷åíèå èãðû ΓC. Òî-
ãäà ÷èñëî Íåéìàíà λ∗ è ÷èñëî Ôðîáåíèóñà λ∗ äàííîé ìîäåëè Íåéìàíà ðàâíû 1/µ̂.

Ïðåîáðàçîâàíèå λ â ïåðåìåííóþ µ = 1/λ â ñèñòåìó (1)-(2) äàåò ýêâèâàëåíòíóþ
ñèñòåìó íåðàâåíñòâ

(B − µA) x ≥ 0, (x, em) = 1, x ≥ 0, (6)

(B − µA)T w ≤ 0, (w, en) = 1, w ≥ 0. (7)

Ñèñòåìà (6)-(7) îïðåäåëÿåò îáùåå ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ äëÿ ìîäåëè Íåéìàíà
(BT , AT ). Â ñîîòâåòñòâèè ñ òåîðåìîé 1 óñòàíîâëåíèå ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ äëÿ
ìîäåëè (BT , AT ) âîçìîæíî òîëüêî ïðè åäèíñòâåííîì çíà÷åíèè µ = µ̂.

Ýòî ñëåäóåò èç âçàèìíîîäíîçíà÷íîãî ñîîòâåòñòâèÿ ïåðåìåííîé λ è ïåðåìåííîé
µ = 1/λ, ïðè êîòîðîì ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ äëÿ ìîäåëè (A,B) âîçìîæíî ïðè åäèí-
ñòâåííîì çíà÷åíèè λ = ˆ1/µ.

Òåîðåìà 2 äîêàçàíà.
Â îáùåì ñëó÷àå îïòèìàëüíûå ñìåøàííûå ñòðàòåãèè èãðû ΓC , ò.å. âåêòîðû (p̂, x̂),

íå ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèåì ñèñòåìû (1-2) ïðè λ = λ̂. Ñòîèò îòìåòèòü, ÷òî òåîðåìà 1
(òåîðåìà 2) ïðèìåíèìà äëÿ ìîäåëåé Íåéìàíà, ó êîòîðûõ ìàòðèöà B (A) ñîäåðæèò
òîëüêî ïîëîæèòåëüíûå ýëåìåíòû.

Åñëè íåêîòîðûå ýëåìåíòû ìàòðèö A è/èëè B ðàâíû íóëþ, âîçìîæåí ïîäõîä, îñ-
íîâàííûé íà ðåøåíèè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ìàòðè÷íûõ èãð.
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Òåîðåìà 3. Ïóñòü Γ � ìàòðè÷íàâÿ èãðà ñ ïëàòåæíîé ìàòðèöåé (A− λB)T , è
x∗, w∗ � îïòèìàëüíûå ñìåøàííûå ñòðàòåãèè ïåðâîãî è âòîðîãî èãðîêà, ñîîòâåò-
ñòâåííî. Ïóñòü u∗ ÿâëÿåòñÿ çíà÷åíèåì èãðû Γ. Òîãäà (u∗, x∗) è (u∗, w∗) ÿâëÿþòñÿ
îïòèìàëüíûìè ðåøåíèÿì (4) è (5), ñîîòâåòñòâåííî.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ (4)�(5) ìîæíî èñïîëüçîâàòü àëãîðèòì ôèê-
òèâíîãî ðàçûãðûâàíèÿ, êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ óñòîé÷èâûì ê ïîãðåøíîñòÿì îêðóãëåíèÿ,
â îòëè÷èå îò ñèìïëåêñ-ìåòîäà.

Íà ïðàêòèêå ÷èñëåííûå çíà÷åíèÿ ýëåìåíòîâ ìàòðèö çàòðàò è âûïóñêà äëÿ ìîäåëè
Íåéìàíà ïîëó÷àþò, èñïîëüçóÿ ñòàòèñòè÷åñêèå äàííûå è ýêñïåðòíûå îöåíêè, ïîýòîìó
ìîæåò âîçíèêàòü íåîïðåäåëåííîñòü, êîòîðàÿ çà÷àñòóþ ÿâëÿåòñÿ èíòåðâàëüíîé. Ïðî-
áëåìà íàõîæäåíèè ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ â ìîäåëè Íåéìàíà (A,B), åñëè çíà÷åíèÿ
ýëåìåíòîâ ìàòðèö çàäàíû òîëüêî â âèäå èíòåðâàëîâ, ðàññìîòðåíà â [5, 6].

Èíòåðâàëüíîé íàçîâåì ìîäåëü Íåéìàíà c èíòåðâàëüíûìè ìàòðèöàìè çàòðàò

A = {aij} =
{[
aij, aij

]}
è âûïóñêà B = {bij} =

{[
bij, bij

]}
, i = (1, n), j = (1,m),

midA = (A +A)/2, midB = (B + B)/2. Ðàíåå àâòîðàìè áûëà äîêàçàíà ñëåäóþùàÿ
òåîðåìà, ïîçâîëÿþùàÿ îïðåäåëèòü èíòåðâàë äëÿ ÷èñëà Ôðîáåíèóñà ÷åðåç ìàòðèöû
âåðõíèõ è íèæíèõ ãðàíèö [5].

Òåîðåìà 4. Ïóñòü òðîéêà (λ, x, w) ÿâëÿåòñÿ ïîëîæåíèåì ðàâíîâåñèÿ äëÿ ìîäå-
ëè Íåéìàíà (A,B):

(λ, x, w) = arg max
λ,x,w∈D(A,B)

λ,

D(A,B) =

{
(λ, x, w)

∣∣∣∣ (A− λB)x ≤ 0, (A− λB)Tw ≥ 0,
(x, em) = 1, (w, en) = 1, x ≥ 0, w ≥ 0, λ ≥ 0

}
,

(8)

à (λ, x, w) ÿâëÿåòñÿ ïîëîæåíèåì ðàâíîâåñèÿ äëÿ ìîäåëè Íåéìàíà (A,B)

(λ, x, w) = arg max
λ,x,w∈D(A,B)

λ,

D(A,B) =

{
(λ, x, w)

∣∣∣∣ (A− λB)x ≤ 0, (A− λB)Tw ≥ 0,
(x, em) = 1, (w, en) = 1, x ≥ 0, w ≥ 0, λ ≥ 0

}
,

(9)

òîãäà äëÿ ëþáîé òî÷å÷íîé ìîäåëè Íåéìàíà (Ã, B̃): (Ã ∈ A, B̃ ∈ B),

(λ̃, x̃, w̃) = arg max
λ,x,w∈D(Ã,B̃)

λ,

D(Ã, B̃) =

{
(λ, x, w)

∣∣∣∣ (Ã− λB̃)x ≤ 0, (Ã− λB̃)Tw ≥ 0,
(x, em) = 1, (w, en) = 1, x ≥ 0, w ≥ 0, λ ≥ 0

}
,

(10)

å¼ ÷èñëî Ôðîáåíèóñà λ̃ ïðèíàäëåæèò èíòåðâàëó [λ;λ].
Òàêæå áûëî ðàññìîòðåíî âëèÿíèå ìóëüòèïëèêàòèâíîé íåîïðåäåëåííîñòè íà ïî-

ëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ [6].
Òåîðåìà 5. (λ∗, x∗, w∗) ÿâëÿåòñÿ ïîëîæåíèåì ðàâíîâåñèÿ ìîäåëè Íåéìàíà

(mid A,mid B)

(λ∗, x∗, w∗) = arg max
λ,x,w∈D(mid A,mid B)

λ,

D(mid A,mid B) =

(λ, x, w)

∣∣∣∣∣∣∣∣
(mid A− λmid B)x ≤ 0,
(mid A− λmid B)Tw ≥ 0,

(x, em) = 1, (w, en) = 1, x ≥ 0,
w ≥ 0, λ ≥ 0

 ,
(11)
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òî äëÿ ëþáîé òî÷å÷íîé ìîäåëè (Ã, B̃) :
(
Ã = β1mid A, B̃ = β2mid B

)
òðîéêà

(λ∗β1/β2, x
∗, w∗) ÿâëÿåòñÿ ïîëîæåíèåì ðàâíîâåñèÿ.

Òàêèì îáðàçîì, â ñëó÷àå ìóëüòèïëèêàòèâíîé íåîïðåäåëåííîñòè îñòàþòñÿ ïîñòî-
ÿííûìè ïðÿìîé è äâîéñòâåííûé âåêòîðà Ôðîáåíèóñà, èçìåíÿåòñÿ òîëüêî ÷èñëî Ôðî-
áåíèóñà. Îäíàêî óñòîé÷èâîñòü ïðÿìîãî è äâîéñòâåííîãî âåêòîðîâ Ôðîáåíèóñà ìîæåò
íàáëþäàòüñÿ è ïðè áîëåå îáùåé èíòåðâàëüíîé íåîïðåäåëåííîñòè.

Ïðèìåð. Ìîäåëü (A,B) ðàçìåðà 2× 2, ýëåìåíòû ìàòðèö êîòîðîé óäîâëåòâîðÿþò
îãðàíè÷åíèÿì

a21 + a22 ≤ λ∗(b21 + b22); a11 = b11; a12 = b12;

èìååò ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ {λ∗, (x∗)T=(0, 5; 0, 5), (w∗)T = (1; 0)}.
Ïðèìåð ïîêàçûâàåò, ÷òî ñóùåñòâóþò äèàïàçîíû çíà÷åíèé äëÿ ýëåìåíòîâ ìàòðèö,

ïðè êîòîðûõ ïðÿìîé è äâîéñòâåííûé âåêòîðû Ôðîáåíèóñà (x∗, w∗) íå áóäóò ìåíÿòü-
ñÿ. Â ñâÿçè ñ ýòèì ìîæíî ââåñòè ïîíÿòèÿ ñèëüíîãî è ñëàáîãî ðåøåíèé [7].

Ñèëüíûì ðåøåíèåì äëÿ èíòåðâàëüíîé ìîäåëè Íåéìàíà (A,B) íàçîâåì ïàðó âåê-
òîðîâ (xs, ws) òàêóþ, ÷òî äëÿ ëþáîé òî÷å÷íîé ìîäåëè Íåéìàíà (Ã, B̃) : Ã ∈ A, B̃ ∈ B,
ñóùåñòâóåò ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ (λ̃, xs, ws).

Íàëè÷èå ñëàáîãî ðåøåíèÿ îáåñïå÷èâàåò äîïóñòèìîñòü îãðàíè÷åíèé (1)-(2) äëÿ
èíòåðâàëüíîé ìîäåëè (A,B).

Ñëàáûì ðåøåíèåì äëÿ èíòåðâàëüíîé ìîäåëè Íåéìàíà (A,B) íàçîâåì ïàðó âåê-
òîðîâ (x′, w′) òàêóþ, ÷òî äëÿ ëþáîé òî÷å÷íîé ìîäåëè Íåéìàíà äëÿ ëþáîé òî÷å÷íîé
ìîäåëè Íåéìàíà (Ã, B̃) : Ã ∈ A, B̃ ∈ B, âûïîëíÿþòñÿ îãðàíè÷åíèÿ{

(Ã− λB̃)x′ ≤ 0; (Ã− λB̃)Tw′ ≥ 0;
(x′, em) = 1; (w′, en) = 1; x′, w′, λ ≥ 0.

Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå ïîçâîëÿåò ïðîâåðèòü, ÿâëÿåòñÿ ëè ïàðà âåêòîðîâ (x,w)
ñëàáûì ðåøåíèåì.

Òåîðåìà 6. Åñëè äëÿ ïàðû âåêòîðîâ (x′′, w′′) ðàçðåøèìà ñèñòåìà îãðàíè÷åíèé:{
(A− λ B)x′′ ≤ 0; (A− λ B)Tw′′ ≥ 0;
(x′′, em) = 1; (w′′, en) = 1; x′′, w′′ > 0;

òî (x′′, w′′) ÿâëÿåòñÿ ñëàáûì ðåøåíèåì èíòåðâàëüíîé ìîäåëè Íåéìàíà (A,B).
Åñëè äëÿ ìîäåëè (A,B) ñóùåñòâóåò ñëàáîå ðåøåíèå, òî åãî ìîæíî èñïîëüçîâàòü

äëÿ îöåíêè ÷èñëà Ôðîáåíèóñà λ′.
Òåîðåìà 7. Ïóñòü (x′, w′) � ñëàáîå ðåøåíèå èíòåðâàëüíîé ìîäåëè Íåéìàíà

(A,B). Åñëè äëÿ òî÷å÷íîé ìîäåëè Íåéìàíà (Ã, B̃) : Ã ∈ A, B̃ ∈ B,

λ′ = max{λ| (Ã− λB̃)x′ ≤ 0; (Ã− λB̃)Tw′ ≥ 0},

òî λ′ ∈ [λ; λ̄], ãäå λ � ÷èñëî Íåéìàíà äëÿ ìîäåëè (A,B) .
Â ñëåäóþùåé òåîðåìå èñïîëüçóåòñÿ äðóãîé ïîäõîä ê îöåíêå ÷èñëà Ôðîáåíèóñà.
Òåîðåìà 8. Ïóñòü (x∗, w∗) � ïðÿìîé è äâîéñòâåííûé âåêòîðû Ôðîáåíèóñà äëÿ

äâóõ òî÷å÷íûõ ìîäåëåé Íåéìàíà (Ă, B̆) è (Â, B̂) òàêèõ, ÷òî âij − ăij = ∆aij ≥ 0,

b̂ij − b̆ij = ∆bij ≥ 0 . Ïóñòü ÷èñëî Ôðîáåíèóñà ìîäåëè (Ă, B̆) ðàâíî λ̆, à äëÿ ìîäåëè

(Â, B̂) îíî ðàâíî λ̂, ∆λ = λ̂− λ̆. Òîãäà åñëè äëÿ ìîäåëè (Ă, B̆) ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ
(λ̆, x∗, w∗) ÿâëÿåòñÿ íåâûðîæäåííûì, òî

∆λ =
(w∗)T (∆A − λ̆∆B)x

∗

(w∗)T (B̆ +∆B)x∗
. (12)
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Åñëè èíòåðâàëüíàÿ ìîäåëü Íåéìàíà (A,B) èìååò ñèëüíîå ðåøåíèå (xs, ws) , òî
ìîæíî îöåíèòü èçìåíåíèå ÷èñëà Ôðîáåíèóñà äëÿ òî÷å÷íîé ìîäåëè.

Òåîðåìà 9. Ïóñòü (xs, ws) � ñèëüíîå ðåøåíèå äëÿ èíòåðâàëüíîé ìîäåëè Íåé-

ìàíà
(
[Ă, Â], [B̆, B̂]

)
, äëÿ ìîäåëåé Íåéìàíà (Ă, B̆) è (Â, B̂) âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ

òåîðåìû 4. Ïóñòü èìååòñÿ òî÷å÷íàÿ ìîäåëü Íåéìàíà (Ã, B̃) : Ã = Ă + k∆A,
B̃ = B̆ + k∆B, k ∈ [0; 1]; å¼ ÷èñëî Ôðîáåíèóñà ðàâíî λ̃. Òîãäà

λ̃− λ̆ = k∆λ
wT

s (B̆ +∆B)xs

wT
s (B̆ + k∆B)xs

. (13)

Èç (13) ñëåäóåò, ÷òî èçìåíåíèå ÷èñëà Ôðîáåíèóñà ìîæåò ïðîèñõîäèòü íåðàâíî-
ìåðíî.

Ðàáîòà ïîääåðæàíà ãðàíòîì ÐÔÔÈ 10-07-96003-ð_óðàë_à.

ËÈÒÅÐÀÒÓÐÀ

1. Àøìàíîâ Ñ.À. Ââåäåíèå â ìàòåìàòè÷åñêóþ ýêîíîìèêó. � Ì: Íàóêà, 1984. � 296 ñ.
2. Öèñàðü È.Ô. Êîìïüþòåðíîå ìîäåëèðîâàíèå ýêîíîìèêè. � Ì.: Äèàëîã-ÌÈÔÈ,
2002. � 384 ñ.
3. Ïàíþêîâ À.Â., Ëàòèïîâà À.Ò. Îïòèìèçàöèÿ áþäæåòà ïðîäàæ // Âåñòíèê Þæíî-
Óðàëüñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà. Ñåðèÿ: "Ðûíîê: òåîðèÿ è ïðàêòèêà". �
×åëÿáèíñê: ÞÓðÃÓ, 2006. � Âûï. 4, � 15 (170). � Ñ. 116-120.
4. Ëàòèïîâà À.Ò., Ïàíþêîâ À.Â. ×èñëåííûå ìåòîäû îïðåäåëåíèÿ ïîëîæåíèÿ ðàâíî-
âåñèÿ â ìîäåëè Íåéìàíà // Æóðíàë âû÷èñëèòåëüíîé ìàòåìàòèêè è ìàòåìàòè÷åñêîé
ôèçèêè. � 2008. � � 11. � Ñ. 1999-2007.
5. Ïàíþêîâ À.Â., Ëàòèïîâà À.Ò. Îöåíêà ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ â ìîäåëè Íåéìàíà
ïðè èíòåðâàëüíîé íåîïðåäåëåííîñòè èñõîäíûõ äàííûõ // Âåñòíèê Óôèìñêîãî
ãîñóäàðñòâåííîãî àâèàöèîííîãî òåõíè÷åñêîãî óíèâåðñèòåòà. � 2008. � Ò. 10, � 2 (27).
� C. 150-153.
6. Panyukov A.V., Latipova A.T. Finding Equilibrium in Von Neuamnn's Model //
13 IFAC Symposium on Information Control Problems in Manufacturing. � Moscow:
Elsevier Ltd, 2009. � P. 395-399.
7. Ïàíþêîâ À.Â., Ëàòèïîâà À.Ò. Èíòåðâàëüíàÿ íåîïðåäåëåííîñòü â ìîäåëè Íåéìàíà
// Ðîññèéñêàÿ êîíôåðåíöèÿ "Äèñêðåòíàÿ îïòèìèçàöèÿ è èññëåäîâàíèå îïåðàöèé":
Ìàòåðèàëû êîíôåðåíöèè. � Íîâîñèáèðñê: Èçä-âî Èí-òà ìàòåìàòèêè, 2010. � Ñ. 213.
8. Ôèäëåð Ì., Íåäîìà É. Çàäà÷è ëèíåéíîé îïòèìèçàöèè ñ íåòî÷íûìè äàííûìè.
� Èæåâñê: ÍÈÖ �Ðåãóëÿðíàÿ è õàîòè÷åñêàÿ äèíàìèêà�, Èíñòèòóò êîìïüþòåðíûõ
èññëåäîâàíèé, 2008. � 288 ñ.

c⃝ Ïàíþêîâ Àíàòîëèé Âàñèëüåâè÷,
Þæíî-Óðàëüñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò
(Íàöèîíàëüíûé èññëåäîâàòåëüñêèé óíèâåðñèòåò),
ïð-ò Ëåíèíà, 76, ×åëÿáèíñê, 454080, Ðîññèÿ, òåë. (351) 267-90-39.
E-mail: a_panyukov@mail.ru



62 Ïëåíàðíûå è ïîëóïëåíàðíûå äîêëàäû

ÍÜÞÒÎÍÎÂÑÊÈÅ ÌÅÒÎÄÛ ÎÏÒÈÌÀËÜÍÎÉ ÊÎÐÐÅÊÖÈÈ
ÍÅÑÎÁÑÒÂÅÍÍÛÕ ÇÀÄÀ× ËÈÍÅÉÍÎÃÎ ÏÐÎÃÐÀÌÌÈÐÎÂÀÍÈß

ÏÅÐÂÎÃÎ ÐÎÄÀ
Ë.Ä. Ïîïîâ

Íåñîáñòâåííûìè íàçûâàþò çàäà÷è ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ (ËÏ), íå èìåþ-
ùèå ðåøåíèÿ, ò. å. çàäà÷è ñ ïðîòèâîðå÷èâûìè ñèñòåìàìè ïðÿìûõ è/èëè äâîéñòâåí-
íûõ îãðàíè÷åíèé [1]. Òàêèå çàäà÷è ìîãóò âîçíèêàòü ïðè ìîäåëèðîâàíèè ñðåäñòâàìè
ìàòåìàòè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ ðåàëüíûõ ïðîòèâîðå÷èâûõ ôåíîìåíîâ è îáúåê-
òîâ â ýêîíîìèêå, òåõíèêå è äðóãèõ îáëàñòÿõ. Ïîñêîëüêó ïðîòèâîðå÷èâàÿ ìîäåëü íå
èìååò ðåøåíèÿ â ïðèâû÷íîì çíà÷åíèè ýòîãî òåðìèíà, íåîáõîäèìî ñòðîèòü åå îáîá-
ùåííûå (êîìïðîìèññíûå, àïïðîêñèìàöèîííûå) ðåøåíèÿ.

Ïîñòðîåíèå êîìïðîìèññíîãî ðåøåíèÿ ìîæíî ðàçáèòü íà äâà ýòàïà. Ïåðâûé ýòàï
ñîñòîèò â êîððåêöèè èñõîäíûõ äàííûõ íåñîáñòâåííîé çàäà÷è äî òîãî ñîñòîÿíèÿ, ïðè
êîòîðîì çàäà÷à ñòàíîâèòñÿ ñîáñòâåííîé è, ñëåäîâàòåëüíî, èìåþùåé ðåøåíèå. Âòîðîé
ýòàï ñîñòîèò â ïîèñêå îáû÷íîãî ðåøåíèÿ ñêîððåêòèðîâàííîé çàäà÷è. Ýòî ðåøåíèå è
âûáèðàåòñÿ â êà÷åñòâå èñêîìîãî êîìïðîìèññà ïðè óñëîâèè, ÷òî ïðîâåäåííàÿ êîððåê-
òèðîâêà â òîì èëè èíîì ñìûñëå ìèíèìàëüíà ñðåäè âñåõ âîçìîæíûõ [2,3]. Â íàèáîëåå
ïðèâëåêàòåëüíûõ ìåòîäàõ ýòè äâà ýòàïà ñîâìåùåíû.

Íèæå áóäåò ðàññìîòðåíà íàèáîëåå ïðîñòàÿ, íî âàæíàÿ äëÿ ïðèëîæåíèé òåõ-
íèêà ïðèâåäåíèÿ íåñîáñòâåííîé çàäà÷è ê ðàçðåøèìîìó âèäó, çàêëþ÷àþùàÿñÿ â
êîððåêòèðîâêå ïðàâûõ ÷àñòåé åå ïðÿìûõ îãðàíè÷åíèé (äëÿ íåñîáñòâåííûõ çàäà÷
1-ãî ðîäà ýòîãî îêàçûâàåòñÿ äîñòàòî÷íî). Òåõíèêà îïèðàåòñÿ íà êîìáèíèðîâàíèå
ìåòîäîâ âíåøíèõ è âíóòðåííèõ øòðàôíûõ ôóíêöèé [4]. Îñîáåííîñòüþ ïðåäëàãàåìûõ
àëãîðèòìîâ ÿâëÿåòñÿ ýôôåêòèâíîå ñîâìåùåíèå ïðîöåññà êîððåêòèðîâêè èñõîäíîé
ïîñòàíîâêè ñ íåïîñðåäñòâåííûì ïîèñêîì ðåøåíèÿ ñêîððåêòèðîâàííîé çàäà÷è.

1. Ðàññìîòðèì çàäà÷ó ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ â êàíîíè÷åñêîì ôîðìàòå

min {(c, x) : Ax = b, x ≥ 0} (1)

è äâîéñòâåííóþ ê íåé çàäà÷ó

max {(b, y) : ATy ≤ c }. (2)

Çäåñü ÷èñëîâàÿ ìàòðèöà A = (aij)m×n è âåêòîðû c è b ñîîòâåòñòâóþùåé ðàçìåðíîñòè
çàäàíû, x � âåêòîð ïðÿìûõ è y � âåêòîð äâîéñòâåííûõ ïåðåìåííûõ (íåèçâåñòíûõ),
êðóãëûå ñêîáêè èñïîëüçóþòñÿ äëÿ îáîçíà÷åíèÿ ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ.

Áóäåì äîïóñêàòü, ÷òî çàäà÷à (1) ìîæåò îêàçàòüñÿ êàê ñîáñòâåííîé, òàê è íåñîá-
ñòâåííîé 1-ãî ðîäà [1]. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî îíà èëè ðàçðåøèìà, èëè åå îãðàíè÷åíèÿ
ïðîòèâîðå÷èâû, íî ñîâìåñòíû îãðàíè÷åíèÿ äâîéñòâåííîé ê íåé çàäà÷è (2).

Íåñîáñòâåííàÿ çàäà÷à 1-ãî ðîäà ìîæåò áûòü ïðèâåäåíà ê ñîáñòâåííîìó (ðàçðåøè-
ìîìó) âèäó ïóòåì êîððåêöèè îäíèõ ëèøü ïðàâûõ ÷àñòåé åå îãðàíè÷åíèé. Â ñàìîì
äåëå, â ñèëó îáùåèçâåñòíûõ òåîðåì äâîéñòâåííîñòè çàäà÷à (1) ñ èçìåíåííûìè (îò-
êîððåêòèðîâàííûìè) ïðàâûìè ÷àñòÿìè îãðàíè÷åíèé

min {(c, x) : Ax = b− u, x ≥ 0} (= ζ(u))

èç-çà ñîâìåñòíîñòè îãðàíè÷åíèé äâîéñòâåííîé çàäà÷è íå ìîæåò èìåòü íåîãðàíè÷åí-
íîé ñíèçó öåëåâîé ôóíêöèè, à, çíà÷èò, àâòîìàòè÷åñêè ñòàíîâèòñÿ ðàçðåøèìîé âñÿêèé
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ðàç, êîãäà ñèñòåìà åå îãðàíè÷åíèé îêàçûâàåòñÿ ñîâìåñòíîé (çäåñü u = (u1, . . . , um) �
âåêòîð ïàðàìåòðîâ êîððåêöèè èñõîäíîé ïîñòàíîâêè).

Â ñëó÷àå íåñîáñòâåííîñòè çàäà÷è (1) îïðåäåëèì åå îáîáùåííîå ðåøåíèå. Äëÿ ýòîãî
îáîçíà÷èì ñêîððåêòèðîâàííîå äîïóñòèìîå ìíîæåñòâî

M(u) = {x : Ax = b− u, x ≥ 0 }

è çàôèêñèðóåì âåêòîð îïòèìàëüíîé êîððåêöèè

ū = argmin{ ∥u∥ : M(u) ̸= Ø},

ãäå ∥ · ∥ � åâêëèäîâà íîðìà.
Çàìåòèì, ÷òî òàêîé âåêòîð âñåãäà ñóùåñòâóåò è ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì â ñèëó

ñâîéñòâ ìåòðè÷åñêîé ïðîåêöèè íà âûïóêëîå çàìêíóòîå ìíîæåñòâî.
Â êà÷åñòâå îáîáùåííîãî ðåøåíèÿ èñõîäíîé çàäà÷è áóäåì ðàññìàòðèâàòü îáû÷íîå

ðåøåíèå çàäà÷è âèäà

min {(c, x) : Ax = b− ū, x ≥ 0} (= ζ(ū)). (3)

Çàìåòèì, ÷òî â ñîáñòâåííîì ñëó÷àå ū = 0, è îáîáùåííîå ðåøåíèå ñîâïàäàåò ñ
îáû÷íûì ðåøåíèåì èñõîäíîé çàäà÷è.

2. Ïðåäëàãàåìûå íèæå àëãîðèòìû ïîèñêà îáîáùåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è (1) áóäóò
ïîñòðîåíû ïðè äîïîëíèòåëüíîì ïðåäïîëîæåíèè î íàëè÷èè ó äâîéñòâåííîé çàäà÷è (2)
òî÷êè Ñëåéòåðà, ò. å. ïðè óñëîâèè

∃w0 ∈ Rm : ATw0 < c. (4)

Â ýòîì ñëó÷àå, êàê õîðîøî èçâåñòíî, çàäà÷à (3) íå òîëüêî ðàçðåøèìà, íî è èìååò
îãðàíè÷åííîå îïòèìàëüíîå ìíîæåñòâî. Ââåäåì àôôèííîå ìíîãîîáðàçèå

Λ = {(x, u) : Ax+ u = b } ⊂ Rn+m

è êîìáèíèðîâàííóþ øòðàôíóþ ôóíêöèþ âèäà

Fϵ(x, u) = (c, x)− ϵ1
n∑

i=1

lnxi +
1

2ϵ2
∥u∥2, ãäå ϵ = (ϵ1, ϵ2) > 0.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç (x̄ϵ, ūϵ) òî÷êó ìèíèìóìà ôóíêöèè Fϵ(x, u) îòíîñèòåëüíî ìíîãîîá-
ðàçèÿ Λ. Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî â èíîé èíòåðïðåòàöèè òà æå ñàìàÿ òî÷êà x̄ϵ åñòü
åäèíñòâåííàÿ òî÷êà ìèíèìóìà ôóíêöèè

F̄ϵ(x) = (c, x)− ϵ1
n∑

i=1

lnxi +
1

2ϵ2
∥Ax− b∥2

îòíîñèòåëüíî R++ = {x ∈ Rn : x > 0}; ïðè ýòîì èìååì ðàâåíñòâî ūϵ = b− Ax̄ϵ.
Íàêîíåö, êëàññè÷åñêèå óñëîâèÿ îïòèìàëüíîñòè ôóíêöèè Fϵ(x, u) â òî÷êå (x̄ϵ, ūϵ)

îòíîñèòåëüíî ìíîãîîáðàçèÿ Λ ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü â âèäå ñèñòåìû íåëèíåéíûõ
óðàâíåíèé, à èìåííî

Φ(x, u, v; ϵ) =


Ax+ u− b

ATu+ v − ϵ2c

v ∗ x− ϵ1ϵ2e

 = 0; (5)
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çäåñü v = (v1, . . . , vn) � âåêòîð âñïîìîãàòåëüíûõ ïåðåìåííûõ, e = (1, . . . , 1), çâåçäî÷-
êà � * � îáîçíà÷àåò ïîêîìïîíåíòíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ ïî Àäàìàðó. Îáà âåêòîðà
x è v ïîëîæèòåëüíû (ñì. ñòàíäàðòíóþ òåõíîëîãèþ èç [5]).

Ñâÿçü ðåøåíèé ñèñòåìû (5) ñ èññëåäóåìîé ïðîáëåìàòèêîé îïèñûâàåòñÿ ñëåäóþ-
ùèì ðÿäîì óòâåðæäåíèé.

Ó ò â å ð æ ä å í è å 1. Ïóñòü îïòèìàëüíîå ìíîæåñòâî çàäà÷è (3) îãðàíè÷åíî.
Òîãäà ñèñòåìà (5) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå, êàêîâû áû íè áûëè ϵ1 > 0, ϵ2 > 0.

Ó ò â å ð æ ä å í è å 2. Ïóñòü âûïîëíåíî ïðåäïîëîæåíèå (4) è 0 < ϵ1,2 < ϵ̄. Òîãäà
ìíîæåñòâî êîìïîíåíò ūϵ ðåøåíèé ñèñòåìû (5) îãðàíè÷åíî â ñîâîêóïíîñòè.

Ó ò â å ð æ ä å í è å 3. Äëÿ ðåøåíèé ñèñòåìû (5) âåðíî íåðàâåíñòâî

ζ(ūϵ) ≤ (c, x̄ϵ) ≤ ζ(ūϵ) + nϵ1.

Ñ ë å ä ñ ò â è å 1. Ïóñòü âûïîëíåíî ïðåäïîëîæåíèå (4) è 0 < ϵ1,2 < ϵ̄. Òîãäà
ìíîæåñòâî êîìïîíåíò x̄ϵ ðåøåíèé ñèñòåìû (5) òàêæå îãðàíè÷åíî.

Ñôîðìóëèðóåì îñíîâíîé ðåçóëüòàò ðàçäåëà.

Ó ò â å ð æ ä å í è å 4. Ïóñòü âûïîëíåíî ïðåäïîëîæåíèå (4). Òîãäà òî÷êè
ìèíèìóìà øòðàôíîé ôóíêöèè Fϵ(x) îáëàäàþò ñâîéñòâàìè ñõîäèìîñòè:

b− Ax̄ϵ = ūϵ → ū, (c, x̄ϵ)→ ζ(ū)

ïðè ϵ = (ϵ1, ϵ2)→ +0.

3. Ðàññìîòðèì ÷àñòíûé ñëó÷àé ϵ1 = ϵ2 = ϵ > 0. Ïðè ôèêñèðîâàííîì ϵ > 0
ðåøåíèå ñèñòåìû (5) ìîæíî ïîëó÷èòü êàê ïðåäåë èòåðàöèîííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
{xs, us, vs}, ýëåìåíòû êîòîðîé ïåðåñ÷èòûâàþòñÿ ïî ïðàâèëó

xs+1 = xs + α∆x, us+1 = us + α∆u, vs+1 = vs + α∆v.

Çäåñü íàïðàâëåíèå ñïóñêà íàõîäèòñÿ ïî êëàññè÷åñêîé ôîðìóëå Íüþòîíà ∆x
∆u
∆v

 = −
(
∇Φ(xs, us, vs; ϵ)

)−1

Φ(xs, us, vs; ϵ).

Ìàòðèöà ßêîáè îòîáðàæåíèÿ Φ : R2n+m+1 → R2n+m ðàâíà

∇Φ(x, u, v; ϵ) =

 A Em×m 0

0 AT En×n

Vn×n 0 Xn×n

 ,

ãäå V = diag(v1, . . . , vn), X = diag(x1, . . . , xn) � äèàãîíàëüíûå ìàòðèöû. Îíà íå âû-
ðîæäåíà ïðè âñåõ v > 0, x > 0 è èìååò îáðàòíóþ ìàòðèöó

(
∇Φ(x, u, v; ϵ)

)−1

=

 DATH (DM − E)D (E −DM)V −1

H HAD −HAV −1

−ATH E −MD MV −1

 ,
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ãäå D = XV −1, H = (E + ADAT )−1, M = ATHA (ëåãêî ïðîâåðÿåòñÿ íåïîñðåä-
ñòâåííûì ïåðåìíîæåíèåì âûïèñàííûõ ìàòðèö). Íà÷àëüíûå ïðèáëèæåíèÿ ïåðåìåí-
íûõ x > 0, v > 0 è u ïðîèçâîëüíûå. Øàãîâûé ïàðàìåòð α > 0 â ìàëîé îêðåñòíîñòè
ðåøåíèÿ ìîæíî ïîëàãàòü ðàâíûì 1. Äëÿ ïîâûøåíèÿ ðîáàñòíîñòè àëãîðèòìà íà íà-
÷àëüíîé ñòàäèè ìîæíî ïîäêëþ÷àòü òðàäèöèîííûå ïðîöåäóðû êîððåêòèðîâêè ýòîãî
ïàðàìåòðà (òèïà äðîáëåíèÿ ïîïîëàì) ñ òåì, ÷òîáû èñêëþ÷èòü ïîïàäàíèå x è v â
îòðèöàòåëüíóþ îáëàñòü è îáåñïå÷èòü ñòðîãîå óáûâàíèå çíà÷åíèé ìèíèìèçèðóåìîé
ôóíêöèè Fϵ(x, u).

Â çàêëþ÷åíèå îòìåòèì, ÷òî â ñèëó èçâåñòíîé òåîðåìû î íåÿâíîé ôóíêöèè óðàâíå-
íèÿ (5) íà ëþáîì îòêðûòîì èíòåðâàëå 0 < ϵ < ϵ̄ îïðåäåëÿþò òðè âåêòîðíûå ôóíêöèè
x = x(ϵ), u = u(ϵ), v = v(ϵ) � òðè ãëàäêèå òðàåêòîðèè. Ïðè ýòîì ∇x(ϵ)∇u(ϵ)
∇v(ϵ)

 =
(
∇Φ(x, u, v; ϵ)

)−1

 0
c
2ϵe

 =


(DM − E)Dc+ 2ϵ(E −DM)V −1e

HADc− 2ϵHAV −1e

(E −MD)c+ 2ϵMV −1e

 .

Âûïèñàííûå òðàåêòîðèè îïðåäåëÿþò íåêîòîðûé îáîáùåííûé öåíòðàëüíûé ïóòü,
êîòîðûé ïðè ϵ → +0 âåäåò ê èñêîìîìó âåêòîðó îïòèìàëüíîé êîððåêöèè è îáîáùåí-
íîìó ðåøåíèþ èñõîäíîé íåñîáñòâåííîé çàäà÷è.

Îáà ïðåäñòàâëåííûå ïîäõîäà ìîæíî ñîâìåùàòü àíàëîãè÷íî òîìó, êàê ýòî äå-
ëàåòñÿ â ñîâðåìåííûõ ìåòîäàõ òèïà ¾ïðåäèêòîð-êîððåêòîð¿ [5], ãäå íà êàæäîì
øàãå èòåðàöèîííîãî ïðîöåññà êîìáèíèðóþòñÿ äâà íàïðàâëåíèÿ ñïóñêà, èç êîòîðûõ
îäíî îòâå÷àåò çà ðåøåíèå ñèñòåìû âèäà (5) ïðè ôèêñèðîâàííîì ϵ > 0, à äðóãîå
îòñëåæèâàåò óìåíüøåíèå øòðàôíîãî ïàðàìåòðà ϵ→ +0.

4. Âû÷èñëèòåëüíûé ýêñïåðèìåíò ïðîâîäèëñÿ êàê íà ðàçðåøèìûõ, òàê è íà íåðàç-
ðåøèìûõ (íåñîáñòâåííûõ) çàäà÷àõ ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ ñðåäíåé ðàçìåðíî-
ñòè â êàíîíè÷åñêîì ôîðìàòå â ñðåäå MATLAB. Ðàçðåæåííûå ìàòðèöû êîýôôèöèåí-
òîâ òåñòîâûõ çàäà÷ ãåíåðèðîâàëèñü ïðè ïîìîùè äàò÷èêà ñëó÷àéíûõ ÷èñåë ñ ðàâíî-
ìåðíûì ðàñïðåäåëåíèåì îò −1 äî 1. Çàïîëíåííîñòü ìàòðèö íåíóëåâûìè ýëåìåíòàìè
âàðüèðîâàëàñü è ñîñòàâëÿëà 3�8%. Ïðàâûå ÷àñòè îãðàíè÷åíèé è êîýôôèöèåíòû öå-
ëåâîé ôóíêöèè ïîäáèðàëèñü òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ðåøåíèå (îáîáùåííîå ðåøåíèå)
çàäà÷è ñîâïàäàëî ñ íåêîòîðûì çàäàííûì çàðàíåå. Èçó÷àëîñü ïîâåäåíèå ðåøåíèÿ ñè-
ñòåì (5) â çàâèñèìîñòè îò èçìåíåíèÿ øòðàôíîãî ïàðàìåòðà ϵ > 0. Ôîðìóëû ðàñ÷åòîâ
ñîîòâåòñòâóþò ïðèâåäåííûì â íà÷àëå ïðåäûäóùåãî ðàçäåëà. Óñðåäíåííûå ðåçóëüòà-
òû ïðåäñòàâëåíû â òàáë. 1.

Êàê âèäíî, òî÷íîñòü ðåøåíèÿ ëèíåéíî çàâèñèò îò çíà÷åíèÿ ϵ > 0. ×èñëî èòåðàöèé
(îíî ïîêàçûâàåò, ñêîëüêî ðàç ðåøàëàñü ñèñòåìà òèïà (5)) ñðàâíèòåëüíî íåâåëèêî.
Îòìåòèì, ÷òî ïðè î÷åíü ìàëûõ çíà÷åíèÿõ øòðàôíîãî ïàðàìåòðà íà ðåçóëüòàò
íà÷èíàþò çàìåòíî âëèÿòü îøèáêè îêðóãëåíèÿ.
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Ò à á ë è ö à 1

Òî÷íîñòü ïîëó÷àåìîãî ðåøåíèÿ â çàâèñèìîñòè îò çíà÷åíèÿ

øòðàôíîãî ïàðàìåòðà

Ðàçìåðíîñòü Çíà÷åíèå Òî÷íîñòü ïî Òî÷íîñòü ïî Òî÷íîñòü ïî ×èñëî
çàäà÷ øòðàôíîãî îãðàíè÷åíèÿì ôóíêöèîíàëó ïåðåìåííûì èòåðàöèé

ïàðàìåòðà ∥Ax− b+ ū∥ |(c, x)− ζ(ū)| ∥x− x̄∥

50×150 0,1000 0,6452 3,9850 2,3614 16
0,0100 0,0698 0,4902 0,3017 18
0,0010 0,0074 0,0510 0,0283 17
0,0001 0,0008 0,0067 0,0032 19

100×300 0,1000 0,9644 6,8018 3,7336 22
0,0100 0,0998 0,9790 0,8550 20
0,0010 0,0099 0,1061 0,0786 18
0,0001 0,0010 0,0682 0,0029 19

300×900 0,1000 1,6781 19,520 6,6897 29
0,0100 0,1730 2,8901 2,5301 28
0,0010 0,0174 0,3162 1,3018 31
0,0001 0,0018 0,0223 0,5953 27

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ðîññèéñêîãî ôîíäà ôóíäà-
ìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé (ïðîåêò 10-01-00273), à òàêæå Ïðåçèäèóìà ÓðÎ ÐÀÍ
(ïðîãðàììà � 15, ïðîåêò 12-Ï-1-1023, è ïðîãðàììà � 18, ïðîåêò 12-Ï-1-1034).
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ÐÀÑÊÐÀÑÊÀ ÈÍÖÈÄÅÍÒÎÐÎÂ: ÌÅÒÎÄÛ È ÐÅÇÓËÜÒÀÒÛ
À.Â. Ïÿòêèí

Èíöèäåíòîpîì â îðèåíòèðîâàííîì ãðàôå G = (V,E) áåç ïåòåëü íàçûâàåòñÿ
óïîpÿäî÷åííàÿ ïàpà (v, e), ãäå v ∈ V, e ∈ E è âåpøèíà v èíöèäåíòíà äóãå e. Èíöèäåí-
òîð (v, e) óäîáíî òðàêòîâàòü êàê ïîëîâèíó äóãè e, ïðèìûêàþùóþ ê âåðøèíå v. Äâà
èíöèäåíòîðà (v, e1), (v, e2), ïðèìûêàþùèå ê îäíîé è òîé æå âåðøèíå v, íàçûâàþòñÿ
ñìåæíûìè. Äëÿ äóãè e = uv èíöèäåíòîp (u, e) íàçûâàåòñÿ íà÷àëüíûì, à èíöèäåíòîp
(v, e) � êîíå÷íûì. Íà÷àëüíûé è êîíå÷íûé èíöèäåíòîðû îäíîé äóãè íàçûâàþòñÿ ñî-
ïðÿæ¼ííûìè. Ìíîæåñòâî âñåõ èíöèäåíòîpîâ ìóëüòèãpàôà G îáîçíà÷àåòñÿ ÷åpåç I.
Ðàñêpàñêîé èíöèäåíòîpîâ íàçûâàåòñÿ ïpîèçâîëüíîå îòîápàæåíèå f : I −→ Z+, ãäå
Z+ � ýòî ìíîæåñòâî öåëûõ ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë, íàçûâàåìûõ òàêæå öâåòàìè.

Ââîäÿ îãðàíè÷åíèÿ íà öâåòà ñìåæíûõ è ñîïðÿæ¼ííûõ èíöèäåíòîðîâ, ìîæíî ïî-
ëó÷àòü ðàçëè÷íûå çàäà÷è èíöèäåíòîðíîé ðàñêðàñêè. Íàïðèìåð, åñëè ïîòðåáîâàòü,
÷òîáû öâåòà ëþáûõ äâóõ ñìåæíûõ èíöèäåíòîðîâ áûëè îäèíàêîâû, à öâåòà ñîïðÿ-
æ¼ííûõ èíöèäåíòîðîâ êàæäîé äóãè � ðàçëè÷íû, òî ïîëó÷èòñÿ çàäà÷à âåðøèííîé
ðàñêðàñêè ìóëüòèãðàôà. Åñëè æå ïîòðåáîâàòü, ÷òîáû öâåòà ñîïðÿæ¼ííûõ èíöèäåí-
òîðîâ êàæäîé äóãè áûëè îäèíàêîâû, à öâåòà ëþáûõ äâóõ ñìåæíûõ èíöèäåíòîðîâ
� ðàçëè÷íû, òî ïîëó÷èòñÿ çàäà÷à ð¼áåðíîé ðàñêðàñêè ìóëüòèãðàôà. Òàêèì îáðà-
çîì, èíöèäåíòîðíàÿ ðàñêðàñêà ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåì êàê âåðøèííîé, òàê è ð¼áåðíîé
ðàñêðàñîê ìóëüòèãðàôà.

Ðàñêpàñêà èíöèäåíòîpîâ f íàçûâàåòñÿ ïpàâèëüíîé, åñëè ñìåæíûå èíöèäåíòîðû
ðàñêðàøåíû ðàçíûìè öâåòàìè. Ïóñòü äëÿ êàæäîé äóãè e ∈ E çàäàí äâóõìåñòíûé
ïpåäèêàò pe(a, b), îïpåäåëåííûé äëÿ ëþáûõ a, b ∈ Z+. Òîãäà ðàñêpàñêà èíöèäåíòîpîâ
f íàçûâàåòñÿ äîïóñòèìîé, åñëè äëÿ êàæäîé äóãè e = (u, v), èíöèäåíòîpû êîòîpîé
îêpàøåíû â öâåòà f(u, e) = a è f(v, e) = b, èñòèíåí ïpåäèêàò pe(a, b). Çàäà÷à pàñêpàñ-
êè èíöèäåíòîpîâ çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òîáû íàéòè ìèíèìàëüíîå ÷èñëî χI , íàçûâàåìîå
èíöèäåíòîðíûì õðîìàòè÷åñêèì ÷èñëîì, äëÿ êîòîpîãî ñóùåñòâóåò ïpàâèëüíàÿ è äî-
ïóñòèìàÿ pàñêpàñêà èíöèäåíòîpîâ ìóëüòèãpàôà G öâåòàìè èç èíòåðâàëà [1, χI ].

Ïåðâàÿ çàäà÷à ðàñêðàñêè èíöèäåíòîðîâ áûëà ñôîðìóëèðîâàíà â ðàáîòå [11] â êà-
÷åòñâå ìîäåëè äëÿ ðåøåíèÿ ñëåäóþùåé ïðèêëàäíîé çàäà÷è îïòèìèçàöèè ðàñïèñàíèÿ
ïåðåäà÷è ñîîáùåíèé â ëîêàëüíîé ñåòè ñâÿçè. Ïóñòü çàäàíà ëîêàëüíàÿ êîììóíèêà-
öèîííàÿ ñåòü, ñîñòîÿùàÿ èç öåíòðàëüíîé ÝÂÌ è n øèí ïðîïóñêíîé ñïîñîáíîñòè 1,
ñîåäèíÿþùèõ å¼ ñ ïåðèôåðèéíûìè îáúåêòàìè. Äëÿ êàæäîé ïàpû îáúåêòîâ çàpàíåå
èçâåñòåí îáùèé îáú¼ì èíôîpìàöèè dij, êîòîpûé i-é îáúåêò äîëæåí ïåpåäàòü j-ìó.
Ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî dii = 0 äëÿ ëþáîãî i. Ïåðåäà÷à ñîîáùåíèé ìîæåò áûòü îðãàíèçîâàíà
ñëåäóþùèìè ñïîñîáàìè.

1. Öåíòðàëüíàÿ ÝÂÌ ñîåäèíÿåò i-þ øèíó ñ j-é íàïðÿìóþ. Â ýòîì ñëó÷àå åäèíè-
öà èíôîðìàöèè èç i-ãî îáúåêòà ïåðåäàåòñÿ â j-é (èëè, íàîáîðîò, èç j-ãî â i-é) áåç
çàïîìèíàíèÿ â öåíòðàëüíîé ÝÂÌ çà îäíó åäèíèöó âpåìåíè.

2. Èíôîðìàöèþ, êîòîðóþ i-é îáúåêò äîëæåí ïåðåäàòü j-ìó, ìîæíî ñíà÷àëà ïî-
ëó÷èòü ïî i-é øèíå è çàïîìíèòü â öåíòðàëüíîé ÝÂÌ, à çàòåì ïåðåäàòü ïî j-é øèíå
àäðåñàòó. Ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî ïðè ýòîì ïàìÿòü öåíòpàëüíîé ÝÂÌ áîëüøå ñóììû âñåõ dij.

Òpåáóåòñÿ òàê îpãàíèçîâàòü ïåðåäà÷ó âñåõ ñîîáùåíèé, ÷òîáû ñîáëþñòè âñå îãðà-
íè÷åíèÿ è óëîæèòüñÿ â íàèìåíüøåå âpåìÿ.

Ïîñòðîèì ìàòåìàòè÷åñêóþ ìîäåëü ýòîé çàäà÷è ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïóñòü
G = (V,E) � n-âåðøèííûé îðèåíòèðîâàííûé ìóëüòèãðàô ñ ìíîæåñòâîì âåðøèí V
è ìíîæåñòâîì äóã E, â êîòîpîì i-é øèíå ñîîòâåòñòâóåò i-ÿ âåðøèíà ãðàôà, à ÷èñëî
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ð¼áåð, âåäóùèõ èç i-é âåðøèíû â j-þ, ðàâíî dij, i, j = 1, 2, . . . , n. Òàêèì îáðàçîì, êàæ-
äàÿ äóãà ìóëüòèãðàôà ñîîòâåòñòâóåò îäíîé åäèíèöå èíôîðìàöèè, êîòîðóþ òðåáóåòñÿ
ïåðåäàòü èç i-ãî îáúåêòà â j-é. Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ðàñïèñàíèÿ ïåðåäà÷è ñîîáùåíèé äëÿ
êàæäîé åäèíèöû èíôîðìàöèè íåîáõîäèìî çàäàòü äâà ìîìåíòà âðåìåíè: êîãäà îíà
ïåðåäà¼òñÿ ïî ïåðâîé øèíå è êîãäà � ïî âòîðîé. Ïðè ïåðâîì ñïîñîáå ïåðåäà÷è èí-
ôîðìàöèè îáà ýòèõ ìîìåíòà ñîâïàäàþò; ïðè âòîðîì ñïîñîáå ïåðåäà÷à èíôîðìàöèè
ïî ïåðâîé øèíå äîëæíà ïðåäøåñòâîâàòü ïåðåäà÷å èíôîðìàöèè ïî âòîðîé. Ýòè ìî-
ìåíòû âðåìåíè ìîæíî òðàêòîâàòü êàê öâåòà èíöèäåíòîðîâ äóãè, ñîîòâåòñòâóþùåé
äàííîé åäèíèöå èíôîðìàöèè. Ïîñêîëüêó ïðîïóñêíûå ñïîñîáíîñòè âñåõ øèí ðàâíû
1, öâåòà ëþáûõ ñìåæíûõ èíöèäåíòîðîâ äîëæíû áûòü ðàçëè÷íû. Â èòîãå ïîëó÷àåì
çàäà÷ó ïîèñêà ïðàâèëüíîé ðàñêpàñêè èíöèäåíòîpîâ ìóëüòèãpàôà G ñ ïpåäèêàòîì
pe(a, b) = {a ≤ b} äëÿ êàæäîé äóãè e ∈ E. Ýòà çàäà÷à èñòîðè÷åñêè ñòàëà ïåðâîé çà-
äà÷åé ðàñêðàñêè èíöèäåíòîðîâ; â [11] áûëî äîêàçàíî, ÷òî äëÿ íåå χI = ∆, ãäå ∆ � ýòî
ìàêñèìàëüíàÿ ñòåïåíü ìóëüòèãðàôà G (ñîîòâåòñòâóþùàÿ ìàêñèìàëüíîé íàãðóçêå íà
øèíó â èñõîäíîé çàäà÷å).

Â áîëåå ïîçäíèõ ðàáîòàõ ðàññìàòðèâàëèñü ñëåäóþùèå ìîäèôèêàöèè èñõîäíîé çà-
äà÷è: ñëó÷àé ïðîèçâîëüíûõ ïðîïóñêíûõ ñïîñîáíîñòåé øèí, çàäà÷à ñ äâóìÿ ñåàíñàìè
ïåðåäà÷è ñîîáùåíèé, çàäà÷à ñ îãðàíè÷åííîé ïàìÿòüþ, çàäà÷à Âèçèíãà�Ìåëüíèêîâà
(ôèêñèðîâàííûé ñïîñîá ïåðåäà÷è êàæäîãî ñîîáùåíèÿ), äâóõóðîâíåâàÿ ñåòü. Îêàçà-
ëîñü, ÷òî ìîäåëü èíöèäåíòîðíîé ðàñêðàñêè îáëàäàåò óäèâèòåëüíîé ãèáêîñòüþ: ïðàê-
òè÷åñêè âñå ïåðå÷èñëåííûå ìîäèôèêàöèè (ñòîëü ðàçíûå ïî ñìûñëó) óäàëîñü âûðà-
çèòü íà ÿçûêå ðàñêðàñêè èíöèäåíòîðîâ, ïðè ýòîì ìåíÿÿ ëèøü ïðåäèêàò pe(a, b). Òàê
âîçíèêëà îáùàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è ðàñêðàñêè èíöèäåíòîðîâ, ñôîðìóëèðîâàííàÿ âû-
øå, êîòîðàÿ ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ äëÿ èññëåäîâàíèÿ è ñàìà ïî ñåáå.

Áûëè èññëåäîâàíû ñëåäóþùèå çàäà÷è ðàñêðàñêè èíöèäåíòîðîâ.
1. Çàäà÷à èíöèäåíòîðíîé ðàñêðàñêè âçâåøåííîãî ìóëüòèãðàôà. Èññëåäîâàíû ñëó-

÷àè êàê îðèåíòèðîâàííîãî, òàê è íåîðèåíòèðîâàííîãî ìóëüòèãðàôà. Ïóñòü êàæäîé
äóãå (ðåáðó) ìóëüòèãðàôà áåç ïåòåëü ñîïîñòàâëåíî íåêîòîðîå öåëîå íåîòðèöàòåëüíîå
÷èñëî w(e), íàçûâàåìîå âåñîì äóãè (ðåáðà). Â îðèåíòèðîâàííîì ñëó÷àå äëÿ êàæäîé
äóãè e ∈ E çàäàí ïpåäèêàò pe(a, b) = {b − a ≥ w(e)}. Â íåîðèåíòèðîâàííîì ñëó÷àå
äëÿ êàæäîãî ðåáðà e ∈ E çàäàí ïðåäèêàò pe(a, b) = {|b − a| ≥ w(e)}. Äîêàçàíà
NP-ïîëíîòà ñîîòâåòñòâóþùèõ çàäà÷ ðàñïîçíàâàíèÿ êàê â îðèåíòèðîâàííîì [8], òàê è
â íåîðèåíòèðîâàííîì ñëó÷àÿõ [9]. Òàêæå â ýòèõ ðàáîòàõ ïîëó÷åíû âåðõíèå è íèæíèå
îöåíêè äëÿ èíöèäåíòîðíîãî õðîìàòè÷åñêîãî ÷èñëà âçâåøåííîãî ìóëüòèãðàôà.

2. (k, l)-ðàñêðàñêà èíöèäåíòîðîâ. Ïóñòü çàäàíû òàêèå öåëûå ÷èñëà k, l, ÷òî
0 ≤ k ≤ l. Ïpàâèëüíàÿ pàñêpàñêà èíöèäåíòîpîâ íàçûâàåòñÿ (k, l)-pàñêpàñêîé, åñëè
pàçíîñòü öâåòîâ êîíå÷íîãî è íà÷àëüíîãî èíöèäåíòîpîâ êàæäîé äóãè ïðèíàäëåæèò
èíòåpâàëó [k, l]. Hàèìåíüøåå ÷èñëî öâåòîâ, íåîáõîäèìîå äëÿ (k, l)-pàñêpàñêè èíöèäåí-
òîpîâ ìóëüòèãpàôà G, íàçûâàåòñÿ (k, l)-õpîìàòè÷åñêèì ÷èñëîì è îáîçíà÷àåòñÿ ÷åpåç
χk,l(G). Â ñëó÷àå k = l = 0 èìååì îáû÷íóþ çàäà÷ó p¼áåpíîé pàñêpàñêè ìóëüòèãpàôîâ,
è χ0,0(G) � ýòî p¼áåpíîå õpîìàòè÷åñêîå ÷èñëî ìóëüòèãpàôà G. Â äâóõ ñëó÷àÿõ � ïðè
l =∞ è ïðè k = 0 � çàäà÷à ðåøåíà: χk,∞(G) = max{∆(G),∆+(G) + k,∆−(G) + k} è
χ0,1(G) = ∆(G) (÷åðåç ∆+(G) è ∆−(G) îáîçíà÷åíû èñõîäÿùàÿ è âõîäÿùàÿ ïîëóñòå-
ïåíè ãðàôà G ñîîòâåòñòâåííî). Ïåðâûé ðåçóëüòàò áûë âïåðâûå äîêàçàí àâòîðîì, íî
íàèáîëåå êðàñèâîå äîêàçàòåëüñòâî íàø¼ë Â.Ã. Âèçèíã [4]. Âòîðîé ðåçóëüòàò ïîëó÷åí â
ðàáîòå [7]. Â ðàáîòå [4] áûëî òàêæå äîêàçàíî, ÷òî χk,l(G) = χk,∞(G) ïðè l ≥ ∆(G)−1.
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Òàêæå ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ ïàðàìåòð χk,l(∆) = max{χk,l(G) | ∆(G) = ∆} ðàâ-
íûé íàèìåíüøåìó ÷èñëó öâåòîâ, â êîòîðîå ìîæíî ðàñêðàñèòü èíöèäåíòîðû ëþáîãî
ìóëüòèãðàôà ñòåïåíè ∆. Â ðàáîòå [12] óñòàíîâëåíî, ÷òî ïðè ëþáîì k ≥ 1 èìååò
ìåñòî âåðõíÿÿ îöåíêà χk,k(∆) ≤ ⌈3∆/2⌉ + k − 1, à â ðàáîòå [13] � ÷òî äëÿ ëþ-
áîãî k ≥ 1 è l ≥ ⌈∆/2⌉ âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî χk,l(∆) = χk,∞(∆) = ∆ + k. Òàì
æå äëÿ ëþáîãî íå÷¼òíîãî ∆ ïîñòðîåíà áåñêîíå÷íàÿ ñåðèÿ ïðèìåðîâ ìóëüòèãðàôîâ,
(1, 1)-õðîìàòè÷åñêîå ÷èñëî êîòîðûõ ðàâíî ∆ + 2. Äëÿ äðóãèõ ïàðàìåòðîâ k è l, à
òàêæå äëÿ ÷¼òíîãî ∆ íåèçâåñòíî íè îäíîãî ïðèìåðà ãðàôà, äëÿ êîòîðîãî âûïîëíÿ-
ëîñü áû íåðàâåíñòâî χk,l(G) > ∆(G) + k. Âîçìîæíî, èõ è íå ñóùåñòâóåò. Òàê, â [14]
äîêàçàíî, ÷òî χ1,1(4) = 5.

3. Ïðåäïèñàííàÿ ðàñêðàñêà èíöèäåíòîðîâ. Ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à èíöèäåíòîð-
íîé ðàñêðàñêè âçâåøåííîãî ìóëüòèãðàôà ñ äîïîëíèòåëüíûì óñëîâèåì, ÷òî öâåò êàæ-
äîãî èíöèäåíòîðà äóãè e ëåæèò â íåêîòîðîì çàðàíåå çàäàííîì ìíîæåñòâå äîïóñòè-
ìûõ öâåòîâ L(e) (ïðåäïèñàíèè äóãè e). Â.Ã. Âèçèíã [1] äîêàçàë, ÷òî äëÿ ñóùåñòâîâà-
íèÿ ðàñêðàñêè äîñòàòî÷íî âûïîëíåíèÿ óñëîâèÿ |L(e)| ≥ ∆(G)+w(e)+ 1 äëÿ êàæäîé
äóãè e; áîëåå òîãî, ïðè ÷åòíîì∆ äîñòàòî÷íî âûïîëíåíèÿ óñëîâèÿ |L(e)| ≥ ∆(G)+w(e)
äëÿ êàæäîé äóãè e. Íåèçâåñòíî, âåðíî ëè ýòî óòâåðæäåíèå äëÿ íå÷åòíîãî ∆. Â ðàáîòå
[15] îíî áûëî äîêàçàíî äëÿ ∆ = 3.

4. Òîòàëüíàÿ ðàñêðàñêà èíöèäåíòîðîâ. Â ýòîé çàäà÷å ïîìèìî èíöèäåíòîðîâ êðà-
ñÿòñÿ òàêæå è âåðøèíû ìóëüòèãðàôà, òàê ÷òîáû öâåò êàæäîé âåðøèíû îòëè÷àëñÿ
îò öâåòîâ åå ñîñåäåé è îò öâåòîâ ïðèìûêàþùèõ ê íåé èíöèäåíòîðîâ. Â.Ã. Âèçèíã [2]
ïîêàçàë, ÷òî òîòàëüíîå èíöèäåíòîðíîå õðîìàòè÷åñêîå ÷èñëî χT

k,∞(G) ≤ χk,∞(G) + 2,
ïðè÷¼ì χT

0,∞(G) = ∆(G) + 1. Â òîé æå ðàáîòå áûëà âûäâèíóòà ãèïîòåçà, ÷òî
χT
k,∞(G) ≤ χk,∞(G) + 1 äëÿ ëþáîãî k.
5. Èíòåðâàëüíàÿ ðàñêðàñêà èíöèäåíòîðîâ. Â äàííîì âèäå ðàñêðàñêè óñèëèâàåò-

ñÿ òðåáîâàíèå íà öâåòà ñìåæíûõ èíöèäåíòîðîâ: îíè äîëæíû áûòü íå ïðîñòî ðàç-
ëè÷íû, íî è ïðè êàæäîé âåðøèíå èäòè ïîäðÿä, ò. å. îáðàçîâûâàòü èíòåðâàë. Äëÿ
èíòåðâàëüíîãî èíöèäåíòîðíîãî õðîìàòè÷åñêîãî ÷èñëà áóäåì èñïîëüçîâàòü îáî-
çíà÷åíèå χint. Â [3] äîêàçàíî, ÷òî χint

0,∞(G) ≤ max{∆(G),∆+(G) + ∆−(G) − 1} è
χint
1,∞(G) ≤ ∆+(G) + ∆−(G); òàì æå ïîêàçàíî, ÷òî èíòåðâàëüíîé (k,∞)-ðàñêðàñêè

èíöèäåíòîðîâ ìîæåò íå ñóùåñòâîâàòü ïðè k ≥ 2.
6. Ðàñêðàñêà èíöèäåíòîðîâ íåîðèåíòèðîâàííûõ ìóëüòèãðàôîâ. Â ñëó÷àå íåîðèåí-

òèðîâàííûõ ìóëüòèãðàôîâ åñòåñòâåííûì îáðàçîì èçìåíÿåòñÿ îãðàíè÷åíèå íà öâåòà
ñîïðÿæåííûõ èíöèäåíòîðîâ: âìåñòî ðàçíîñòè öâåòîâ êîíå÷íîãî è íà÷àëüíîãî èíöè-
äåíòîðîâ ðàññìàòðèâàåòñÿ ìîäóëü ðàçíîñòè öâåòîâ ñîïðÿæåííûõ èíöèäåíòîðîâ. Òà-
êèì îáðàçîì, èíöèäåíòîðíîå õðîìàòè÷åñêîå ÷èñëî íåîðèåíòèðîâàííîãî ìóëüòèãðàôà
åñòü ìèíèìàëüíîå èç èíöèäåíòîðíûõ õðîìàòè÷åñêèõ ÷èñåë åãî îðèåíòàöèé. Ýòî íà-
áëþäåíèå ïîçâîëÿåò ïåðåíåñòè áîëüøèíñòâî ðåçóëüòàòîâ äëÿ îðèåíòèðîâàííûõ ìóëü-
òèãðàôîâ íà íåîðèåíòèðîâàííûé ñëó÷àé. Îäíàêî íåêîòîðûå ðåçóëüòàòû äëÿ íåîðè-
åíòèðîâàííûõ ìóëüòèãðàôîâ äîñòàòî÷íî èíòåðåñíû. Òàê, Â.Ã. Âèçèíã è Á. Òîôò [10]
ïîêàçàëè, ÷òî äëÿ òîòàëüíîé ðàñêðàñêè íåîðèåíòèðîâàííîãî ìóëüòèãðàôà G èìå-
åò ìåñòî îöåíêà χT

k,∞(G) ≤ χk,∞(G) + 1. Â îòëè÷èå îò îðèåíòèðîâàííîãî ñëó÷àÿ,
èíòåðâàëüíàÿ ðàñêðàñêà èíöèäåíòîðîâ íåîðèåíòèðîâàííîãî ìóëüòèãðàôà âñåãäà ñó-
ùåñòâóåò [5]. Â ðàáîòå [6] ïîëó÷åíû ôîðìóëû è îöåíêè äëÿ χk,l(G), èç êîòîðûõ, â
÷àñòíîñòè, âûòåêàåò óäèâèòåëüíûé ôàêò: äëÿ ëþáûõ äâóõ îäíîðîäíûõ íåîðèåíòèðî-
âàííûõ ìóëüòèãðàôîâ G è H ñòåïåíè ∆ èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî χk,l(G) = χk,l(H).
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Îòêðûòûå ïðîáëåìû. Íàèáîëåå èíòåðåñíûìè èç îòêðûòûõ ïðîáëåì, ïî ìíåíèþ
àâòîðà, ÿâëÿþòñÿ ñëåäóþùèå:

1. Âåðíî ëè, ÷òî äëÿ ëþáîãî k ≥ 1 ñóùåñòâóåò òàêîå l, ÷òî äëÿ âñÿêîãî ∆ âûïîë-
íÿåòñÿ ðàâåíñòâî χk,l(∆) = χk,∞(∆) = ∆+ k?

2. ×åìó ðàâíû çíà÷åíèÿ χ1,2(5) è χ2,2(5)?
3. Âåðíî ëè, ÷òî äëÿ ëþáîãî ÷¼òíîãî ∆ âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî χ1,1(∆) = ∆ + 1?
4. Ïðàâäà ëè, ÷òî åñëè |L(e)| ≥ ∆(G) +w(e) äëÿ êàæäîé äóãè e, òî ïðåäïèñàííàÿ

ðàñêðàñêà èíöèäåíòîðîâ ñóùåñòâóåò?
5. Âûïîëíÿåòñÿ ëè â îðèåíòèðîâàííîì ñëó÷àå îöåíêà χT

k,∞(G) ≤ χk,∞(G) + 1?

Ðàáîòà ïîääåðæàíà ãðàíòàìè ÐÔÔÈ (ïðîåêòû �12-01-00090, �10-07-
00195), EPSRC Grant EP/F064551/1, ãðàíòîì ôåäåðàëüíîé öåëåâîé ïðîãðàììû
¾Íàó÷íûå è íàó÷íî-ïåäàãîãè÷åñêèå êàäðû èííîâàöèîííîé Ðîññèè¿ (ãîñ. êîíòðàêò
�14.740.11.0362), à òàêæå ãðàíòîì öåëåâîé ïðîãðàììû ÑÎ ÐÀÍ (èíòåãðàöèîííûé
ïðîåêò �7Á).
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ÐÀÍÍÈÅ ÐÀÁÎÒÛ Ë.Â. ÊÀÍÒÎÐÎÂÈ×À ÏÎ ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÎÌÓ
ÏÐÎÃÐÀÌÌÈÐÎÂÀÍÈÞ: Ê 100-ËÅÒÈÞ ÑÎ ÄÍß ÐÎÆÄÅÍÈß

È.Â. Ðîìàíîâñêèé

20 ÿíâàðÿ ýòîãî ãîäà èñïîëíèëîñü 100 ëåò ñî äíÿ ðîæäåíèÿ Ëåîíèäà Âèòàëüåâè÷à
Êàíòîðîâè÷à, çàìå÷àòåëüíîãî ìàòåìàòèêà è ýêîíîìèñòà.

Îí áûë èçáðàí äåéñòâèòåëüíûì ÷ëåíîì Àêàäåìèè Íàóê ÑÑÑÐ, óäîñòîåí ãëàâíûõ
îòå÷åñòâåííûõ ïðåìèé � Ñòàëèíñêîé â 1948 ã. çà ñòàòüè ïî ïðèìåíåíèþ ôóíêöèî-
íàëüíîãî àíàëèçà â âû÷èñëèòåëüíîé ìàòåìàòèêå è Ëåíèíñêîé â 1965 ã. çà íàó÷íóþ
ðàçðàáîòêó ìåòîäà ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ è ýêîíîìè÷åñêèõ ìîäåëåé (ñîâì.
ñ ýêîíîìèñòàìè Â.Ñ. Íåì÷èíîâûì è Â.Â. Íîâîæèëîâûì), à â 1975 ã. Íîáåëåâñêîé
ïðåìèè ïî ýêîíîìèêå çà âêëàä â ðàçðàáîòêó òåîðèè îïòèìàëüíîãî èñïîëüçîâàíèÿ
ðåñóðñîâ â íàðîäíîì õîçÿéñòâå (ñîâì. ñ Ò. Êóïìàíñîì).

Â äîêëàäå áóäåò ðàññêàçàíî î òîì, êàê åùå î÷åíü ìîëîäîé, íî óæå î÷åíü èçâåñò-
íûé ìàòåìàòèê âî âðåìÿ çàóðÿäíîé êîíñóëüòàöèè ñ ïðèøåäøèì ê íåìó èíæåíåðîì èç
Âñåñîþçíîãî Ôàíåðíîãî òðåñòà âñòðåòèëñÿ ñ ýêñòðåìàëüíîé çàäà÷åé íîâîãî äëÿ íåãî
òèïà. Îí óâèäåë, ÷òî èçâåñòíûå ìåòîäû â ýòîé çàäà÷å íå ðàáîòàþò, è ïðèäóìàë íî-
âûé ïîäõîä. Âñêîðå îí óâèäåë, ÷òî âîçíèêàþùèå ïðè ýòîì ïîäõîäå âñïîìîãàòåëüíûå
êîýôôèöèåíòû ìîãóò èìåòü áîëüøîå ýêîíîìè÷åñêîå çíà÷åíèå. Îá ýòîì îí íàïèñàë
áðîøþðó [1], èçäàííóþ â 1939 ã. Íåìíîãî ïîçäíåå áûëà ïîäãîòîâëåíà ñòàòüÿ [2], îïè-
ñûâàþùàÿ ìàòåìàòè÷åñêóþ ñòîðîíó ïîäõîäà.

Îáäóìûâàÿ âîçìîæíûå ïðèìåíåíèÿ ýòîãî îòêðûòèÿ, Ëåîíèä Âèòàëüåâè÷ óâèäåë
âîçìîæíîñòü ðåøåíèÿ çàäà÷ îïòèìàëüíîé òðàíñïîðòèðîâêè. Íà ýòó òåìó áûëà îïóá-
ëèêîâàíà ñòàòüÿ [3], à åùå ðàíüøå ïîäãîòîâëåíà ñòàòüÿ [4], ïðåäíàçíà÷åííàÿ äëÿ
òðàíñïîðòíèêîâ, íî îïóáëèêîâàííàÿ â èõ ñáîðíèêå òîëüêî â 1949 ã. Èíòåðåñíî, ÷òî
î÷åíü áëèçêîé çàäà÷åé çàíèìàëñÿ ôðàíöóçñêèé ìàòåìàòèê Ãàñïàð Ìîíæ [5]. Çàäà÷à
Ìîíæà-Êàíòîðîâè÷à âûçûâàåò ñåé÷àñ áîëüøîé èíòåðåñ.

Âî âðåìÿ âîéíû Êàíòîðîâè÷ ïðåïîäàâàë â Âûñøåì âîåííîì èíæåíåðíî-òåõíè÷åñ-
êîì ó÷èëèùå, ãîòîâÿùåì âîåííûõ èíæåíåðîâ-ñòðîèòåëåé. Ïîïóòíî îí ðàáîòàë íàä
êíèãîé ¾Ýêîíîìè÷åñêèé ðàñ÷åò, îáåñïå÷èâàþùèé íàèáîëåå öåëåñîîáðàçíîå èñïîëü-
çîâàíèå ðåñóðñîâ¿. Ýòó êíèãó óäàëîñü èçäàòü òîëüêî â 1959 ã. [6] (íàçâàíèå ñëåãêà
èçìåíèëîñü).

Íî íåêîòîðûå âîçìîæíîñòè ïóáëèêàöèé è èññëåäîâàòåëüñêîé ðàáîòû ïîÿâèëèñü
ó Ë.Â. Êàíòîðîâè÷à åùå â ¾ñòàëèíñêèå¿ âðåìåíà, â ñâÿçè ñ ïðèñóæäåíèåì Ëåîíèäó
Âèòàëüåâè÷ó Ñòàëèíñêîé ïðåìèè 1948 ã. Òîãäà áûëà íàïå÷àòàíà ñòàòüÿ [4] è ñòàòüÿ
î ðàñïèëîâêå äðåâåñèíû, òîæå ïðîëåæàâøàÿ î÷åíü äîëãî.

Â òî æå âðåìÿ ïîä ðóêîâîäñòâîì Ëåîíèäà Âèòàëüåâè÷à åãî ìîëîäîé ñîòðóäíèê
Â.À. Çàëãàëëåð íà÷àë ðàáîòó ïî ðàöèîíàëüíîìó ðàñêðîþ íà Âàãîíîñòðîèòåëüíîì
çàâîäå. Ðàáîòà áûëà áîëåå ÷åì óñïåøíîé � Çàëãàëëåð âðó÷íóþ ðåøàë çàäà÷è äëÿ
ðåàëüíîãî ïðîèçâîäñòâà, ñóùåñòâåííî ýêîíîìÿ äåôèöèòíûå ìàòåðèàëû. Çäåñü áûëè
âïåðâûå îïðîáîâàíû â ðåàëüíîé îáñòàíîâêå ìåòîäû ëèíåéíîãî (äî Äàíöèãà) è äà-
æå äèíàìè÷åñêîãî (äî Áåëëìàíà) ïðîãðàììèðîâàíèÿ, õîòÿ âñå âû÷èñëåíèÿ âåëèñü
âðó÷íóþ. Ïî ìàòåðèàëàì ðàáîòû áûëà âûïóøåíà êíèãà [7], êîòîðàÿ â äàëüíåéøåì
áûëà ïåðåèçäàíà â 1971 ã., à ñåé÷àñ ïåðåèçäàíà åùå ðàç. (Îáà ïåðåèçäàíèÿ ñîäåðæàò
áîëüøèå áèáëèîãðàôè÷åñêèå îáçîðû, íàïèñàííûå ñíà÷àëà Â.À. Çàëãàëëåðîì, à ïîòîì
Ý.À. Ìóõà÷åâîé.)

Â 50-å ãîäû â ÑØÀ íà÷èíàåò áóðíî ðàçâèâàòüñÿ ëèíåéíîå è äèíàìè÷åñêîå ïðî-
ãðàììèðîâàíèå. Ê ñ÷àñòüþ, â Ñîâåòñêîì Ñîþçå ñîçäàåòñÿ ÂÈÍÈÒÈ è ñèñòåìà ðåôå-
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ðàòèâíûõ æóðíàëîâ, è â êîíöå 1950-õ ãã. ìû ïîëó÷èëè âîçìîæíîñòü ñëåäèòü çà ñâå-
æåé íàó÷íîé ëèòåðàòóðîé, ïðåêðàñíîé ïî òåì âðåìåíàì. Ðàáîòû Ë.Â. Êàíòîðîâè÷à
ñòàíîâÿòñÿ èçâåñòíûìè íà Çàïàäå. Ïåðåâîä áðîøþðû [1] áûë îïóáëèêîâàí â æóðíàëå
Management Science. Ïîäðîáíîñòè îïèñàíû âî âñòóïèòåëüíîé ñòàòüå Âñ.Ë. Êàíòîðî-
âè÷à â [1a].

Âñïîìíèì åùå, ÷òî â ýòî æå âðåìÿ Èçäàòåëüñòâî èíîñòðàííîé ëèòåðàòóðû ïðåä-
ëîæèëî Ë.Â. Êàíòîðîâè÷ó îðãàíèçîâàòü ïåðåâîä êíèãè ¾Ëèíåéíûå íåðàâåíñòâà è
ñìåæíûå âîïðîñû¿ � âàæíîãî ñáîðíèêà ñòàòåé, ïîäãîòîâëåííîãî â Ïðèíñòîíñêîì
óíèâåðñèòåòå. Êíèãà ñ ïðèëîæåíèåì ó÷åáíèêà àíãëèéñêîãî ìàòåìàòèêà Ñ. Âàéäû
áûëà ïåðåâåäåíà ïîä ðåäàêöèåé Ë.Â. Êàíòîðîâè÷à è Â.Â. Íîâîæèëîâà [8]. Èçäàíèå
îêàçàëîñü î÷åíü ñâîåâðåìåííûì (ÿ ãîðä, ÷òî ìíå òîæå äîâåëîñü â íåì ó÷àñòâîâàòü)
� îíî ïðèâëåêëî âíèìàíèå ìîëîäûõ ìàòåìàòèêîâ ê òàêîé èíòåðåñíîé è àêòóàëüíîé
ïðîáëåìàòèêå. Âñëåä çà ¾Ëèíåéíûìè íåðàâåíñòâàìè¿ áûëè î÷åíü áûñòðî ïåðåâåäåíû
åùå íåñêîëüêî êíèã, â òîì ÷èñëå êëàññè÷åñêèå êíèãè Ð. Áåëëìàíà [9], Äæ. Äàíöèãà
[10], Ä. Ãåéëà, Ñ. Êàðëèíà è äð.
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ÌÍÎÃÎÏÀÐÀÌÅÒÐÈ×ÅÑÊÈÉ ÀÍÀËÈÇ ÑËÎÆÍÎÑÒÈ
ÇÀÄÀ× ÄÈÑÊÐÅÒÍÎÉ ÎÏÒÈÌÈÇÀÖÈÈ

Ñ.Â. Ñåâàñòüÿíîâ

1. Âìåñòî ââåäåíèÿ

Êàê èçâåñòíî, âûñîêàÿ âû÷èñëèòåëüíàÿ ñëîæíîñòü ÿâëÿåòñÿ õàðàêòåðíîé ÷åðòîé
áîëüøèíñòâà çàäà÷ äèñêðåòíîé îïòèìèçàöèè. Îäíàêî ñàì ôàêò âûñîêîé ñëîæíîñòè
çàäà÷è (äîêàçûâàåìûé, êàê ïðàâèëî, äëÿ çàäà÷è â ñàìîì îáùåì å¼ âèäå) íå ñíèìàåò
àêòóàëüíîñòè âîïðîñà î å¼ ïðàêòè÷åñêîì ðåøåíèè. À ïîòîìó, òðåáóåòñÿ äàëüíåéøèé
àíàëèç çàäà÷è, êîòîðûé ïîçâîëèë áû áîëåå ÿâíî âûÿâèòü ôàêòîðû, ðåøàþùèì îá-
ðàçîì âëèÿþùèå íà å¼ âû÷èñëèòåëüíóþ ñëîæíîñòü (îáíàðóæèòü òó ñàìóþ �çàðûòóþ
ñîáàêó�).

Ñàìî ñëîâî �àíàëèç� ïîäðàçóìåâàåò �ðàçäåëåíèå�, �ðàçðåçàíèå� èññëåäóåìîãî îáú-
åêòà íà ÷àñòè. Äëÿ èññëåäîâàíèÿ èíòåðåñóþùåãî íàñ îáúåêòà (ò.å. çàäà÷è äèñêðåòíîé
îïòèìèçàöèè) ìû òàêæå áóäåì ïðîèçâîäèòü å¼ �ðàçðåçû�, âûáèðàÿ â êà÷åñòâå íàïðàâ-
ëåíèÿ ðàçðåçîâ � îãðàíè÷åíèÿ íà òå èëè èíûå ïàðàìåòðû çàäà÷è. Òàêèì îáðàçîì,
�äàëüíåéøèé àíàëèç� ñëîæíîñòè çàäà÷è ñâîäèòñÿ ê å¼ ïàðàìåòðè÷åñêîìó àíàëèçó.

Ëþáàÿ çàäà÷à äèñêðåòíîé îïòèìèçàöèè, êàê èçâåñòíî, îïèñûâàåòñÿ â òåðìèíàõ
ìíîæåñòâà ïàðàìåòðîâ. Òàê íàïðèìåð, îñíîâíûìè ïàðàìåòðàìè, ñ ïîìîùüþ êîòî-
ðûõ ìîæåò áûòü îïèñàíà öåõîâàÿ çàäà÷à òåîðèè ðàñïèñàíèé, ÿâëÿþòñÿ: ÷èñëî ìàøèí
(m), ÷èñëî ðàáîò (n), ÷èñëî îïåðàöèé êàæäîé ðàáîòû (νj) è äëèòåëüíîñòü êàæäîé
îïåðàöèè (pji). Ïîìèìî îñíîâíûõ ïàðàìåòðîâ, äëÿ ïàðàìåòðè÷åñêîãî àíàëèçà ìîãóò
áûòü âûáðàíû è äðóãèå �íàïðàâëåíèÿ ðàçðåçà� çàäà÷è, ïðåäñòàâëÿþùèå èíòåðåñ â
ïëàíå �àíàòîìèè� ñëîæíîñòè çàäà÷è. Íàïðèìåð, â òîé æå öåõîâîé çàäà÷å íàñ ìîãóò
èíòåðåñîâàòü: ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî îïåðàöèé îäíîé ðàáîòû (ν); ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî
îïåðàöèé, âûïîëíÿåìûõ íà îäíîé ìàøèíå (µ); ìàêñèìàëüíàÿ äëèòåëüíîñòü îïåðàöèè
(pmax); îãðàíè÷åíèå ñâåðõó (p̄) íà ÷èñëî ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ pji; ïàðà-
ìåòð (C), çàäàþùèé îãðàíè÷åíèå ñâåðõó íà äîïóñòèìóþ äëèíó ðàñïèñàíèÿ (â çàäà÷àõ
ðàñïîçíàâàíèÿ èç êëàññà NP), è ò.ä. Óæå òîëüêî ïðèâåä¼ííûé ïåðå÷åíü ïàðàìåòðîâ
íàãëÿäíî äåìîíñòðèðóåò ÷èòàòåëþ òîò î÷åâèäíûé ôàêò, ÷òî ïàðàìåòðè÷åñêèé àíàëèç
ñëîæíîñòè çàäà÷ äèñêðåòíîé îïòèìèçàöèè � âåñüìà íåïðîñòîå äåëî!

Öåëü äàííîé ðàáîòû � ïðîèëëþñòðèðîâàòü íà íåñêîëüêèõ ïðèìåðàõ öåëå-
ñîîáðàçíîñòü ðàçâèòèÿ íîâîãî ïîäõîäà ê àíàëèçó ñëîæíîñòè äèñêðåòíûõ çàäà÷,
íàçûâàåìîãî ìíîãîïàðàìåòðè÷åñêèì àíàëèçîì. Âíà÷àëå ìû ïðåäñòàâèì îñíîâíûå
ïîíÿòèÿ, èñïîëüçóåìûå â ðàìêàõ äàííîãî ïîäõîäà. Çàòåì â êà÷åñòâå èëëþñòðàöèè
ýôôåêòèâíîãî ïðèìåíåíèÿ äàííîãî ïîäõîäà áóäóò ðàññìîòðåíû êëàññè÷åñêèå öå-
õîâûå çàäà÷è íà ìèíèìóì äëèíû ðàñïèñàíèÿ (çàäà÷è open shop, job shop, mixed
shop) è çàäà÷à î ñâÿçíîé ïðåäïèñàííîé ðàñêðàñêå âåðøèí ãðàôà. Îáñóæäàþòñÿ
ðåçóëüòàòû ÷åòûð¼õ-ïàðàìåòðè÷åñêîãî àíàëèçà ñëîæíîñòè óêàçàííûõ çàäà÷.

2. Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ ìíîãîïàðàìåòðè÷åñêîãî
àíàëèçà ñëîæíîñòè çàäà÷

×òî æå ïîíèìàåòñÿ ïîä �ìíîãîïàðàìåòðè÷åñêèì àíàëèçîì ñëîæíîñòè�? Êàê ìû
óæå óáåäèëèñü, ó çàäà÷è ìîæåò èìåòüñÿ ìíîãî ïàðàìåòðîâ, ïî êîòîðûì íàì õîòåëîñü
áû ïðîâåñòè àíàëèç å¼ ñëîæíîñòè (è êîòîðûé ðåàëüíî ïðîâîäèòñÿ â ìíîãî÷èñëåííîé
èññëåäîâàòåëüñêîé ëèòåðàòóðå) � íî ýòî ëè èìååòñÿ â âèäó? Âîâñå íåò. Îáû÷íî ïîä
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�ïàðàìåòðè÷åñêèì� àíàëèçîì ñëîæíîñòè ïîíèìàåòñÿ îäíîìåðíûé àíàëèç, ïðîâîäè-
ìûé ïî òîìó èëè èíîìó ïàðàìåòðó (ïðè÷¼ì, � íåçàâèñèìî äëÿ ðàçíûõ ïàðàìåòðîâ).
Ñõåìà àíàëèçà òàêîâà: ââîäèòñÿ �îãðàíè÷èòåëü� íà èññëåäóåìûé ïàðàìåòð è íàõî-
äèòñÿ òî êðèòè÷åñêîå çíà÷åíèå äàííîãî îãðàíè÷èòåëÿ, ïðè ïåðåõîäå ÷åðåç êîòîðûé
çàäà÷à ðåçêî ìåíÿåò ñâîþ ñëîæíîñòü. Îäíàêî íà íàø âçãëÿä, ïîëó÷àåìàÿ ïðè òàêîì
àíàëèçå êàðòèíà ñëîæíîñòè èññëåäóåìîé çàäà÷è ÿâëÿåòñÿ ñëèøêîì �ïëîñêîé� (äà-
æå åñëè ïðîâåñòè òàêîé àíàëèç ïî êàæäîìó èíòåðåñóþùåìó íàñ ïàðàìåòðó). Ãîðàçäî
áîëüøå èíôîðìàöèè ïðåäîñòàâëÿåò èññëåäîâàíèå ïîäçàäà÷, ïîëó÷àåìûõ â ðåçóëüòàòå
ââåäåíèÿ îäíîâðåìåííûõ îãðàíè÷åíèé ñðàçó íà íåñêîëüêî êëþ÷åâûõ ïàðà-
ìåòðîâ èñõîäíîé (îáùåé) çàäà÷è. Ïðàâäà, ïðè ýòîì çàäà÷à îòûñêàíèÿ ãðàíèöû ìåæ-
äó îáëàñòÿìè �ïðîñòûõ� è �òðóäíîðåøàåìûõ� ïîäçàäà÷, ïðîëåãàþùåé â ìíîãîìåðíîì
ïðîñòðàíñòâå, ñòàíîâèòñÿ íàìíîãî ñëîæíåå (â îòëè÷èå îò îäíîìåðíîãî àíàëèçà, êîãäà
ãðàíèöåé ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííîå ÷èñëî).

Èòàê, ïåðâûì øàãîì ïðè ïðîâåäåíèè ìíîãîïàðàìåòðè÷åñêîãî àíàëèçà çàäà÷è ÿâ-
ëÿåòñÿ âûáîð å¼ êëþ÷åâûõ ïàðàìåòðîâ x1, . . . , xn, ïî êîòîðûì áóäåò îòñëåæèâàòüñÿ
å¼ ñëîæíîñòü. Äëÿ êàæäîãî ïðèìåðà I èñõîäíîé çàäà÷è P (èëè äëÿ êàæäîé èíäèâèäó-
àëüíîé çàäà÷è) çíà÷åíèÿ êëþ÷åâûõ ïàðàìåòðîâ äîëæíû áûòü îäíîçíà÷íî îïðåäåëå-
íû. Ïðè ýòîì âåêòîð χ(I) = (x1(I), . . . , xn(I)) áóäåì íàçûâàòü õàðàêòåðèñòè÷åñêèì
âåêòîðîì ïðèìåðà I. (Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè, ìû ìîæåì âñåãäà ñ÷èòàòü êëþ÷å-
âûå ïàðàìåòðû ÷èñëîâûìè, è äàæå � öåëî÷èñëåííûìè.)

Ïóñòü Xi îáîçíà÷àåò ìíîæåñòâî çíà÷åíèé ïàðàìåòðà xi, à X̄i � ìíîæåñòâî çíà-
÷åíèé, ðàñøèðåííîå çíà÷åíèåì {+∞}. (Ñìûñë òàêîãî ðàñøèðåíèÿ áóäåò îáúÿñí¼í
ïîçäíåå.) Äëÿ äâóõ âåêòîðîâ x′ = (x′1, . . . , x

′
n), x

′′ = (x′′1, . . . , x
′′
n) ∈ X̄ áóäåì ïèñàòü

x′ ≤ x′′, åñëè x′i ≤ x′′i äëÿ âñåõ i = 1, . . . , n.
Äàëåå îïðåäåëÿþòñÿ îãðàíè÷åíèÿ íà çíà÷åíèÿ êëþ÷åâûõ ïàðàìåòðîâ � ýòè îãðà-

íè÷åíèÿ ñëóæàò öåëè ñóæåíèÿ ìíîæåñòâà ïðèìåðîâ èñõîäíîé çàäà÷è äî ðàçìåðà
íåêîòîðîé ïîäçàäà÷è. Îæèäàåìûé ýôôåêò îò òàêîãî ñóæåíèÿ � óìåíüøåíèå ñëîæ-
íîñòè çàäà÷è. (Íàïðèìåð, èñõîäíàÿ NP-ïîëíàÿ çàäà÷à ìîæåò ñòàòü ïîëèíîìèàëüíî
ðàçðåøèìîé.) Äàííûé ýôôåêò îáúÿñíÿåòñÿ òåì, ÷òî ìû îïðåäåëÿåì ñëîæíîñòü çàäà-
÷è ïî å¼ �õóäøåìó ñëó÷àþ�. Ñëåäîâàòåëüíî, óìåíüøàÿ ÷èñëî ñëó÷àåâ, ìû óìåíüøàåì
è ýôôåêò îò õóäøåãî ñëó÷àÿ.

Ñ ýòèì âûâîäîì íåñîãëàñíû íåêîòîðûå �èññëåäîâàòåëè ñëîæíîñòè�, êîòîðûå ïðè-
âîäÿò ìíîæåñòâî ïðèìåðîâ, êîãäà ïîäçàäà÷à êàêîé-íèáóäü ïîëèíîìèàëüíî ðàçðåøè-
ìîé çàäà÷è äîïóñêàåò ñóùåñòâåííî áîëåå êîìïàêòíóþ ñõåìó êîäèðîâàíèÿ âõîäíîé
èíôîðìàöèè, è â ðåçóëüòàòå ìîæåò îêàçàòüñÿ NP-ïîëíîé. Îäíàêî ëåãêî çàìåòèòü,
÷òî â ýòîì ñëó÷àå ïî îòíîøåíèþ ê ïðèìåðàì òàêîé ïîäçàäà÷è äîïóñêàåòñÿ �äâîéíîé
ñòàíäàðò�: îíè ïî-ðàçíîìó êîäèðóþòñÿ â ðàìêàõ îáùåé çàäà÷è è å¼ ïîäçàäà÷.

×òîáû èçáåæàòü âîçíèêíîâåíèÿ îïèñàííîé âûøå ïàðàäîêñàëüíîé ñèòóàöèè, ìû â
íàøèõ èññëåäîâàíèÿõ ïðè îïðåäåëåíèè òåðìèíà ïîäçàäà÷à ïðèíèìàåì ñëåäóþùåå

Ñîãëàøåíèå.Êàæäûé ïðèìåð èñõîäíîé çàäà÷è P èñïîëüçóåò îäíó è òó æå ñõå-
ìó êîäèðîâàíèÿ íåçàâèñèìî îò òîãî, â ðàìêàõ êàêîé èç ïîäçàäà÷ èñõîäíîé çàäà÷è
P (âêëþ÷àÿ ñàìó çàäà÷ó P) îí ðàññìàòðèâàåòñÿ.

Êàê ñëåäñòâèå èç ýòîãî ñîãëàøåíèÿ, ìû ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå (èñ-
ïîëüçóåìîå â êà÷åñòâå ïîñòóëàòà â êëàññè÷åñêîé ìîíîãðàôèè Ãýðè è Äæîíñîíà).

Óòâåðæäåíèå. Âû÷èñëèòåëüíàÿ ñëîæíîñòü âñÿêîé ïîäçàäà÷è çàäà÷è P íå ïðå-
âîñõîäèò ñëîæíîñòè èñõîäíîé çàäà÷è P .
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Â êà÷åñòâå îãðàíè÷åíèé, íàêëàäûâàåìûõ íà êëþ÷åâûå ïàðàìåòðû, ìû áóäåì ðàñ-
ñìàòðèâàòü ïðîñòåéøèé èõ ñëó÷àé: âåêòîð-îãðàíè÷èòåëü x̄ ∈ X̄ , çàäàþùèé îãðàíè-
÷åíèÿ ñâåðõó íà êàæäûé èç êëþ÷åâûõ ïàðàìåòðîâ. Êàæäûé âåêòîð x̄ ∈ X̄ òåì ñàìûì
îïðåäåëÿåò ïîäçàäà÷ó Px̄ = {I ∈ P |χ(I) ≤ x̄} èñõîäíîé çàäà÷è P . Òàêèì îáðàçîì, ìû
ïîëó÷àåì êëàññ ïîäçàäà÷ P(X̄ ) = {Px̄ | x̄ ∈ X̄} ïî âñåâîçìîæíûì çíà÷åíèÿì âåêòîðà-
îãðàíè÷èòåëÿ, è ìû õîòåëè áû óñòàíîâèòü ñëîæíîñòü êàæäîé ïîäçàäà÷è èç ýòîãî
êëàññà. Çàìåòèì, ÷òî åñëè äëÿ äâóõ âåêòîðîâ x′ = (x′1, . . . , x

′
n), x

′′ = (x′′1, . . . , x
′′
n) ∈ X̄

âûïîëíåíî ñîîòíîøåíèå x′ ≤ x′′, òî çàäà÷à Px′ ÿâëÿåòñÿ ïîäçàäà÷åé çàäà÷è Px′′ , ïî-
ñêîëüêó êàæäûé ïðèìåð, âõîäÿùèé â Px′ , âõîäèò è â Px′′ .

Òåïåðü ìû ìîæåì îáúÿñíèòü ñìûñë ââåäåíèÿ ðàñøèðåííîãî ìíîæåñòâà çíà÷åíèé
äëÿ êîìïîíåíò âåêòîðà-îãðàíè÷èòåëÿ. Ïóñòü xi � íåêîòîðûé ÷èñëåííûé ïàðàìåòð
(íàïðèìåð, ÷èñëî ðàáîò â çàäàííîì ïðèìåðå). ßñíî, ÷òî ìû ìîæåì ðàçðåøèòü òîëü-
êî êîíå÷íûå çíà÷åíèÿ ýòîãî ïàðàìåòðà, ïîñêîëüêó ìû íå ìîæåì ðåøàòü ïðèìåðû
áåñêîíå÷íîãî ðàçìåðà. Â òî æå âðåìÿ, áåñêîíå÷íîå çíà÷åíèå îãðàíè÷èòåëÿ x̄i äà-
¼ò íàì âîçìîæíîñòü ðàññìàòðèâàòü ïîäçàäà÷è, ñîäåðæàùèå ïðèìåðû ñ ïðîèçâîëüíî
áîëüøèìè çíà÷åíèÿìè ïàðàìåòðà xi.

Ïóñòü ìíîæåñòâà PP (X̄ ) è PNP (X̄ ) îïðåäåëÿþò ïîäêëàññû ïîëèíîìèàëüíî ðàçðå-
øèìûõ è NP -ïîëíûõ çàäà÷ èç êëàññà P(X̄ ), è ïóñòü X̄P = {x̄ ∈ X̄ | Px̄ ∈ PP (X̄ )} è
X̄NP = {x̄ ∈ X̄ | Px̄ ∈ PNP (X̄ )} îáîçíà÷àþò ìíîæåñòâà èõ âåêòîðîâ-îãðàíè÷èòåëåé.
Â òåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî P(X̄ ) = PP (X̄ ) ∪ PNP (X̄ ), ìû ãîâîðèì,
÷òî êëàññ ïîäçàäà÷ P(X̄ ) îáëàäàåò ñâîéñòâîì äèõîòîìèè.

Îïðåäåëåíèå. Ìû ãîâîðèì, ÷òî ïàðà (X ′,X ′′) ïîäìíîæåñòâ âåêòîðîâ-îãðàíè÷è-
òåëåé X ′,X ′′ ⊆ X̄ ÿâëÿåòñÿ âïîëíå ïðåäñòàâèòåëüíîé ñèñòåìîé âåêòîðîâ èç X̄ , åñëè

(a) äëÿ ëþáîãî âåêòîðà x̄ ∈ X ′ îïðåäåëÿåìàÿ èì çàäà÷à Px̄ ÿâëÿåòñÿ ïîëèíîìèàëüíî-
ðàçðåøèìîé;

(b) äëÿ ëþáîãî âåêòîðà x̄ ∈ X ′′ îïðåäåëÿåìàÿ èì çàäà÷à Px̄ ÿâëÿåòñÿ NP -ïîëíîé;

(c) ëþáîé âåêòîð x̄ ∈ X̄ ëèáî ìàæîðèðóåòñÿ ìíîæåñòâîì X ′, ëèáî ìèíîðèðóåòñÿ
ìíîæåñòâîì X ′′ (èíà÷å ãîâîðÿ, âåêòîð x̄ ìàæîðèðóåò íåêîòîðûé âåêòîð èç X ′′).

Ñîîòâåòñòâóþùàÿ ïàðà ïîäìíîæåñòâ ïîäçàäà÷ (P(X ′),P(X ′′)) íàçûâàåòñÿ âïîëíå
ïðåäñòàâèòåëüíîé ñèñòåìîé ïîäçàäà÷ èç êëàññà P(X̄ ).

Çàìåòèì, ÷òî åñëè âî âïîëíå ïðåäñòàâèòåëüíîé ñèñòåìå âåêòîðîâ (X ′,X ′′) ìû èìå-
åì äâà ñðàâíèìûõ âåêòîðà ëèáî â X ′, ëèáî â X ′′, òî ìåíüøèé èç íèõ ìîæåò áûòü
óäàë¼í èç X ′ â ïåðâîì ñëó÷àå, à áîëüøèé èç äâóõ � èç X ′′ âî âòîðîì ñëó÷àå. Â îáîèõ
ñëó÷àÿõ ñèñòåìà âåêòîðîâ ïîñëå óäàëåíèÿ îäíîãî âåêòîðà îñòà¼òñÿ âïîëíå ïðåäñòàâè-
òåëüíîé. Â èäåàëå, äëÿ íàèáîëåå ýôôåêòèâíîé ïðîâåðêè ñâîéñòâà (c) äëÿ ïðîèçâîëü-
íî çàäàííîãî âåêòîðà x̄ ∈ X̄ ìû çàèíòåðåñîâàíû â íàõîæäåíèè ìèíèìàëüíî âîçìîæ-
íîé âïîëíå ïðåäñòàâèòåëüíîé ñèñòåìû âåêòîðîâ, â êîòîðîé íèêàêèå äâà âåêòîðà èç
X ′ (òàêæå êàê è íèêàêèå äâà âåêòîðà èç X ′′) íå ÿâëÿþòñÿ ñðàâíèìûìè. Åñëè âïîëíå
ïðåäñòàâèòåëüíàÿ ñèñòåìà âåêòîðîâ ñ òàêèì ñâîéñòâîì �íåñðàâíèìîñòè� ñóùåñòâóåò,
òî îíà ñîâïàäàåò ñ ïàðîé ìíîæåñòâ (X̄max

P , X̄min
NP ), ñîñòîÿùèõ èç âñåõ ìàêñèìàëüíûõ

âåêòîðîâ èç X̄P è âñåõ ìèíèìàëüíûõ âåêòîðîâ èç X̄NP ñîîòâåòñòâåííî. Â ýòîì ñëó÷àå
ñîîòâåòñòâóþùàÿ âïîëíå ïðåäñòàâèòåëüíàÿ ñèñòåìà ïîäçàäà÷ íàçûâàåòñÿ áàçèñíîé
ñèñòåìîé ïîäçàäà÷.

Â ÿâíîì âèäå ýòî ïîíÿòèå áûëî âïåðâûå ââåäåíî â ðàáîòå (Sevastianov, 2005), ãäå
òàêæå áûëà äîêàçàíà å¼ åäèíñòâåííîñòü (â ñëó÷àå å¼ ñóùåñòâîâàíèÿ) è ïîëó÷åíû
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äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ å¼ êîíå÷íîñòè. Â ñëó÷àå óñòàíîâëåíèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ è êîíå÷-
íîñòè áàçèñíîé ñèñòåìû ýòî äà¼ò ýôôåêòèâíûé ìåõàíèçì îïðåäåëåíèÿ ñëîæíîñòè
ëþáîé ïîäçàäà÷è èç ðàññìàòðèâàåìîãî (êàê ïðàâèëî, áåñêîíå÷íîãî) ïàðàìåòðè÷åñêî-
ãî êëàññà: äîñòàòî÷íî ñðàâíèòü âåêòîð-îãðàíè÷èòåëü ïîäçàäà÷è ñ òàêèìè âåêòîðàìè
äëÿ êàæäîé èç áàçèñíûõ ïîäçàäà÷.

Èç ïðèâåä¼ííûõ âûøå îïðåäåëåíèé íåïîñðåäñòâåííî âûòåêàåò

Ëåììà 4. Äëÿ ïàðàìåòðèçîâàííîãî êëàññà çàäà÷ P(X̄ ) áàçèñíàÿ ñèñòåìà ïîäçàäà÷
ñóùåñòâóåò åñëè è òîëüêî åñëè ïàðà ìíîæåñòâ âåêòîðîâ (X̄max

P , X̄min
NP ) ÿâëÿåòñÿ

âïîëíå ïðåäñòàâèòåëüíîé ñèñòåìîé âåêòîðîâ èç ìíîæåñòâà X̄ . �

3. Îïûò 4-ïàðàìåòðè÷åñêîãî àíàëèçà ñëîæíîñòè äèñêðåòíûõ
çàäà÷

Ïðèìåð êëàññà çàäà÷ P(X̄ ), íå èìåþùåãî áàçèñíîé ñèñòåìû ïîäçàäà÷, áûë ïðåä-
ñòàâëåí â ðàáîòå (Êàøèðñêèõ, Ñåâàñòüÿíîâ, ×åðíûõ, 2000). Êëàññ ïîäçàäà÷ çà-
äà÷è open shop îïðåäåëÿëñÿ êîìáèíàöèÿìè îãðàíè÷åíèé íà êëþ÷åâûå ïàðàìåòðû
(n, ν,m, µ). Áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ìíîæåñòâî âåêòîðîâ X̄max

P íå ìàæîðèðóåò ìíîæå-
ñòâà X̄P . Ïîäîáíàÿ ñèòóàöèÿ ìîæåò áûòü ëåãêî ïðîèëëþñòðèðîâàíà â ñëó÷àå àíà-
ëèçà ñëîæíîñòè ïî îòíîøåíèþ ê åäèíñòâåííîìó ÷èñëîâîìó ïàðàìåòðó x, êîòîðûé
ìîæåò ïðèíèìàòü ïðîèçâîëüíî áîëüøèå çíà÷åíèÿ. Òîãäà ìîæåò ñëó÷èòüñÿ òàê, ÷òî
äëÿ ëþáîãî êîíå÷íîãî çíà÷åíèÿ x′ îãðàíè÷èòåëÿ x̄ ñîîòâåòñòâóþùàÿ ïîäçàäà÷à Px′

ÿâëÿåòñÿ ïîëèíîìèàëüíî ðàçðåøèìîé, òîãäà êàê ïîäçàäà÷à P∞ NP-ïîëíà. Â ýòîì
ñëó÷àå ìíîæåñòâî X̄max

P ìàêñèìàëüíûõ ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà X̄P ïóñòî, è íå ìîæåò
ìàæîðèðîâàòü ìíîæåñòâà X̄P . (Â ñëó÷àå ìíîãî-ïàðàìåòðè÷åñêîãî àíàëèçà äîêàçà-
òåëüñòâî ïîäîáíîãî ôàêòà ÿâëÿåòñÿ áîëåå ñëîæíûì, íî èñïîëüçóåò òó æå èäåþ.) Â
ýòîì ñëó÷àå ïàðà (X̄max

P , X̄min
NP ) íå îáðàçóåò âïîëíå ïðåäñòàâèòåëüíóþ ñèñòåìó âåê-

òîðîâ (ñâîéñòâî (c) íå âûïîëíÿåòñÿ), è ïî ëåììå 4, áàçèñíîé ñèñòåìû ïîäçàäà÷ íå
ñóùåñòâóåò. Â òî æå âðåìÿ, ñóùåñòâóåò âïîëíå ïðåäñòàâèòåëüíàÿ ñèñòåìà âåêòîðîâ
èç ìíîæåñòâà X̄ . (È êàê ñëåäñòâèå, âûïîëíåíî ñâîéñòâî äèõîòîìèè.)

Â äðóãîé ðàáîòå (Êîíîíîâ, Ñåâàñòüÿíîâ, Ñâèðèäåíêî, 2011) 4-ïàðàìåòðè÷åñêèé
àíàëèç ñëîæíîñòè âûïîëíåí ïî îòíîøåíèþ ê êëàññó ïîäçàäà÷ ñìåøàííîé öåõîâîé
çàäà÷è (J + Ô). Êëàññ ïîäçàäà÷ îïðåäåë¼í ñèñòåìîé îäíîâðåìåííûõ îãðàíè÷åíèé íà
ïàðàìåòðû: M, pij, ν, C, ãäå ïåðâûé ïàðàìåòð ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ èç ìíîæåñòâà
{J,O, Ô, (J +O), (J + Ô)} è îáîçíà÷àåò òèï çàäà÷è: job shop, êëàññè÷åñêàÿ open shop,
îáîáù¼ííàÿ open shop, à òàêæå çàäà÷è, ïîëó÷àþùèåñÿ ïðè ñìåøèâàíèè ýòèõ äâóõ òè-
ïîâ. Îãðàíè÷åíèÿ íà âòîðîé è òðåòèé ïàðàìåòðû çàäàþò ìàêñèìàëüíî äîïóñòèìûå
çíà÷åíèÿ äëèòåëüíîñòåé îïåðàöèé è ÷èñëà îïåðàöèé îäíîé ðàáîòû, ñîîòâåòñòâåííî.
×åòâ¼ðòûé ïàðàìåòð îãðàíè÷èâàåò äëèíó ðàñïèñàíèÿ (â çàäà÷å ðàñïîçíàâàíèÿ), è â
ñèñòåìå ïîäçàäà÷ ìû çàäà¼ì îãðàíè÷åíèå ñâåðõó íà ýòîò ïàðàìåòð. Òðè ïîñëåäíèõ
ïàðàìåòðà îáúåäèíåíû îáùåé èäååé èññëåäîâàíèÿ òàê íàçûâàåìûõ �êîðîòêèõ� ðàñïè-
ñàíèé, èìåþùèõ îãðàíè÷åííóþ äëèíó. ßñíî, ÷òî åñëè äëèíó ðàñïèñàíèÿ îãðàíè÷èòü
ñâåðõó íåáîëüøîé êîíñòàíòîé, òî è äðóãèå äâà ïàðàìåòðà (ìàêñèìàëüíàÿ äëèòåëü-
íîñòü îïåðàöèè è ÷èñëî îïåðàöèé îäíîé ðàáîòû) áóäóò àâòîìàòè÷åñêè îãðàíè÷åíû
ñâåðõó ýòîé âåëè÷èíîé (ïî êðàéíåé ìåðå, åñëè ðå÷ü èä¼ò î ÷èñëå íåíóëåâûõ îïåðàöèé
ðàáîòû). Â òî æå âðåìÿ äàííûå òðè ïàðàìåòðà ìîæíî ðàññìàòðèâàòü è êàê ôîðìàëü-
íî íåçàâèñèìûå äðóã îò äðóãà. Ïðåäñòàâëåííûå ðåçóëüòàòû ÿâëÿþòñÿ äàëüíåéøèì
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ðàçâèòèåì ðåçóëüòàòîâ ïî àíàëèçó ñëîæíîñòè öåõîâûõ çàäà÷, ïîëó÷åííûõ â ðàáîòå
(Williamson et al., 1997).

Ôîðìàëüíî íå ñâÿçàííûì ñ ýòîé òðîéêîé ïàðàìåòðîâ ÿâëÿåòñÿ ïåðâûé ïàðàìåòð.
Â òî æå âðåìÿ, áûëî èçâåñòíî, ÷òî ñìåøèâàíèå ðàçíûõ òèïîâ çàäà÷ ìîæåò ïðèâî-
äèòü ê çàäà÷å, îáëàäàþùåé ñóùåñòâåííî íîâûìè ñâîéñòâàìè, êàêèõ íå áûëî ó å¼
�ðîäèòåëåé�. Òàê íàïðèìåð, äëÿ êëàññè÷åñêèõ öåõîâûõ çàäà÷ job shop è open shop ñ
äîïóùåíèÿìè ïðåðûâàíèé îïåðàöèé áûëî èçâåñòíî, ÷òî ìîæíî îãðàíè÷èòüñÿ ðàñïè-
ñàíèÿìè ñ ïðåðûâàíèÿìè ëèøü â öåëûõ òî÷êàõ. Îäíàêî ñìåøèâàíèå ýòèõ äâóõ çàäà÷
ïîðîäèëî çàäà÷ó, â êîòîðîé íå òîëüêî äàííîå ñâîéñòâî áûëî íàðóøåíî, íî è äëè-
íà îïòèìàëüíîãî ðàñïèñàíèÿ ìîãëà îêàçàòüñÿ íåöåëîé. Áûëî èíòåðåñíî ïðîñëåäèòü
ýòîò ôåíîìåí ïî îòíîøåíèþ ê âû÷èñëèòåëüíîé ñëîæíîñòè çàäà÷è. È äåéñòâèòåëüíî,
îêàçàëîñü, ÷òî è çäåñü ñìåøèâàíèå çàäà÷ ðàçíûõ òèïîâ ïðèâîäèò ê íîâîé çàäà÷å ñ
êàðäèíàëüíî äðóãèìè ñâîéñòâàìè. Òàê, åñëè ðàíåå áûëî óñòàíîâëåíî (Williamson et
al., 1997), ÷òî ïðîâåðêà ñóùåñòâîâàíèÿ ðàñïèñàíèé äëèíû íå áîëüøå 3 äëÿ çàäà÷ job
shop è open shop (áåç ïðåðûâàíèé) ïîëèíîìèàëüíî âûïîëíèìà, òî ïî îòíîøåíèþ ê
ñìåøàííîé çàäà÷å ýòà æå ïðîöåäóðà îêàçûâàåòñÿ NP-ïîëíîé.

Â öåëîì, ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ ðàññìàòðèâàåìîãî 4-ïàðàìåòðè÷åñêîãî ñåìåéñòâà ïîä-
çàäà÷ ñóùåñòâóåò áàçèñíàÿ ñèñòåìà, ñîñòîÿùàÿ èç 10 ïîäçàäà÷, 5 èç êîòîðûõ ïîëè-
íîìèàëüíî ðàçðåøèìû, à äðóãèå 5 � NP-ïîëíû.
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ÊÀËÅÍÄÀÐÍÎÅ ÏËÀÍÈÐÎÂÀÍÈÅ ÈÍÂÅÑÒÈÖÈÎÍÍÛÕ ÏÐÎÅÊÒÎÂ
Â.Â. Ñåðâàõ

Ââåäåíèå. Âàæíûì íàïðàâëåíèåì äèñêðåòíîé îïòèìèçàöèè ÿâëÿåòñÿ êàëåíäàð-
íîå ïëàíèðîâàíèå ñðîêîâ âûïîëíåíèÿ ñîâîêóïíîñòè âçàèìîñâÿçàííûõ ðàáîò â óñëî-
âèÿõ îãðàíè÷åííûõ ðåñóðñîâ. Òàêèå çàäà÷è âîçíèêàþò ïðè ðåàëèçàöèè êîñìè÷åñêèõ
è âîåííûõ ïðîãðàìì, ðàçðàáîòêå ìåñòîðîæäåíèé, ñòðîèòåëüñòâå è ðåêîíñòðóêöèè
ïðåäïðèÿòèé, ïðîåêòèðîâàíèè íîâûõ èçäåëèé, èõ çàïóñêå â ïðîèçâîäñòâî è òàê äà-
ëåå. Îòìåòèì áîëüøîå ðàçíîîáðàçèå ðàññìàòðèâàåìûõ â ëèòåðàòóðå ïîñòàíîâîê â
çàâèñèìîñòè îò âèäà ðàáîò, òåõíîëîãèè èõ âûïîëíåíèÿ, òèïîâ è êîëè÷åñòâà ðåñóð-
ñîâ, õàðàêòåðà èõ ïîòðåáëåíèÿ è òàê äàëåå.

Â òðàäèöèîííîé ïîñòàíîâêå çàäà÷è êàëåíäàðíîãî ïëàíèðîâàíèÿ òðåáóåòñÿ âûïîë-
íèòü ìíîæåñòâî âçàèìîñâÿçàííûõ ðàáîò. Âçàèìîñâÿçü çàäàåòñÿ íåêîòîðûì ÷àñòè÷-
íûì ïîðÿäêîì. Îáúåìû âûäåëåííûõ ðåñóðñîâ è ãðàôèêè èõ ïîñòóïëåíèÿ çàäàíû.
Ðàññìàòðèâàþòñÿ ðåñóðñû êàê âîçîáíîâèìîãî, òàê è ñêëàäèðóåìîãî òèïà. Êàæäàÿ
ðàáîòà õàðàêòåðèçóåòñÿ äëèòåëüíîñòüþ è ïîòðåáíîñòüþ â ðåñóðñå êàæäîãî âèäà. Â
íåêîòîðûõ ïîñòàíîâêàõ ìîãóò áûòü çàäàíû äèðåêòèâíûå ñðîêè çàâåðøåíèÿ âûïîë-
íåíèÿ ðàáîò. Ïðåðûâàíèÿ âûïîëíåíèÿ ðàáîò íå äîïóñêàþòñÿ. Òðåáóåòñÿ îïðåäåëèòü
òàêèå ñðîêè âûïîëíåíèÿ ðàáîò ïðîåêòà ñ ó÷åòîì òåõíîëîãè÷åñêîãî ïîðÿäêà, äèðåê-
òèâíûõ ñðîêîâ è îãðàíè÷åíèé íà ðåñóðñû, ïðè êîòîðûõ äîñòèãàåòñÿ îïòèìàëüíîå
çíà÷åíèå íåêîòîðîé öåëåâîé ôóíêöèè.

Ïëàíèðîâàíèå ïðîèçâîäñòâåííûõ èíâåñòèöèîííûõ ïðîåêòîâ, â îòëè÷èè îò òðàäè-
öèîííîé ïîñòàíîâêè, èìååò ñâîè îñîáåííîñòè. Òàêèå ïðîåêòû íàïðàâëåíû íà ïîëó-
÷åíèå ïðèáûëè. Èõ ïëàíèðîâàíèå îñóùåñòâëÿåòñÿ â äîëãîñðî÷íîé èëè ñðåäíåñðî÷-
íîé ïåðñïåêòèâå, è ïîýòîìó áîëüøèíñòâî ðåñóðñîâ ìîæåò áûòü òðàíñôîðìèðîâàíî
â ôèíàíñîâûé ðåñóðñ, êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ ñêëàäèðóåìûì. Êðîìå òîãî, èìååòñÿ âîç-
ìîæíîñòü èñïîëüçîâàíèÿ êðåäèòîâ è ðåèíâåñòèðîâàíèÿ ïîëó÷àåìîé îò âûïîëíåíèÿ
ðàáîò ïðèáûëè. Ïîñòóïëåíèÿ îò ðàáîò ïðîåêòà ÿâëÿþòñÿ, êàê ïðàâèëî, ñëó÷àéíû-
ìè âåëè÷èíàìè, è ïðèõîäèòñÿ ó÷èòûâàòü ðèñê, ñâÿçàííûé ëèáî ñ íåäîïîëó÷åíèåì
ïðèáûëè, ëèáî ñ íåâûïîëíåíèåì ïðîåêòà. Ýòè îñîáåííîñòè ïðèâîäÿò ê ðàçíîîáðàç-
íûì ïîñòàíîâêàì çàäà÷. Îñîáî àêòóàëüíî íàïðàâëåíèå, ñâÿçàííîå ñ ïëàíèðîâàíèåì
êðóïíîìàñøòàáíûõ ïðîåêòîâ, òðåáóþùèõ áîëüøèõ êàïèòàëüíûõ çàòðàò [1, 2, 3].

2. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è êàëåíäàðíîãî ïëàíèðîâàíèÿ èíâåñòèöèîííûõ ïðî-
åêòîâ. Èìååòñÿ ìíîæåñòâî ðàáîò V = {1, 2, . . . , N} è ÷àñòè÷íûé ïîðÿäîê èõ âûïîë-
íåíèÿ E. Ðàáîòà j ∈ V õàðàêòåðèçóåòñÿ äëèòåëüíîñòüþ pj ∈ Z+ è ïîòîêîì ïëàòåæåé
(cj(0), cj(1), . . . , cj(τ), . . . , cj(pj)), ãäå cj(τ) � ðàçíèöà ìåæäó ïîñòóïëåíèÿìè è ðàñõî-
äàìè â ìîìåíò âðåìåíè τ , ñ÷èòàÿ îò íà÷àëà âûïîëíåíèÿ ðàáîòû, τ = 0, 1, . . . , pj. Åñëè
cj(τ) < 0, òî â ìîìåíò âðåìåíè τ òðåáóþòñÿ êàïèòàëîâëîæåíèÿ, à åñëè cj(τ) > 0, òî
ïîëó÷àåì äîõîä. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî êàæäàÿ ðàáîòà âûïîëíÿåòñÿ áåç ïðåðûâàíèé.
Â ìîìåíò âðåìåíè t èìåþòñÿ ôèíàíñîâûå ðåñóðñû K(t), t = 0, 1, 2, . . . , T − 1, ãäå T
� ãîðèçîíò ïëàíèðîâàíèÿ ïðîåêòà.

Äëÿ ñðàâíåíèÿ êàïèòàëà â ðàçíûå ìîìåíòû âðåìåíè èñïîëüçóåòñÿ îïåðàöèÿ ïðè-
âåäåíèÿ ê íà÷àëüíîìó ìîìåíòó âðåìåíè èëè äèñêîíòèðîâàíèÿ, ñâÿçàííàÿ ñ àëüòåðíà-
òèâíîé âîçìîæíîñòüþ ðàçìåùåíèÿ êàïèòàëà íà ðûíêå ïîä áåçðèñêîâóþ ïðîöåíòíóþ
ñòàâêó r0. Âåëè÷èíàNPVj =

∑pj
τ=0

cj(τ)

(1+r0)τ
íàçûâàåòñÿ ÷èñòîé ïðèáûëüþ ðàáîòû j ∈ V ,

ïðèâåäåííîé ê íà÷àëó åå âûïîëíåíèÿ (Net Present Value). Åñëè NPVj > 0, òî ðàáî-
òà ïðèíîñèò ïðèáûëü. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî âëîæåííûé â ýòó ðàáîòó êàïèòàë ïðèíîñèò
äîõîä áîëüøå, ÷åì åãî àëüòåðíàòèâíîå áåçðèñêîâîå ðàçìåùåíèè ïîä ñòàâêó r0.



80 Ïëåíàðíûå è ïîëóïëåíàðíûå äîêëàäû

Îáîçíà÷èì ÷åðåç sj ìîìåíò íà÷àëà âûïîëíåíèÿ ðàáîòû j ∈ V . Âåêòîð S =
(s1, s2, . . . , sN) íàçûâàåòñÿ ðàñïèñàíèåì âûïîëíåíèÿ ðàáîò ïðîåêòà. Â ñèëó öåëî÷èñ-
ëåííîñòè äëèòåëüíîñòåé pj è äèñêðåòíîñòè ïîòîêà ïëàòåæåé, äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü
ðàñïèñàíèÿ ñ öåëûìè sj. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Nt = {j ∈ V | sj ≤ t < sj + pj} ìíîæå-
ñòâî ðàáîò, âûïîëíÿåìûõ â èíòåðâàëå [t, t + 1), t ∈ Z+. Ðàñïèñàíèå S íàçûâàåòñÿ
äîïóñòèìûì, åñëè:
• ñîõðàíÿåòñÿ çàäàííûé ÷àñòè÷íûé ïîðÿäîê âûïîëíåíèÿ ðàáîò

si + pi ≤ sj, (i, j) ∈ E;

• â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè ñ ó÷åòîì ðåèíâåñòèðîâàíèÿ äîõîäà è ðàçìåùåíèÿ
ñâîáîäíîãî êàïèòàëà ïîä ñòàâêó r0 ôèíàíñîâûõ ðåñóðñîâ äîñòàòî÷íî äëÿ âûïîëíåíèÿ
ðàáîò ïðîåêòà

t∗∑
t=0

K(t)

(1 + r0)t
+

t∗∑
t=0

∑
j∈Nt

cj(t− sj)
(1 + r0)t

≥ 0, t∗ = 0, 1, . . . , T − 1.

Òðåáóåòñÿ îïðåäåëèòü äîïóñòèìîå ðàñïèñàíèå âûïîëíåíèÿ ðàáîò, ïðè êîòîðîì
îáùàÿ ïðèâåäåííàÿ ïðèáûëü áóäåò ìàêñèìàëüíîé. ×òîáû ïðîñóììèðîâàòü ïðèáûëü
îò âñåõ ðàáîò, òðåáóåòñÿ âåëè÷èíû NPVj ïðèâåñòè ê ìîìåíòó âðåìåíè t = 0. Òîãäà
öåëåâàÿ ôóíêöèÿ áóäåò âûãëÿäåòü ñëåäóþùèì îáðàçîì

NPV (S) =
∑
j∈V

NPVj
(1 + r0)sj

→ max
S

.

Çàäà÷à ñî ñêëàäèðóåìûìè ðåñóðñàìè è êðèòåðèåì îáùåãî âðåìåíè çàâåðøåíèÿ
ðàáîò ïðîåêòà ÿâëÿåòñÿ ïîëèíîìèàëüíî ðàçðåøèìîé [4]. Îäíàêî ïðè íàëè÷èè ðåèí-
âåñòèðîâàíèÿ îíà ñòàíîâèòñÿ NP-òðóäíîé â ñèëüíîì ñìûñëå [5]. Çàäà÷à ñ êðèòåðèåì
÷èñòîé ïðèâåäåííîé ïðèáûëè NP-òðóäíà â ñèëüíîì ñìûñëå äàæå ïðè îòñóòñòâèè ðå-
èíâåñòèðîâàíèÿ äîõîäà [6].

3. Ìîäåëü çàäà÷è êàëåíäàðíîãî ïëàíèðîâàíèÿ ïðîåêòîâ ïðè âîçìîæíî-
ñòè èñïîëüçîâàíèÿ êðåäèòîâ. Êàê ïðàâèëî, êðóïíûå èíâåñòèöèîííûå ïðîåêòû íå
óäàåòñÿ âûïîëíèòü çà ñ÷åò ñîáñòâåííûõ ñðåäñòâ. Ïîýòîìó øèðîêîå ðàñïðîñòðàíåíèå
ïîëó÷èëî èñïîëüçîâàíèå êðåäèòîâ. Êðåäèòíûå èíñòðóìåíòû äîñòàòî÷íî ðàçíîîáðàç-
íû è îáëàäàþò íåïðîñòîé ñòðóêòóðîé. Ïðè ìîäåëèðîâàíèè íåîáõîäèìî ó÷èòûâàòü
òèï êðåäèòà, åãî ðàçìåð, ñðîê è òàê äàëåå.

Îäíèì èç óñëîâèé êðåäèòîâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ îáÿçàòåëüíàÿ âûïëàòà ïðîöåíòîâ çà
òåêóùèé ãîä. Êàêóþ áû ôîðìó íè èìåë êðåäèò, íî íà îñòàòîê îñíîâíîãî äîëãà íà-
÷èñëÿþòñÿ ïðîöåíòû, è ýòè íà÷èñëåíèÿ äîëæíû áûòü ïîãàøåíû â òåêóùåì ãîäó. Íà
ñëåäóþùèé ãîä âíîâü ïðîèñõîäèò íà÷èñëåíèå ïðîöåíòîâ íà îñòàòîê îñíîâíîãî äîëãà.
Ñõåìà ðàáîòû ëþáîãî êðåäèòà òàêîâà. Ïóñòü D � ðàçìåð êðåäèòà âçÿòîãî íà t ëåò,
Gτ � ðàçìåð âûïëàò îñíîâíîãî äîëãà â ãîä τ , Fτ � îñòàòîê îñíîâíîãî äîëãà íà êîíåö
ãîäà τ . Î÷åâèäíî, ÷òî Fτ = Fτ−1 − Gτ . Îáùèé ðàçìåð âûïëàò â ãîä τ ñîñòàâëÿåò
Rτ = Gτ + Fτ−1r. Â ïîñëåäíèé ãîä äîëæíî áûòü âûïîëíåíî óñëîâèå Ft = 0.

Êîíêðåòíàÿ ðåàëèçàöèÿ ýòîãî ïîòîêà ïëàòåæåé çàâèñèò îò âèäà êðåäèòà. Ïðè
G1 = G2 = ... = Gt = F0/t èìååì êðåäèò ñ ïîñòîÿííûìè âûïëàòàìè îñíîâíîãî äîëãà,
ïðè R1 = R2 = ... = Rt = const êðåäèò íàçûâàåòñÿ àííóèòåòíûì. Åñòü è äðóãèå âèäû
êðåäèòîâ. Áîëåå òîãî, êðåäèòíûå îðãàíèçàöèè ìîãóò ïîéòè è íà ñâîáîäíûå âûïëàòû
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îñíîâíîãî äîëãà, íî îïëàòà ïðîöåíòîâ íà îñòàòîê êðåäèòà îáÿçàòåëüíî äîëæíà áûòü
ïðîèçâåäåíà. Âîñïîëüçóåìñÿ ïîñëåäíèì îáñòîÿòåëüñòâîì ïðè ïîñòðîåíèè ìîäåëè çà-
äà÷è êàëåíäàðíîãî ïëàíèðîâàíèÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì êðåäèòîâ.

Ëþáîé êðåäèò îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåò ïîòîê ïëàòåæåé. Îïðåäåëèì ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü ïîòîêîâ ïëàòåæåé, êîòîðàÿ çàäàåòñÿ ñëåäóþùåé ïðîöåäóðîé: ïî çàâåðøå-
íèþ ãîäà τ ïîëíîñòüþ âîçâðàùàåì êðåäèò âìåñòå ñ íà÷èñëåííûìè ïðîöåíòàìè â
îáúåìå (1 + r)Fτ−1, à â íà÷àëå ñëåäóþùåãî ãîäà îôîðìëÿåì íîâûé êðåäèò íà ñóììó
Fτ , ÷òîáû ñîîòâåòñòâóþùàÿ ðàçíîñòü áûëà ðàâíà ïëàòåæó ïî èñõîäíîìó ïîòîêó.

Òàêîé ïîäõîä ïîçâîëÿåò ââåñòè òîëüêî îäèí äîïîëíèòåëüíûé òèï ïåðåìåííûõD(t)
� ðàçìåð êðåäèòà, âçÿòîãî â ãîä t, è îãðàíè÷åíèå ïî ðåñóðñàì ïðèìåò ñëåäóþùèé
âèä

t∗∑
t=0

(
K(t)

(1 + r0)t
+
∑
j∈Nt

cj(t− sj)
(1 + r0)t

+
D(t)− (1 + r)D(t− 1)

(1 + r0)t

)
≥ 0,

à öåëåâàÿ ôóíêöèÿ ðàâíà∑
j∈V

NPVj
(1 + r0)sj

−
T∑
t=0

D(t)− (1 + r)D(t− 1)

(1 + r0)t
→ max

S,{D(t)}
,

ãäå T � ãîðèçîíò ïëàíèðîâàíèÿ ïðîåêòà, D(−1) = 0 è D(T ) = 0.
4. Ðèñêè èíâåñòèöèîííûõ ïðîåêòîâ. Îäíîé èç âàæíûõ ñîñòàâëÿþùèõ èí-

âåñòèöèîííîãî ïðîåêòèðîâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ ïîíÿòèå ðèñêà. Íåñìîòðÿ íà ìíîãî÷èñëåí-
íûå ðàáîòû ïî èññëåäîâàíèþ ðèñêîâ, äëÿ çàäà÷ êàëåíäàðíîãî ïëàíèðîâàíèÿ ïðîèç-
âîäñòâåííûõ èíâåñòèöèîííûõ ïðîåêòîâ ýòà òåìà ïðîðàáîòàíà íåäîñòàòî÷íî ãëóáîêî.
Ïîýòîìó íà äàííûé ìîìåíò àêòóàëüíîé ÿâëÿåòñÿ çàäà÷à ïîñòðîåíèÿ òàêèõ ðàñïè-
ñàíèé, êîòîðûå îáåñïå÷èâàëè áû íå òîëüêî ìàêñèìàëüíóþ ïðèáûëü, íî è áûëè áû
óñòîé÷èâûìè ê îáúåìó íà÷àëüíîãî êàïèòàëà, ïðîöåíòíîé ñòàâêå ïî êðåäèòó, êðè-
çèñíûì è íåêîòîðûì äðóãèì ïðîöåññàì. Òðàäèöèîííî ïðè íåîïðåäåëåííîñòè äîõîäà
ðàññìàòðèâàåòñÿ ìóëüòèìîäàëüíàÿ ìîäåëü ïðîåêòà, êîãäà äëÿ êàæäîé ðàáîòû çà-
äàåòñÿ íåñêîëüêî âàðèàíòîâ åå âûïîëíåíèÿ è ðàñ÷åòû ïðîâîäÿòñÿ äëÿ íåñêîëüêèõ
ñöåíàðèåâ. Â [7,8] ïðåäëàãàåòñÿ íåñêîëüêî èíîé ïîäõîä ê îöåíêå ðèñêîâ è íàäåæíî-
ñòè ðàñïèñàíèé âûïîëíåíèÿ ðàáîò. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ïîñòóïëåíèÿ îò âûïîëíåíèÿ
ðàáîò cj(τ) � ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ñ èçâåñòíûìè ðàñïðåäåëåíèÿìè.

×òî çíà÷èò ðåøèòü çàäà÷ó êàëåíäàðíîãî ïëàíèðîâàíèÿ ïðè ñëó÷àéíûõ ïîñòóïëå-
íèÿõ? Äëÿ îòâåòà íà ýòîò âîïðîñ îïðåäåëèì õàðàêòåðèñòèêè, êîòîðûå áóäóò äàâàòü
èíôîðìàöèþ îá óñïåøíîñòè òîãî èëè èíîãî ðàñïèñàíèÿ S. Ïðåæäå âñåãî, íåîáõîäèìî
ïîñòðîèòü âåðîÿòíîñòíîå ðàñïðåäåëåíèå èòîãîâîãî ïîòîêà ïëàòåæåé â êàæäûé ìî-
ìåíò âðåìåíè. Ñëîæåíèå íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí îñóùåñòâëÿåì ñòàíäàðò-
íûì ñïîñîáîì. Ðàñïèñàíèå S áóäåì îöåíèâàòü ïî ñëåäóþùèì ïàðàìåòðàì:

NPV (S) � ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ÷èñòîé ïðèâåäåííîé ïðèáûëè ïðîåêòà;
D(S) � äèñïåðñèÿ ïðèáûëè ïðîåêòà;
P (S) � âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî îãðàíè÷åíèÿ ïî ðåñóðñàì â íåêîòîðûé ìîìåíò âðå-

ìåíè áóäóò íàðóøåíû.
Ýòè ïàðàìåòðû ïîçâîëÿþò àíàëèçèðîâàòü ðàçëè÷íûå ðàñïèñàíèÿ ñ òî÷êè çðåíèÿ

íå òîëüêî ïðèáûëè, íî è ðèñêîâ.
Ñ ïîìîùüþ òàêîãî ïîäõîäà ìîæíî ñðàâíèâàòü ðàñïèñàíèÿ ìåæäó ñîáîé, à

òàêæå âûÿñíÿòü çàâèñèìîñòü èíòåðåñóþùèõ íàñ ïàðàìåòðîâ ðàñïèñàíèÿ îò âõîäíûõ
äàííûõ. Â ïðîöåññå ðåàëèçàöèè àëãîðèòìà ïîëó÷àåì èñ÷åðïûâàþùóþ èíôîðìàöèþ
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î ðàñïðåäåëåíèÿõ. Â äàííîé ïîñòàíîâêå ïðèñóòñòâóåò óæå äâà êðèòåðèÿ: ïðèáûëü
è ðèñê, êîòîðûé âûðàæàåòñÿ äèñïåðñèåé èëè âåðîÿòíîñòüþ ïîëó÷åíèÿ äîõîäà
îïðåäåëåííîãî óðîâíÿ äëÿ êàæäîãî ðàñïèñàíèÿ. Â ìíîãîêðèòåðèàëüíîé ïîñòàíîâêå
ïðèõîäèòñÿ ðàññìàòðèâàòü Ïàðåòî-îïòèìàëüíîå ìíîæåñòâî èëè ïîëíîå ìíîæåñòâî
àëüòåðíàòèâ (ÏÌÀ). Äëÿ ïîèñêà ÏÌÀ óäîáíî èñïîëüçîâàòü óïîìÿíóòûå âûøå
ìåòàýâðèñòèêè. Ñ ïîìîùüþ òàêîé òåõíîëîãèè óäàåòñÿ ñòðîèòü "áîëåå îñòîðîæíûå"
ðàñïèñàíèÿ, ïðè÷åì ïðèáûëü ïðîåêòîâ ôàêòè÷åñêè íå ñíèæàåòñÿ.

Ðàáîòà ïîääåðæàíà ãðàíòàìè öåëåâîé ïðîãðàììû � 15 Ïðåçèäèóìà ÐÀÍ (ïðîåêò
� 8 ÑÎ ÐÀÍ), öåëåâîé ïðîãðàììû ÑÎ ÐÀÍ (èíòåãðàöèîííûé ïðîåêò � 7Á).
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ÊÎÐÐÅÊÖÈß ÍÅÑÎÁÑÒÂÅÍÍÎÑÒÈ È ÌÅÒÎÄÛ ÐÅÃÓËßÐÈÇÀÖÈÈ
Â ÇÀÄÀ×ÀÕ ÂÛÏÓÊËÎÃÎ ÏÐÎÃÐÀÌÌÈÐÎÂÀÍÈß

Â.Ä. Ñêàðèí

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó âûïóêëîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ (ÂÏ)

min{f0(x) : x ∈ X}, (1)

ãäå X = {x : f(x) ≤ 0}, f(x) = [f1(x), . . . , fm(x)], fi(x) � îïðåäåëåííûå íà Rn âûïóê-
ëûå ôóíêöèè (i = 0, 1, . . . ,m).

Â çàâèñèìîñòè îò ïóñòîòû èëè íåïóñòîòû ìíîæåñòâ X è Λ = {λ ∈ Rm
+ :

inf
x
{L(x, λ) = f0(x) + (λ, f(x))} > −∞} ðàçëè÷àþò [1] òðè ðîäà íåñîáñòâåííûõ

çàäà÷ (ÍÇ) ÂÏ: 1) X = ∅, Λ ̸= ∅; 2) X ̸= ∅, Λ = ∅; 3) X = ∅, Λ = ∅. ×àùå
âñòðå÷àþòñÿ è áîëåå èññëåäîâàíû çàäà÷è 1-ãî ðîäà [1, 2]. Åñëè â òàêèõ çàäà÷àõ çàìå-
íèòü ìíîæåñòâî X íà Xξ = {x : f(x) ≤ ξ, ξ ≥ 0} òàê, ÷òîáû Xξ ̸= ∅, òî ñïðàâåäëèâî
inf{f0(x) : x ∈ Xξ} > −∞.

Çàäà÷å (1) ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå ïðîáëåìó (Pσ) íàõîæäåíèÿ ñåäëîâûõ òî÷åê
[xσ, λσ] ðåãóëÿðèçîâàííîé ôóíêöèè Ëàãðàíæà Lσ(x, λ) = L(x, λ) + α ∥x∥2 − β ∥λ∥2,
σ = [α, β] > 0, ∥ · ∥ � ñèìâîë åâêëèäîâîé íîðìû. Â ðàáîòå [2] äëÿ ÍÇ ÂÏ 1-ãî ðîäà
áûëà óñòàíîâëåíà òåñíàÿ ñâÿçü ìåæäó çàäà÷àìè (Pσ),

min{f0(x) : x ∈ Xξ̄}, (= f̄) (2)

ãäå ξ̄ = argmin{∥ξ∥ : Xξ ̸= ∅}, è äâîéñòâåííîé ê (2).

Òåîðåìà 1 [2]. Ïóñòü ôóíêöèè fi(x) (i = 0, 1, . . . ,m) â çàäà÷å (1) äèôôåðåíöèðóå-
ìû è â òî÷êå x̄ ∈ Xξ̄ âûïîëíåíû óñëîâèÿ Êóíà�Òàêêåðà äëÿ çàäà÷è (2) : ñóùåñòâóåò
âåêòîð λ̄ ∈ Rm

+ òàêîé, ÷òî ▽xL(x̄, λ̄) = 0, (λ̄, f(x̄) − ξ̄) = 0. Òîãäà ñïðàâåäëèâû
îöåíêè:

∥(f(xσ)− ξ̄)+∥ ≤
√
β C1(σ),

| f0(xσ)− f̄ | ≤ max{α ∥x̄∥2,
√
β C1(σ) ∥λ̄∥},

∥ ▽x L(x
σ, λσ)∥ ≤

√
αC2(σ), 0 ≤ (λσ, f(xσ)− ξ̄) ≤ C3(σ),

 (3)

ãäå C1(σ) = 2 [
√
β ∥λ̄∥+ (α ∥x̄∥2 + β ∥λ̄∥2) 1

2 ], C2(σ) = 2[α∥x̄∥2 +
√
βC1(σ)∥λ̄∥]

1
2 ,

C3(σ) =
1
2C

2
2(σ).

Äàííûé ïîäõîä ê êîððåêöèè ÍÇ ÂÏ òåñíî ñâÿçàí ñ èçâåñòíûìè [3] ìåòîäàìè ðå-
ãóëÿðèçàöèè íåêîððåêòíûõ çàäà÷ îïòèìèçàöèè (ìåòîäàìè Òèõîíîâà, êâàçèðåøåíèé,
íåâÿçêè). Ïðèìåíåíèå ðåãóëÿðèçàöèè âíîñèò â ïðîöåññ êîððåêöèè ýëåìåíò óíèâåð-
ñàëüíîñòè â òîì ïëàíå, ÷òî ïîçâîëÿåò ñîêðàòèòü ÷èñëî àíàëèçèðóåìûõ ðîäîâ íåñîá-
ñòâåííîñòè çàäà÷ ÂÏ.

Â ìåòîäå Òèõîíîâà íàðÿäó ñ (1) ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëåäóþùàÿ çàäà÷à ÂÏ

min{Fγ(x) = f0(x) + γ ∥x∥2 : x ∈ X}, γ > 0. (4)

Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà äëÿ çàäà÷è (4) Lγ(x, λ) = L(x, λ) + γ ∥x∥2 ñèëüíî âûïóêëà ïî x
ïðè γ > 0, ïîýòîìó Λγ = {λ ∈ Rm

+ : inf
x
Lγ(x, λ) > −∞} ̸= ∅ (∀ γ > 0). Òàêèì îáðàçîì,
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çàäà÷à (4) ìîæåò áûòü ÍÇ ÂÏ òîëüêî 1-ãî ðîäà íåçàâèñèìî îò õàðàêòåðà íåñîáñòâåí-
íîñòè èñõîäíîé çàäà÷è (1). Åñëè â (1) X = ∅, òî ââåäåì àíàëîã àïïðîêñèìàöèè (2)
äëÿ çàäà÷è (4):

min{Fγ(x) : x ∈ Xξ̄}. (5)

Îêîí÷àòåëüíî ïðîöåññ êîððåêöèè çàäà÷è (1) íà îñíîâå ïðèìåíåíèÿ ôóíêöèè Lσ(x, λ)
ñ èñïîëüçîâàíèåì ìåòîäà Òèõîíîâà ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
çàäà÷

(1)→ (4)→ (5)→ (Pσ).

Ïóñòü äëÿ çàäà÷è (5) â òî÷êå [x̄γ, λ̄γ] ∈ Xξ̄ × Rm
+ âûïîëíåíû óñëîâèÿ Êóíà�

Òàêêåðà: ▽xL
γ(x̄γ, λ̄γ) = 0, (λ̄γ, f(x̄γ) − ξ̄) = 0. Òîãäà âçàèìîñâÿçü ìåæäó ðåøå-

íèÿìè çàäà÷ (5) è (Pσ) áóäåò âûðàæàòüñÿ îöåíêàìè (3)γ, ïîëó÷àþùèìèñÿ èç (3), â
êîòîðûõ f0(xσ), f̄ , L(xσ, λσ) íàäî çàìåíèòü, ñîîòâåòñòâåííî, íà Fγ(x

σ), F̄γ, Lγ(xσ, λσ),
ãäå F̄γ = Fγ(x̄

γ), à âûðàæåíèÿ â ïðàâûõ ÷àñòÿõ îöåíîê (3) C1(σ), C2(σ), C3(σ) ïðåâðà-
òÿòñÿ â Cγ

1 (σ), C
γ
2 (σ), C

γ
3 (σ) ïîñëå çàìåíû x̄ è λ̄ íà x̄γ è λ̄γ. Ïðè ýòîì âìåñòî α â ýòèõ

îöåíêàõ ìîæíî âçÿòü α1 = α− γ, ñ÷èòàÿ 0 < γ < α.
Èç îöåíîê (3)γ ñëåäóåò, ÷òî lim

γ→0
lim
α1→0
β→0

Fγ(x
σ) = f̄ .

Âòîðîé ïðîöåññ, ñâÿçàííûé ñ ìåòîäîì êâàçèðåøåíèé, îñíîâûâàåòñÿ íà ðàññìîò-
ðåíèè çàäà÷è

min{f0(x) : x ∈ X ∩ Sr}, (6)

ãäå Sr = {x : ∥x∥2 ≤ r}, r > 0. Åñëè â (1) X = ∅, ò.å. (1) � ÍÇ ÂÏ 1-ãî èëè
3-ãî ðîäà, òî íåñîáñòâåííîé áóäåò è çàäà÷à (6), ïðè÷åì òîëüêî 1-ãî ðîäà, ïîñêîëüêó
inf
x∈Sr

L(x, λ) > −∞ (∀λ ≥ 0, r > 0). Âûáåðåì ξ̄r = argmin{∥ξ∥ : ξ ∈ Er}, ãäå
Er = {ξ ∈ Rm

+ : Xξ ∩ Sr ̸= ∅}. Ñôîðìóëèðóåì çàäà÷ó

min{f0(x) : x ∈ Xξ̄r ∩ Sr}. (7)

Ïðîöåññ áóäåò ñîñòîÿòü â àíàëèçå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè çàäà÷

(1)→ (6)→ (7)→ (P r
σ),

ãäå (P r
σ) � ïðîáëåìà íàõîæäåíèÿ ñåäëîâûõ òî÷åê ôóíêöèè Lσ(x, λ) â îáëàñòè Sr×Rm

+ .

Ïóñòü â òî÷êå [x̄r, λ̄r] âûïîëíåíû óñëîâèÿ Êóíà�Òàêêåðà äëÿ çàäà÷è (7) (çäåñü
x̄r ∈ Xξ̄r ∩ Sr, λ̄r ∈ Rm

+ ). Ñôîðìóëèðóåì óòâåðæäåíèå, àíàëîãè÷íîå òåîðåìå 1, â
êîòîðîì îáîñíîâûâàåòñÿ ïðèìåíèìîñòü äàííîãî ñïîñîáà êîððåêöèè ÍÇ ÂÏ.

Òåîðåìà 2 [4]. Ïóñòü â çàäà÷å (7) ξ̄r ̸= 0 (∀ r > 0). Äëÿ ëþáûõ σ > 0, r > 0
ñïðàâåäëèâû îöåíêè:

∥(f(xσr )− ξ̄r)+∥ ≤
√
β C1(σ, r), |f0(xσr )− f̄r| ≤ C2(σ, r),

−4α r2 ≤ (▽xL(x
σ
r , λ

σ
r ), x− xσr ) (∀x ∈ Sr),

0 < (λσr , f(x
σ
r )− ξ̄r) ≤ C3(σ, r),

ãäå C1(σ, r), C2(σ, r), C3(σ, r) ïîëó÷àþòñÿ, ñîîòâåòñòâåííî, èç C1(σ), C2(σ), C3(σ)
ïðè çàìåíå x̄ è λ̄ íà x̄r è λ̄r.
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Ñëåäñòâèå 1. Åñëè σ → 0, β = o(α), òî xσr → (x̄r)0, ãäå (x̄r)0 � íîðìàëüíîå
ðåøåíèå çàäà÷è (7).

Òðåòèé ïîäõîä ê êîððåêöèè ÍÇ ÂÏ ñâÿçàí ñ ìåòîäîì íåâÿçêè è ñîñòîèò â àíàëèçå
çàäà÷è

min{∥x∥2 : x ∈ X ∩Mδ}, (8)

ãäå Mδ = {x : f0(x) ≤ δ}, δ � íåêîòîðûé ÷èñëîâîé ïàðàìåòð. Åñëè äëÿ (8) âûïèñàòü
ôóíêöèþ Ëàãðàíæà H(x, λ) = ∥x∥2 + (λ, f(x)), òî inf

x∈Mδ

H(x, λ) > −∞ äëÿ ëþáûõ

λ ∈ Rm
+ , δ > inf

x
f0(x). Ïîýòîìó (8) ìîæåò áûòü ÍÇ ÂÏ òîëüêî 1-ãî ðîäà.

Âûáåðåì ξ̄δ = argmin{∥ξ∥ : ξ ∈ Eδ}, ãäå Eδ = {ξ ∈ Rm
+ : Xξ ∩Mδ ̸= ∅}. Ñôîðìó-

ëèðóåì çàäà÷ó
min{∥x∥2 : x ∈ Xξ̄δ

∩Mδ}. (9)

Ïîñòðîèì ïðîöåññ êîððåêöèè ÍÇ ÂÏ ñëåäóþùèì îáðàçîì

(1)→ (8)→ (9)→ (P δ
σ),

ãäå (P δ
σ) � çàäà÷à íàõîæäåíèÿ ñåäëîâûõ òî÷åê ôóíêöèè Lσ(x, λ) â îáëàñòè Mδ ×Rm

+ .

Òåîðåìà 3. Ïóñòü ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà äëÿ çàäà÷è (9)

Hξ,δ(x, u, v) = ∥x∥2 + (u, f(x)− ξ̄δ) + v(f0(x)− δ)

èìååò ñåäëîâóþ òî÷êó [x̃δ, ũδ, ṽδ] â îáëàñòè Rn×Rm
+×R1

+, ïðè ýòîì ṽδ > 0, ïàðàìåòð
α ôóíêöèè Lσ(x, λ) ðàâåí α0, ãäå α0ṽδ > 1. Òîãäà

∥(f(xσδ )− ξ̄δ)+∥ ≤ β B0(δ); | f0(xσδ )− δ | ≤ β B1(δ); ∥xσδ − x̃δ∥ ≤
√
βB2(δ),

ãäå B0(δ) = 2α0 ∥ũδ∥, B1(δ) =
2α2

0 ∥ũδ∥2
α0ṽδ − 1 , B2(δ) =

1
2
√
α0 ∥ũδ∥.

Èç òåîðåìû âûòåêàåò ñëåäóþùåå ñëåäñòâèå.

Ñëåäñòâèå 2. Ïóñòü β → 0. Òîãäà

f(xσδ )→ ξ̄δ, f0(x
σ
δ )→ δ, xσδ → x̃δ.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìíîæåñòâî
m∩
i=1

{x : fi(x) ≤ C} îãðàíè÷åíî äëÿ íåêîòîðîãî C.

Â ýòîì ñëó÷àå (1) áóäåò ÍÇ ÂÏ 1-ãî ðîäà. Òîãäà èç òåîðåìû 3 ìîæíî ïîëó÷èòü
ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Ñëåäñòâèå 3. Åñëè (1) � ÍÇ ÂÏ 1-ãî ðîäà, òî

lim
δ→f̄

lim
β→0

xσδ = x̄0,

ãäå f̄ èç (2), x̄0 � íîðìàëüíîå ðåøåíèå çàäà÷è (2).

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ (ïðîåêò � 10-01-00273) è ïðîãðàìì

Ïðåçèäèóìà ÓðÎ ÐÀÍ (ïðîåêòû 12-Ï-1-1016, 12-C-1-1017/1).
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ÇÀÄÀ×È ÎÏÒÈÌÈÇÀÖÈÈ ÑÎ ÑÊÐÛÒÎÉ ÍÅÂÛÏÓÊËÎÉ ÑÒÐÓÊÒÓÐÎÉ
À.Ñ. Ñòðåêàëîâñêèé

1. Ââåäåíèå

Ïîäàâëÿþùåå áîëüøèíñòâî çàäà÷ îïòèìèçàöèè, âîçíèêàþùèõ èç ïðàêòè÷åñêèõ
ïðèëîæåíèé, îêàçûâàþòñÿ â äåéñòâèòåëüíîñòè íåâûïóêëûìè [1�3]. Êàê ñëåäñòâèå,
îíè îáëàäàþò ìíîæåñòâîì (èíîãäà ãðîìàäíûì) ëîêàëüíûõ ðåøåíèé, êîòîðûå äà-
ëåêè îò ãëîáàëüíîãî êàê ïî çíà÷åíèþ öåëåâîãî ôóíêöèîíàëà, òàê è ïî àðãóìåíòó.
Êàê ñëåäñòâèå, êëàññè÷åñêèå ìåòîäû îïòèìèçàöèè (ìåòîäû ñïóñêà, íüþòîíîâñêèå,
êâàçèíüþòîíîâñêèå, SQP, IPM, TRM è ò.ä. [1, 2]) îêàçûâàþòñÿ íåýôôåêòèâíûìè ñ
òî÷êè çðåíèÿ ïîèñêà ãëîáàëüíîãî ðåøåíèÿ, ïîñêîëüêó îíè ïîïàäàþò â ¾ëîêàëüíûå
ëîâóøêè¿ è íå ñïîñîáíû îòòóäà âûáðàòüñÿ. ßðêèì ïðèìåðîì òàêèõ çàäà÷ ÿâëÿþòñÿ,
íàïðèìåð, çàäà÷è ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ïðîöåññîâ ìîëåêóëÿðíîé äèíàìè-
êè è ïðåäñêàçàíèÿ áèîëîãè÷åñêèõ ñòðóêòóð. Àêàäåìè÷åñêèì ïðèìåðîì òàêèõ çàäà÷
ìîãóò ñëóæèòü è äèñêðåòíûå çàäà÷è îïòèìèçàöèè â èõ íåïðåðûâíîé ïîñòàíîâêå.

Íåîáõîäèìî îáðàòèòü âíèìàíèå íà òî, ÷òî ïðàêòè÷åñêè âñå ïîäîáíûå çàäà÷è îïå-
ðèðóþò ñ ôóíêöèÿìè À.Ä. Àëåêñàíäðîâà (d.c. ôóíêöèÿìè) [4], êîòîðûå ïðåäñòàâëÿ-
þòñÿ â âèäå ðàçíîñòè äâóõ âûïóêëûõ ôóíêöèé. Ýòîò êëàññ (DC) d.c. ôóíêöèé óäèâè-
òåëüíûì îáðàçîì îòðàæàåò ðåàëüíûé êîíôëèêò âûïóêëûõ è íåâûïóêëûõ ñòðóêòóð
(ðåãóëÿðíîñòåé è ñèíãóëÿðíîñòåé), ïðèñóòñòâóþùèõ â ïðèêëàäíîé çàäà÷å.

Ê òîìó æå, êàê èçâåñòíî, ýòîò êëàññ îáëàäàåò íåñêîëüêèìè çàìå÷àòåëüíûìè îñî-
áåííîñòÿìè, êîòîðûå âñå áîëüøå ïðèâëåêàþò âíèìàíèå ñïåöèàëèñòîâ ïî âû÷èñëè-
òåëüíîé ìàòåìàòèêå, èññëåäóþùèõ ñèíãóëÿðíîñòè ïðèêëàäíûõ çàäà÷ è èñïîëüçóþ-
ùèõ èäåîëîãèþ èëè ìåòîäû îïòèìèçàöèè.

À) Ìíîæåñòâî DC(IRn) ïîðîæäåíî íàèáîëåå èññëåäîâàííûì êëàññîì ôóíêöèé �
âûïóêëûì êîíóñîì âûïóêëûõ ôóíêöèé è îêàçûâàåòñÿ ëèíåéíûì ïðîñòðàíñòâîì.

Â) DC(IRn) ñîäåðæèò ñòåïåííûå è òðèãîíîìåòðè÷åñêèå ïîëèíîìû, à òàêæå ïðî-
ñòðàíñòâî C2(IRn).

Ñ) Êëàññ DC(IRn) çàìêíóò îòíîñèòåëüíî áîëüøèíñòâà èçâåñòíûõ îïåðàöèé âû-
÷èñëèòåëüíîé ìàòåìàòèêè max, min, ∥ · ∥, ëèíåéíîé êîìáèíàöèè, è ò.ä.

D) Ëþáàÿ íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ íà êîìïàêòå èç IRn ìîæåò áûòü àïïðîêñèìèðî-
âàíà ñ ïðîèçâîëüíîé òî÷íîñòüþ ïîñðåäñòâîì íåêîòîðîé ôóíêöèè À.Ä. Àëåêñàíäðîâà.

×òî êàñàåòñÿ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ íåâûïóêëûõ çàäà÷ îïòèìèçàöèè, ìîæíî êîíñòà-
òèðîâàòü äîìèíèðîâàíèå òàêèõ ïîïóëÿðíûõ ïðîöåäóð êàê B&B, îòñå÷åíèÿ, ãåíåòè-
÷åñêèõ àëãîðèòìîâ è ò.ä., êîòîðûå ïî ïîñòðîåíèþ ïîäâåðæåíû ëèáî ïðîêëÿòèþ ðàç-
ìåðíîñòè, ëèáî îòñóòñòâèþ êàêîé-ëèáî ñõîäèìîñòè ê ðåøåíèþ.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, êàê óæå óïîìèíàëîñü, êëàññè÷åñêèå ìåòîäû îïòèìèçàöèè íå
â ñîñòîÿíèè ¾âûñêî÷èòü¿ èç ëîêàëüíîé ÿìû â äåéñòâèòåëüíî íåâûïóêëîé çàäà÷å.
Íèæå áóäåò ðàññìîòðåíà îäíà àëüòåðíàòèâà äîìèíèðóþùèì ïîäõîäàì â íåâûïóêëîé
îïòèìèçàöèè, ïîçâîëÿþùàÿ ýòî ñäåëàòü.
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2. Ïðèìåðû íåâûïóêëûõ çàäà÷ ñ ÿâíîé è ñêðûòîé îïòèìèçà-
öèîííîé ñèíãóëÿðíîñòüþ

2.1. Çàäà÷è ñ áóëåâûìè ïåðåìåííûìè

f(x) ↓ min, x ∈ P x ∈ {0, 1}n. (1)

Âêëþ÷åíèå xi ∈ {0, 1} î÷åâèäíî ðàâíîñèëüíî óñëîâèÿì

x2i − xi ≥ 0, 0 ≤ xi ≤ 1, i = 1, . . . , n,

ñóììèðóÿ ïåðâîå èç êîòîðûõ, èìååì

h(x)
△
=∥ x− e

2
∥2 −n

4
≥ 0, (2)

ãäå e = (1, . . . , 1)T ∈ IRn.
Òîãäà çàäà÷à (1) çàïèñûâàåòñÿ â ¾íåïðåðûâíîé¿ ôîðìå

f(x) ↓ min, x ∈ S := P ∩ Π,
h(x) ≥ 0,

(3)

ãäå Π = {x ∈ IRn | 0 ≤ xi ≤ 1, i = 1, . . . , n.
Â ïðåäïîëîæåíèè âûïóêëîñòè ôóíêöèè f(·) è ìíîæåñòâà P çàäà÷à (3) îêàçû-

âàåòñÿ, òåì íå ìåíåå, íåâûïóêëîé, ñèíãóëÿðíîñòü êîòîðîé îïðåäåëÿåòñÿ (îáðàòíî-
âûïóêëûì) îãðàíè÷åíèåì h(x) ≥ 0, çàäàâàåìûì âûïóêëîé ôóíêöèåé h(·).

2.2. Ìèíèìèçàöèÿ ýíåðãèè (ïîòåíöèàëà) Ëåííàðä-Äæîíñà

Íåâàëåíòíûå âàí-äåð-âààëüñîâñêèå âçàèìîäåéñòâèÿ ìåæäó ïàðàìè àòîìîâ, íå
ñâÿçàííûõ âàëåíòíûìè ñâÿçÿìè, çàäàþòñÿ â âèäå ìîäèôèöèðîâàííîãî ïîòåíöèàëà
Ëåííàðä-Äæîíñà:

Uvdw =
∑
i

∑
j>i

4εij

[(
σij
rij

)12

−
(
σij
rij

)6
]
, (4)

ãäå rij =

[
3∑

k=1

(xik − xjk)2
]1/2

� ðàññòîÿíèå ìåæäó àòîìàìè xp = (xp1, xp2, xp2),

p = i, i = 1, . . . , n, à εij, σij � êîíñòàíòû âçàèìîäåéñòâèÿ.
Ïðè ìîäåëèðîâàíèè áåëêîâ è íóêëåèíîâûõ êèñëîò çàäà÷à çàêëþ÷àåòñÿ â âûáîðå

òàêîãî âçàèìîðàñïîëîæåíèÿ àòîìîâ, ïðè êîòîðîì ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ ìîëåêóëû
(íåêîòîðûì ïðèáëèæåíèåì äëÿ êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ ôîðìóëà (ìîäåëü) (4)) áûëà ìè-
íèìàëüíîé.

Ôóíêöèÿ f(x) = Uvdw(rij), êàê íåòðóäíî âèäåòü, ÿâëÿåòñÿ íå òîëüêî íåâûïóêëîé,
íî è òðóäíîâû÷èñëèìîé, êàê è åå ãðàäèåíò, ïðè rij ↓ 0.

2.3. Ëèíåéíàÿ çàäà÷à äîïîëíèòåëüíîñòè

çàêëþ÷àåòñÿ â ïîèñêå ïàðû âåêòîðîâ (x,w), òàêèõ ÷òî

Mx+ q = w, ⟨x,w⟩ = 0, x ≥ 0, w ≥ 0. (5)
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Ïîñêîëüêó â çàäà÷å âñ¼ ëèíåéíî, òî íèêàêèõ íåâûïóêëîñòåé èëè ñèíãóëÿðíîñòåé
íå âèäíî. Îäíàêî äîñòàòî÷íî çàäà÷ó ðàññìîòðåòü â îïòèìèçàöèîííîé ôîðìå:

⟨x,Mx⟩+ ⟨q, x⟩ ↓ min
x
,

x ≥ 0,Mx+ q ≥ 0;

}
(5′)

êàê ñòàíîâèòñÿ ÿñíî, ÷òî ñâîéñòâà çàäà÷è (5) îïðåäåëÿþòñÿ ìàòðèöåé M, â ñëó÷àå
çíàêîíåîïðåäåëåííîñòè êîòîðîé çàäà÷à (5′) îêàçûâàåòñÿ íåâûïóêëîé [5].

2.4. Áèìàòðè÷íûå èãðû

Ðàâíîâåñèå ïî Íýøó (x∗, y∗) ∈ NE(A,B) â áèìàòðè÷íîé èãðå îïðåäåëÿåòñÿ ñëå-
äóþùèì îáðàçîì:

⟨x∗, Ay∗⟩ ≥ ⟨x,Ay∗⟩ ∀x ∈ X,
⟨x∗, By∗⟩ ≥ ⟨x∗, By⟩ ∀y ∈ Y,

}
(6)

ãäå X = Sm, Y = Sn, Sp = {x ∈ IRp |
p∑

i=1

xi = 1, x ≥ 0}, p = m,n.

Â ýòîé çàäà÷å òàêæå íå âèäíî íèêàêèõ ñèíãóëÿðíîñòåé, ïîñêîëüêó âíîâü âñ¼ ëè-
íåéíî ïî êàæäîé èç ïåðåìåííûõ x è y. Îäíàêî íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî ïîèñê ðàâíî-
âåñèÿ ïî Íýøó â èãðå Γ(A,B) ðàâíîñèëåí ðåøåíèþ ñëåäóþùåé çàäà÷è áèëèíåéíîãî
ïðîãðàììèðîâàíèÿ:

⟨x, (A+B)y⟩ − α− β ↑ max
(x,y,α,β)

,

Ay − βem ≤ 0m, y ∈ Y, β ∈ IR,
xA− αen ≤ 0n, x ∈ X, α ∈ IR.

 (7)

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî öåëåâàÿ ôóíêöèÿ çàäà÷è (7) íåîáÿçàòåëüíî âîãíóòà â çàâèñè-
ìîñòè îò ìàòðèö A è B, à ïîòîìó çàäà÷à (7) íåâûïóêëà [6].

2.5. Çàäà÷è êëàñòåðèçàöèè, êëàññèôèêàöèè è ôèíàíñîâîé è
ìåäèöèíñêîé äèàãíîñòèêè

Òàêèå çàäà÷è ïîðîæäåíû ïðèëîæåíèÿìè â ðàçëè÷íûõ îáëàñòÿõ è ÷àùå âñåãî òðàê-
òóþòñÿ êàê çàäà÷è îáîáùåííîé îòäåëèìîñòè, ïîñêîëüêó ëèíåéíàÿ îòäåëèìîñòü ìåñòà
íå èìååò [7]. Òàê, íàïðèìåð, äâà ìíîæåñòâà çàäàþòñÿ ìàòðèöàìè A = [a1, ..., aM ],
B = [b1, ..., bN ], ai, bj ∈ IRn. Òîãäà çàäà÷ó î ïîëèýäðàëüíîé îòäåëèìîñòè ìîæíî ñâåñòè
ê ìèíèìèçàöèè íåâûïóêëîé íåäèôôåðåíöèðóåìîé ôóíêöèè îøèáêè

F (V,Γ) = F1(V,Γ) + F2(V,Γ), V = (vp), Γ = (γp), (8)

F1(V,Γ) =
1
M

M∑
i=1

max{0, max
1≤p≤P

(⟨ai, vp⟩ − γp + 1)},

F2(V,Γ) =
1
N

N∑
i=1

max{0, min
1≤p≤P

(γp + 1− ⟨bj, vp⟩)}.

 (9)

Â ýòîé çàäà÷å, íà ïåðâûé âçãëÿä, íå âèäíî íèêàêèõ îñîáûõ ñèíãóëÿðíîñòåé, êðîìå
íåäèôôåðåíöèðóåìîñòè. Îäíàêî çàäà÷à íåñîìíåííî íå ìîæåò áûòü ðåøåíà êëàññè-
÷åñêèìè ìåòîäàìè îïòèìèçàöèè.

Îáîáùåíèå òåîðèè ãëîáàëüíîãî ïîèñêà íà íåãëàäêèé ñëó÷àé ïîçâîëèëî ðàçðà-
áîòàòü ïðîãðàììíûé êîìïëåêñ ïî ðåøåíèþ íåãëàäêèõ çàäà÷ d.c. ìèíèìèçàöèè,
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äîêàçàâøèé ñâîþ ñðàâíèòåëüíóþ ýôôåêòèâíîñòü íà èçâåñòíîì ïîëå òåñòîâûõ çàäà÷
èç ëèòåðàòóðû [8].

2.6. Èåðàðõè÷åñêèå çàäà÷è îïòèìèçàöèè

Âîçíèêàþùèå â ïðèëîæåíèÿõ çàäà÷è îïòèìèçàöèè ÷àñòî õàðàêòåðèçóþòñÿ ìíîãî-
óðîâíåâîé ñòðóêòóðîé (ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé), êîãäà ðåçóëüòàò äåéñòâèé íèæíèõ óðîâ-
íåé çàâèñèò òàêæå îò ðåøåíèé, ïðèíÿòûõ íà âåðõíèõ óðîâíÿõ. Íàïðèìåð, ëèíåéíàÿ
äâóõóðîâíåâàÿ çàäà÷à îïòèìèçàöèè ìîæåò èìåòü ñëåäóþùóþ ôîðìó (â îïòèìèñòè-
÷åñêîé ïîñòàíîâêå):

⟨c, x⟩+ ⟨c1, y⟩ ↓ min
x,y

,

Ax ≤ b, x ≥ 0,
y ∈ Y∗(x),

 (BP)

ãäå Y∗(x) � ýòî ìíîæåñòâî ðåøåíèé çàäà÷è

⟨d, y⟩ ↓ min
y
,

A1x+B1y ≤ b1, y ≥ 0.

}
(FP)

Ïðè ýòîì íèêàêèõ íåâûïóêëîñòåé â çàäà÷å íå óñìàòðèâàåòñÿ. Íåñìîòðÿ íà ýòî,
ïîäîáíàÿ ñèíãóëÿðíîñòü â çàäà÷å ñóùåñòâóåò, ÷òî è çàòðóäíÿåò ïîèñê ðåøåíèÿ [9].

2. Òåîðèÿ ãëîáàëüíîãî ïîèñêà

Âñå âûøåïðåäñòàâëåííûå çàäà÷è, à òàêæå ïîäàâëÿþùåå áîëüøèíñòâî äðóãèõ
íåâûïóêëûõ çàäà÷ ÿâëÿþòñÿ ïîäêëàññîì çàäà÷ d.c. ïðîãðàììèðîâàíèÿ âèäà:

f0(x) ↓ min
x
, x ∈ S,

fi(x) ≤ 0, i ∈ I = {1, . . . ,m},
fi(x) = 0, i ∈ E = {m+ 1, . . . , p},

 (P)

ãäå fi(x) = gi(x)− hi(x), i ∈ I ∪ E ∪ {0}.
Êëàññ ôóíêöèé À.Ä. Àëåêñàíäðîâà (d.c. ôóíêöèè), êàê óæå ãîâîðèëîñü [3], îáðà-

çóåò ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî, ïîðîæäåííîå âûïóêëûì êîíóñîì âûïóêëûõ ôóíêöèé,
õîðîøî èññëåäîâàííûõ â ëèòåðàòóðå [2]. È â êàæäîé ÷àñòè çàäà÷è (P) � â öåëå-
âîé ôóíêöèè, â îãðàíè÷åíèÿõ � ñóùåñòâóåò êîíôëèêò ìåæäó âûïóêëîé ñòðóêòóðîé
(¾àíãåëîì¿) çàäà÷è (çàäàííîé ñêàæåì â öåëåâîé ôóíêöèè f0(·) ôóíêöèåé g0(·)) è
àíòèâûïóêëîé (¾äåìîíîì¿, ¾äüÿâîëîì¿) ñòðóêòóðîé (çàäàííîé ôóíêöèåé h0(·)). Â
îãðàíè÷åíèÿõ òèïà ðàâåíñòâà ýòîò êîíôëèêò, î÷åâèäíî, åùå ñëîæíåå.

Âçàèìîäåéñòâèå ýòèõ ñòðóêòóð (¾èãðà¿ ìåæäó ¾àíãåëàìè¿ è ¾äåìîíàìè¿) ïðè-
äàåò òàêèì çàäà÷àì íåèìîâåðíóþ ñëîæíîñòü ïðè èõ òåîðåòè÷åñêîì èññëåäîâàíèè è,
êîíå÷íî, ïðè ïðàêòè÷åñêîì ðåøåíèè òàêèõ çàäà÷. Ñàìîå ãëàâíîå â òîì, ÷òî ñîâðå-
ìåííûé ìàòåìàòè÷åñêèé àïïàðàò (òåîðèÿ ýêñòðåìóìà, ìåòîäû îïòèìèçàöèè è ò.ä.) íå
ïðèñïîñîáëåí ê ðåøåíèþ ïîäàâëÿþùåãî ÷èñëà ïðèêëàäíûõ çàäà÷, è êàê ñëåäñòâèå,
îêàçûâàåòñÿ íåýôôåêòèâíûì ãëîáàëüíûì ðåøàòåëåì.

Ðàçðàáîòàííàÿ íàìè òåîðèÿ ãëîáàëüíîãî ïîèñêà [3, 5�11]
a) íå îòâåðãàåò äîñòèæåíèÿ è ìåòîäû ñîâðåìåíííîé âûïóêëîé îïòèìèçàöèè, à,

íàîáîðîò, àêòèâíî èõ èñïîëüçóåò äëÿ ðåøåíèÿ íåâûïóêëûõ çàäà÷ (ñêàæåì, ¾âíóòðè¿
ëîêàëüíîãî ïîèñêà);
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b) ïðåäëàãàåò ïðîöåäóðû, ïîçâîëÿþùèå íå òîëüêî ¾âûïðûãèâàòü¿ èç ëîêàëüíûõ
ÿì, íî è äîñòèãàòü ãëîáàëüíîãî ðåøåíèÿ â íåâûïóêëûõ çàäà÷àõ;

c) ïðè ýòîì ýôôåêòèâíîñòü ïðîöåäóð ãëîáàëüíîãî ïîèñêà â ñèëüíîé ñòåïåíè çà-
âèñèò îò ýôôåêòèâíîñòè ìåòîäîâ âûïóêëîé îïòèìèçàöèè, èñïîëüçóåìûõ ¾âíóòðè¿
ýòèõ ïðîöåäóð.

Ðàáîòà ÷àñòè÷íî ïîääåðæàíà ìåæäèñöèïëèíàðíûì èíòåãðàöèîííûì ïðîåêòîì
ôóíäàìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé ÑÎ ÐÀÍ � 141.
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ÂÛ×ÈÑËÈÒÅËÜÍÀß ÝÔÔÅÊÒÈÂÍÎÑÒÜ ÂÇÀÈÌÎÄÅÉÑÒÂÈß ÌÅÒÎÄÎÂ
ÍÅÏÐÅÐÛÂÍÎÉ È ÄÈÑÊÐÅÒÍÎÉ ÎÏÒÈÌÈÇÀÖÈÈ

Î.Â. Õàìèñîâ

Îáùàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è, ðàññìàòðèâàåìîé â äîêëàäå, èìååò ñëåäóþùèé âèä

f(x)→ min
x∈X

, (1)

ãäå f : S → R � ïîëóíåïðåðûâíàÿ ñíèçó ôóíêöèÿ, S ⊂ Rn � îòêðûòîå ìíîæåñòâî,
X ⊂ S � êîìïàêòíîå ìíîæåñòâî. Â òàêîé ïîñòàíîâêå ìîæíî ãàðàíòèðîâàòü ëèøü
ñóùåñòâîâàíèå îïòèìàëüíîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è (1) ïðè óñëîâèè X ̸= ∅. Äîêëàä ïî-
ñâÿù¼í èññëåäîâàíèþ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ çàäà÷è (1) ïðè ðàçëè÷íûõ äîïîëíèòåëüíûõ
ïðåäïîëîæåíèÿõ îòíîñèòåëüíî f è X.

Îáùàÿ ñõåìà ðåøåíèÿ ñîñòîèò, êàê îáû÷íî, â àïïðîêñèìàöèè çàäà÷è (1) ìåíåå
ñëîæíûìè âñïîìîãàòåëüíûìè çàäà÷àìè. Ïðè ýòîì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îïòèìàëüíûõ
ðåøåíèé âñïîìîãàòåëüíûõ çàäà÷ äîëæíà îáëàäàòü ñëåäóþùèì ñâîéñòâîì: êàæäàÿ
ïðåäåëüíàÿ òî÷êà ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè åñòü òî÷êà ãëîáàëüíîãî ìèíèìóìà çàäà-
÷è (1). Ðàçëè÷íûå òðåáîâàíèÿ ê âñïîìîãàòåëüíûì çàäà÷àì, ãàðàíòèðóþùèì äàííîå
ñâîéñòâî, ðàçðàáîòàíû äîñòàòî÷íî ïîäðîáíî, òàê æå êàê è îáùèå ñõåìû, â ðàìêàõ
êîòîðûõ ýòè òðåáîâàíèÿ âûïîëíÿþòñÿ [1],[4],[8].

Ïðè ïîñòðîåíèè âñïîìîãàòåëüíûõ çàäà÷ ïðèõîäèòñÿ èñõîäèòü èç âîçìîæíîñòè èõ
ýôôåêòèâíîãî ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ. Ñòàíäàðòíûì îáðàçîì ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî â êà-
÷åñòâå âñïîìîãàòåëüíûõ èñïîëüçóþòñÿ çàäà÷è ëèíåéíîãî èëè âûïóêëîãî ïðîãðàì-
ìèðîâàíèÿ. Ñ ïðàêòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ çàäà÷è ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ íå
ïðåäñòàâëÿþò ñëîæíîñòè (äàæå çàäà÷è ñ 100 000 000 ïåðåìåííûõ). Ýôôåêòèâíîñòü
ðåøåíèÿ çàäà÷ âûïóêëîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ òðåáóåò íåêîòîðîãî óòî÷íåíèÿ. Â îá-
ùåé ïîñòàíîâêå (ìèíèìèçàöèÿ âûïóêëîé ôóíêöèè íà âûïóêëîì ìíîæåñòâå) ÷èñëî
ïåðåìåííûõ ìîæåò äîõîäèòü äî 1000 [3]. Åñëè íåñêîëüêî ñóçèòü êëàññ çàäà÷ âûïóê-
ëîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ äî çàäà÷, îáëàäàþùèõ îïðåäåë¼ííîé ñòðóêòóðîé, ïîçâîëÿþ-
ùåé ïðèìåíÿòü äëÿ èõ ðåøåíèÿ ïîëèíîìèàëüíûå ìåòîäû âíóòðåííèõ òî÷åê, òî ÷èñëî
ïåðåìåííûõ âîçðàñòàåò äî 10 000 000 [3].

Åñëè â çàäà÷å (1) X � âûïóêëîå ìíîæåñòâî, òî å¼ àïïðîêñèìàöèÿ çàäà÷àìè âû-
ïóêëîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ âûãëÿäèò åñòåñòâåííî, ïîñêîëüêó â ýòîì ñëó÷àå, êàê èç-
âåñòíî, f ìîæíî çàìåíèòü å¼ âûïóêëîé îáîëî÷êîé íàä X è ðåøàòü ýêâèâàëåíòíóþ
çàäà÷ó âûïóêëîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Êîíå÷íî, âûïóêëóþ îáîëî÷êó ìîæíî ïîñòðî-
èòü ëèøü â ðåäêèõ ñëó÷àÿõ, íî ñàì ôàêò òåîðåòè÷åñêîé ýêâèâàëåíòíîñòè çàäà÷è (1)
çàäà÷å âûïóêëîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ ñòèìóëèðóåò óñèëèÿ ïî ïîýòàïíîìó (ïðèáëè-
æ¼ííîìó) ïîñòðîåíèþ âûïóêëîé îáîëî÷êè ñ îäíîâðåìåííûì äîêàçàòåëüñòâîì ñõîäè-
ìîñòè ê ãëîáàëüíîìó ìèíèìóìó. Ñèòóàöèÿ ìåíÿåòñÿ, åñëè X � íåâûïóêëîå ìíîæå-
ñòâî, íàïðèìåð, öåëî÷èñëåííàÿ ðåø¼òêà ìíîãîìåðíîãî ïîëèòîïà. Âûïóêëàÿ îáîëî÷êà
äîïóñòèìîé îáëàñòè � ñíîâà ïîëèòîï, è â ñëó÷àå íåëèíåéíîñòè f ãëîáàëüíûé ìèíè-
ìóì f íà âûïóêëîé îáîëî÷êå ìîæåò è íå áûòü äîïóñòèìîé òî÷êîé, äàæå åñëè f
âûïóêëà.

Â äîêëàäå ïðåäëàãàåòñÿ èñïîëüçîâàòü â êà÷åñòâå âñïîìîãàòåëüíûõ òàêæå çàäà÷è
íåâûïóêëîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Êîíå÷íî, ñ òåîðåòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ ïðîãðåññà
íåò � NP-òðóäíûå çàäà÷è àïïðîêñèìèðóþòñÿ ñíîâà NP-òðóäíûìè çàäà÷àìè. Òåì
íå ìåíåå, ïîäõîäÿùèé âûáîð âñïîìîãàòåëüíûõ çàäà÷ ïîçâîëÿåò ïîëó÷àòü íåïëîõèå
ïðàêòè÷åñêèå ðåçóëüòàòû è îñíîâàíèå äëÿ òàêîãî âûáîðà äîâîëüíî ïðàãìàòè÷åñêîå
� íàëè÷èå õîðîøåãî ðåøàòåëÿ.
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Êàê èçâåñòíî, â íàñòîÿùåå âðåìÿ ñóùåñòâóþò õîðîøèå ðåøàòåëè çàäà÷ ÷àñòè÷íî-
öåëî÷èñëåííîãî ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Ðàññìîòðèì ïðèìåðû ýôôåêòèâíîãî
èñïîëüçîâàíèÿ ýòèõ çàäà÷ â êà÷åñòâå âñïîìîãàòåëüíûõ.

Ïóñòü â çàäà÷å (1) f(x) = xTQx + cTx � íåâûïóêëàÿ êâàäðàòè÷íàÿ ôóíêöèÿ,
X = {x ∈ Rn : Ax ≤ b} � îãðàíè÷åííîå ìíîãîãðàííîå ìíîæåñòâî. Òîãäà, èñïîëüçóÿ
íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ îïòèìàëüíîñòè, äàííóþ çàäà÷ó ìîæíî ñâåñòè ê çàäà÷å ÷àñòè÷-
íîãî 0-1 ïðîãðàììèðîâàíèÿ, â êîòîðîé êðîìå ïåðåìåííûõ x ðàâíîïðàâíîå ó÷àñòèå
ïðèíèìàþò ïåðåìåííûå λ � ìíîæèòåëè Ëàãðàíæà. Èñïîëüçîâàíèå �ïðîäâèíóòîãî�
ðåøàòåëÿ äà¼ò î÷åíü íåïëîõèå ðåçóëüòàòû íà òåñòîâûõ çàäà÷àõ, ñîäåðæàùèõ â èñ-
õîäíîé ïîñòàíîâêå äî íåñêîëüêèõ ñîòåí ïåðåìåííûõ x [5]. Èäåéíàÿ îñíîâà òàêîé ðå-
äóêöèè ïðîñòà: çàïèñûâàþòñÿ íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ îïòèìàëüíîñòè, â êîòîðûõ âñå
ñîîòíîøåíèÿ ëèíåéíû, êðîìå ñîîòíîøåíèé äîïîëíÿþùåé íåæ¼ñòêîñòè, êîòîðûå ââå-
äåíèåì âñïîìîãàòåëüíûõ 0-1 ïåðåìåííûõ [2] ñâîäÿòñÿ ê ëèíåéíûì, ñîäåðæàùèì ýòè
ñàìûå 0-1 ïåðåìåííûå. Ïîñëå íåñëîæíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ïîëó÷àåì ñìåøàííóþ 0-1
çàäà÷ó ËÏ. È âñ¼-òàêè íå âñå ñâîéñòâà èñõîäíîé íåïðåðûâíîé ïîñòàíîâêè áûëè èñ-
ïîëüçîâàíû. Íåâîñòðåáîâàííûì îêàçàëñÿ õîðîøî ðàçðàáîòàííûé àïïàðàò ëîêàëüíîãî
ïîèñêà. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìû íàøëè ñòàöèîíàðíóþ òî÷êó ïðè ïîìîùè êàêîãî-ëèáî
ìåòîäà ëîêàëüíîãî ñïóñêà. Ïåðåïèñàâ ýòî ðåøåíèå â òåðìèíàõ çàäà÷è ÷àñòè÷íîãî
0-1 ïðîãðàììèðîâàíèÿ, ãàðàíòèðîâàííî ïîëó÷àåì äîïóñòèìóþ òî÷êó, ÷òî ñóùåñòâåí-
íî äëÿ âû÷èñëèòåëüíîé ýôôåêòèâíîñòè ïðèìåíÿåìîãî 0-1 ðåøàòåëÿ. Äàëåå, èñ-
ïîëüçîâàíèå òðèâèàëüíîãî ìóëüòèñòàðòà íåðåäêî äà¼ò òî÷êó ãëîáàëüíîãî ìèíèìóìà
(òîëüêî íàì îá ýòîì íåèçâåñòíî). Â ýòîì ñëó÷àå ïîñëåäóþùåå ïðèìåíåíèå 0-1 ðå-
øàòåëÿ åñòü ïðàêòè÷åñêîå äîêàçàòåëüñòâî ãëîáàëüíîé îïòèìàëüíîñòè ïîëó÷åííîãî
ðåøåíèÿ.

Âîçìîæíî ñëåäóþùåå îáîáùåíèå. Ïóñòü â (1) f � äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ,
X � ìíîæåñòâî, çàäàííîå ñèñòåìîé ðàâåíñòâ è íåðàâåíñòâ ñ äèôôåðåíöèðóåìû-
ìè ôóíêöèÿìè â ëåâûõ ÷àñòÿõ. Èñïîëüçóÿ ðàçëè÷íûå ìåòîäû ëîêàëüíîãî ïîèñêà,
íàõîäèì ðåêîðäíîå ðåøåíèå. Çàòåì çàïèñûâàåì íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ îïòèìàëüíî-
ñòè è, ââîäÿ äîïîëíèòåëüíûå 0-1 ïåðåìåííûå, èçáàâëÿåìñÿ îò óñëîâèÿ äîïîëíÿþùåé
íåæ¼ñòêîñòè. Â èòîãå ïîëó÷àåì ñìåøàííóþ ñèñòåìó ðàâåíñòâ è íåðàâåíñòâ ñ íåïðå-
ðûâíûìè è äèñêðåòíûìè ïåðåìåííûìè, äëÿ êîòîðîé èçâåñòíà õîòÿ áû îäíà äîïó-
ñòèìàÿ òî÷êà. Äàëåå ôîðìóëèðóåì çàäà÷ó ÷àñòè÷íî-äèñêðåòíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ,
ñîñòîÿùóþ â ìèíèìèçàöèè f íà êîðíÿõ ýòîé ñèñòåìû. ×àñòü äîêëàäà ïîñâÿùåíà èñ-
ñëåäîâàíèþ ýôôåêòèâíîñòè äàííîãî ïîäõîäà äëÿ íåêîòîðûõ êëàññîâ çàäà÷ âèäà (1).

Ïðåäïîëîæèì, òåïåðü, ÷òî f â çàäà÷å (1) � êâàçèâîãíóòàÿ ôóíêöèÿ, à X � ñíîâà
îãðàíè÷åííîå ìíîãîãðàííîå ìíîæåñòâî. Ãëîáàëüíûé ìèíèìóì â òàêîé çàäà÷å äîñòè-
ãàåòñÿ â âåðøèíå X. Íàéä¼ì íåêîòîðóþ âåðøèíó (÷òî íå ïðåäñòàâëÿåò òðóäíîñòè).
Èñïîëüçóÿ òó èëè èíóþ ïðîöåäóðó èç [8] ïîñòðîèì ïëîñêîñòü, îòñåêàþùóþ íàéäåí-
íóþ âåðøèíó, è áóäåì èñêàòü íîâóþ âåðøèíóX ñðåäè íåîòñå÷¼ííûõ. Êàê áûëî óêàçà-
íî â [7], ïîèñê íîâîé íåîòñå÷¼ííîé âåðøèíû ìîæíî ïðîâîäèòü, ðåøàÿ âñïîìîãàòåëü-
íóþ çàäà÷ó ëèíåéíîãî 0-1 ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Ñëåäîâàòåëüíî, ðàñïîëàãàÿ ìîùíûì
0-1 ðåøàòåëåì, ìîæíî íàõîäèòü ãëîáàëüíûé ìèíèìóì â äîñòàòî÷íî ñåðü¼çíûõ çà-
äà÷àõ âîãíóòîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Äàííûé ìîìåíò ÿâëÿåòñÿ êëþ÷åâûì, òàê êàê
çàäà÷à âîãíóòîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ èìååò ïðèíöèïèàëüíîå çíà÷åíèå â ãëîáàëüíîé
îïòèìèçàöèè, ñðàâíèìîå ñ âàæíîñòüþ çàäà÷è ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ â âûïóê-
ëîé îïòèìèçàöèè.
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Äî ñèõ ïîð ìû ãîâîðèëè î ïðèìåíåíèè ìåòîäèêè öåëî÷èñëåííîãî ïðîãðàììèðî-
âàíèÿ â êà÷åñòâå âñïîìîãàòåëüíîé äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ íåïðåðûâíîé ãëîáàëüíîé îï-
òèìèçàöèè. Ðàññìîòðèì òåïåðü îáðàòíîå âîçäåéñòâèå.

Ïðèìåíåíèå òåîðèè è ìåòîäîâ íåïðåðûâíîé îïòèìèçàöèè (â äàííîì ñëó÷àå âû-
ïóêëîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ) â öåëî÷èñëåííîì ïðîãðàììèðîâàíèè ïðîèëëþñòðèðóåì
íà ïðèìåðå ïîñòðîåíèÿ íîâîãî òèïà îòñå÷åíèé. Ïóñòü X � îãðàíè÷åííîå ìíîãîãðàí-
íîå ìíîæåñòâî, x0 � åãî íåöåëî÷èñëåííàÿ âåðøèíà. Òðåáóåòñÿ ïîñòðîèòü ïëîñêîñòü,
îòñåêàþùóþ x0 è �ñîõðàíÿþùóþ� âñå öåëî÷èñëåííûå òî÷êè X. Êàê èçâåñòíî, äàííàÿ
çàäà÷à äàâíî ðåøåíà è ñóùåñòâóåò íåñêîëüêî òèïîâ òàê íàçûâàåìûõ ïðàâèëüíûõ
îòñå÷åíèé. Âñå îíè èñïîëüçóþò àêòèâíûå â x0 ëèíåéíûå îãðàíè÷åíèÿ. Îêàçûâàåò-
ñÿ, ìîæíî ïîñòðîèòü íîâûé òèï ãëóáîêèõ îòñå÷åíèé, ó÷èòûâàþùèé âëèÿíèå òàêæå
è íåàêòèâíûõ îãðàíè÷åíèé [6]. Ïîñòðîåíèå òàêîãî òèïà îòñå÷åíèé îñíîâûâàåòñÿ íà
ðåøåíèè ñåïàðàáåëüíûõ çàäà÷ âûïóêëîãî êâàäðàòè÷íîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Êàê ïî-
êàçûâàåò ïðàêòèêà, â ðÿäå ñëó÷àåâ òàêèå îòñå÷åíèÿ ýôôåêòèâíû, â ÷àñòíîñòè, ïðè
äîêàçàòåëüñòâå òîãî, ÷òî X íå ñîäåðæèò öåëî÷èñëåííûõ òî÷åê.

Èñïîëüçîâàíèå øòðàôíûõ ôóíêöèé äà¼ò åù¼ îäíó âîçìîæíîñòü ïðèìåíåíèÿ ìå-
òîäîâ íåïðåðûâíîé îïòèìèçàöèè â äèñêðåòíîé. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â çàäà÷å (1) êîì-
ïîíåíòû âåêòîðà x äîëæíû ïðèíèìàòü òîëüêî öåëî÷èñëåííûå çíà÷åíèÿ. Äîáàâëÿÿ ê
öåëåâîé ôóíêöèè ñëàãàåìîå âèäàN ·

∑n
i=1 sin

2(πxi) ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøîìN , ìîæíî
ïðè ñîîòâåòñòâóþùèõ òðåáîâàíèÿõ, íàëàãàåìûõ íà çàäà÷ó (1), îò çàäà÷è öåëî÷èñëåí-
íîé îïòèìèçàöèè ïåðåéòè ê çàäà÷å íåïðåðûâíîé îïòèìèçàöèè. Çäåñü îòêðûâàþòñÿ
øèðîêèå âîçìîæíîñòè äëÿ êîìáèíèðîâàíèÿ ñòàíäàðòíûõ ìåòîäîâ ëîêàëüíîãî ïîèñ-
êà, ìåòîäîâ íåïðåðûâíîé ãëîáàëüíîé îïòèìèçàöèè è ìåòîäîâ äèñêðåòíîé îïòèìèçà-
öèè. Â ÷àñòíîñòè, íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî øòðàôíîå ñëàãàåìîå ìîæíî ïðåäñòàâèòü
â âèäå ðàçíîñòè äâóõ âûïóêëûõ ôóíêöèé, ò.å. ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé òàê íàçûâàåìóþ
d.c. (di�erence convex) ôóíêöèþ. Ýòî ñâîéñòâî äà¼ò âîçìîæíîñòü ïðèìåíÿòü õîðî-
øî ðàçðàáîòàííóþ ìåòîäèêó d.c. îïòèìèçàöèè (íàïðèìåð, èñïîëüçîâàíèå âûïóêëûõ
îãèáàþùèõ öåëåâîé ôóíêöèè è, êàê ñëåäñòâèå, ìîùíûõ ìåòîäîâ âûïóêëîãî ïðîãðàì-
ìèðîâàíèÿ) ê èññëåäóåìîé çàäà÷å. Ìîæíî âìåñòî äîáàâëåíèÿ øòðàôíîãî ñëàãàåìîãî
ê öåëåâîé ôóíêöèè ââåñòè îãðàíè÷åíèÿ sin(πxi) = 0, i = 1, . . . , n è ñíîâà èñïîëüçîâàòü
ìåòîäû d.c. îïòèìèçàöèè. Ïðè òàêîì ïîäõîäå íåò íåîáõîäèìîñòè îïðåäåëÿòü çíà÷åíèå
øòðàôíîãî ïàðàìåòðà N . Â îáùåì ñëó÷àå ïðåäëàãàåòñÿ òàêàÿ êîìáèíàöèÿ íåïðåðûâ-
íîé è äèêðåòíîé îïòèìèçàöèè. Êàê èçâåñòíî, ìåòîäû íåïðåðûâíîé ãëîáàëüíîé îï-
òèìèçàöèè, áîëüøèíñòâî èç êîòîðûõ òàêæå, êàê è ìåòîäû äèñêðåòíîé îïòèìèçàöèè,
ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ðàçëè÷íûå ðåàëèçàöèè îáùåé ñõåìû âåòâåé è ãðàíèö, îñîáåííî
ýôôåêòèâíû íà ïåðâûõ èòåðàöèÿõ: ïðîèñõîäèò äîñòàòî÷íî ñóùåñòâåííîå óëó÷øå-
íèå îöåíêè ãëîáàëüíîãî ìèíèìóìà ñíèçó è èç ðàññìîòðåíèÿ óäàëÿþòñÿ îáëàñòè, íå
ñîäåðæàùèå òî÷êè ãëîáàëüíîãî ìèíèìóìà. Äàëåå ýôôåêòèâíîñòü íåïðåðûâíîé îïòè-
ìèçàöèè ñíèæàåòñÿ è ðàçóìíî ïåðåéòè ê çàäà÷å äèñêðåòíîé îïòèìèçàöèè â èñõîäíîé
ïîñòàíîâêå. Íà ïðàêòèêå ÷àñòî ïðîÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùèé ýôôåêò ìåòîäîâ íåïðåðûâ-
íîé ãëîáàëüíîé îïòèìèçàöèè. Îò 50 äî 70% âû÷èñëèòåëüíûõ óñèëèé òðàòèòñÿ íà òî,
÷òîáû äîêàçàòü, ÷òî íàéäåííîå ðåêîðäíîå çíà÷åíèå è åñòü òî÷êà ãëîáàëüíîãî ìèíè-
ìóìà. Íà âçãëÿä àâòîðà, ìåòîäû äèñêðåòíîé îïòèìèçàöèè ñïðàâëÿþòñÿ ñ çàäà÷åé
äîêàçàòåëüñòâà ãëîáàëüíîé îïòèìàëüíîñòè ëó÷øå. Ïîýòîìó ïðåäâàðèòåëüíîå ïðèìå-
íåíèå ìåòîäîâ íåïðåðûâíîé îïòèìèçàöèè â çàäà÷àõ äèñêðåòíîé îïòèìèçàöèè ìîæíî
ðàññìàòðèâàòü êàê ëîêàëèçàöèþ îáëàñòè, ñîäåðæàùåé îïòèìàëüíîå ðåøåíèå.
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Â äîêëàäå ïðèâîäÿòñÿ ðåçóëüòàòû èññëåäîâàíèÿ ðàçëè÷íûõ âû÷èñëèòåëüíûõ
ñõåì, îñíîâàííûõ íà èäåÿõ, îïèñàííûõ âûøå. Êðîìå çàäà÷ êâàäðàòè÷íîãî è öåëî÷èñ-
ëåííîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ ðàññìàòðèâàþòñÿ çàäà÷è îáðàòíî-âûïóêëîãî ïðîãðàììè-
ðîâàíèÿ, çàäà÷è ñ íåöåëî÷èñëåííûìè äèñêðåòíûìè ïåðåìåííûìè. Ïðåäñòàâëåíû ðå-
çóëüòàòû ïðåäâàðèòåëüíûõ ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ íà òåñòîâûõ çàäà÷àõ è íà íåêî-
òîðûõ ïðèêëàäíûõ çàäà÷àõ ýíåðãåòèêè.

Ðàáîòà ïîääåðæàíà ñîâìåñòíûì èíòåãðàöèîííûì ïðîåêòîì ÑÎ è ÓðÎ ÐÀÍ
�Òåîðèÿ è ìåòîäû ðåøåíèÿ çàäà÷ äèñêðåòíîé îïòèìèçàöèè è èõ ïðèìåíåíèå â
èíôîðìàöèîííî-òåëåêîììóíèêàöèîííûõ ñèñòåìàõ�.
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ÀËÃÎÐÈÒÌÛ ÏÎËÈÝÄÐÀËÜÍÎÉ ÊÎÌÏËÅÌÅÍÒÀÐÍÎÑÒÈ ÄËß
ËÈÍÅÉÍÛÕ ÌÎÄÅËÅÉ È ÌÎÍÎÒÎÍÍÛÅ ÊÓÑÎ×ÍÎ-ÏÎÑÒÎßÍÍÛÅ

ÎÒÎÁÐÀÆÅÍÈß
Â.È. Øìûðåâ

Â äîêëàäå ðàññìàòðèâàåòñÿ äàëüíåéøåå ðàçâèòèå îáùåãî ïîäõîäà [1,2] ê ïîñòðî-
åíèþ êîíå÷íûõ àëãîðèòìîâ îòûñêàíèÿ ðàâíîâåñíûõ ñîñòîÿíèé â ëèíåéíûõ ìîäåëÿõ
êîíêóðåíòíîé ýêîíîìèêè òèïà êëàññè÷åñêîé ìîäåëè îáìåíà è íåêîòîðûõ å¼ îáîáùå-
íèé. Èçëîæåíèå ïîäõîäà âåäåòñÿ íà ïðèìåðå íîâîãî àëãîðèòì äëÿ ìîäåëè ïðîèçâîä-
ñòâà-îáìåíà [4,5], çàíèìàþùåé ïðîìåæóòî÷íîå ïîëîæåíèå ìåæäó êëàññè÷åñêîé ìî-
äåëüþ îáìåíà è âàðèàíòîì ìîäåëè Ýððîó-Äåáðå.

Òðàäèöèîííî ñîñòîÿíèå ðàâíîâåñèÿ ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê áàëàíñ ñïðîñà è ïðåä-
ëîæåíèÿ òîâàðîâ, ÷òî ïðèâîäèò ê ïðîáëåìå îòûñêàíèÿ íóëåé ôóíêöèè èçáûòî÷íî-
ãî ñïðîñà. Ðàññìàòðèâàåìûé ïîäõîä [1,2] ñëåäóåò ïðèíöèïèàëüíî èíîìó âçãëÿäó íà
ðàâíîâåñèå. Ðàâíîâåñíûå öåíû çàäàþòñÿ ñòðóêòóðîé ïëàíîâ ïðîèçâîäñòâà è çàêóïîê
òîâàðîâ ó÷àñòíèêàìè ïîäîáíî òîìó, êàê îïòèìàëüíîå ðåøåíèå çàäà÷è ëèíåéíîãî ïðî-
ãðàììèðîâàíèÿ çàäàåòñÿ íåêîòîðûì áàçèñíûì íàáîðîì èñïîëüçóåìûõ ïåðåìåííûõ.
Êàæäàÿ ñòðóêòóðà ïëàíîâ îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåò äâà ìíîæåñòâà âåêòîðîâ öåí � çîíó
ïðåäïî÷òèòåëüíîñòè äàííîé ñòðóêòóðû è åå çîíó ñáàëàíñèðîâàííîñòè. Çîíà ïðåäïî-
÷òèòåëüíîñòè ôîðìèðóåòñÿ èç òåõ âåêòîðîâ öåí, ïðè êîòîðûõ çàêóïêè òîâàðîâ ïðî-
èçâåäåíû â ñîîòâåòñòâèè ñ ïðåäïî÷òåíèÿìè ó÷àñòíèêîâ, õîòÿ è áåç ó÷åòà áàëàíñîâ ïî
òîâàðàì. Çîíà ñáàëàíñèðîâàííîñòè, íàîáîðîò, ñîñòîèò èç âåêòîðîâ öåí, ïðè êîòîðûõ
âîçìîæåí ôèíàíñîâûé áàëàíñ ïëàíîâ, íî èãíîðèðóþòñÿ ïðåäïî÷òåíèÿ ó÷àñòíèêîâ.

Ðàâíîâåñíîé ÿâëÿåòñÿ òà èç ñòðóêòóð, äëÿ êîòîðîé óêàçàííûå ìíîæåñòâà èìå-
þò íåïóñòîå ïåðåñå÷åíèå. Êîîðäèíàòû òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ è îòâå÷àþò ðàâíîâåñíûì
öåíàì.

Â ðåçóëüòàòå âîçíèêàåò êóñî÷íî-ïîñòîÿííîå îòîáðàæåíèå ñèìïëåêñà öåí â ñåáÿ, è
èñêîìûé ðàâíîâåñíûé âåêòîð öåí ÿâëÿåòñÿ íåïîäâèæíîé òî÷êîé ýòîãî îòîáðàæåíèÿ.

Îñîáåííîñòüþ ðàññìàòðèâàåìûõ ìîäåëåé ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî äëÿ íèõ çîíû ïðåäïî-
÷òèòåëüíîñòè è ñáàëàíñèðîâàííîñòè ÿâëÿþòñÿ ìíîãîãðàííèêàìè. Âñëåäñòâèå ýòîãî
îòûñêàíèå íåïîäâèæíîé òî÷êè óïîìÿíóòîãî êóñî÷íî-ïîñòîÿííîãî îòîáðàæåíèÿ ïðè-
âîäèò ê çàäà÷å ïîëèýäðàëüíîé êîìïëåìåíòàðíîñòè, îáîáùàþùåé èçâåñòíóþ çàäà÷ó
ëèíåéíîé êîìïëåìåíòàðíîñòè. Ðå÷ü èäåò î ðàññìîòðåíèè äâóõ ïîëèýäðàëüíûõ êîì-
ïëåêñîâ, íàõîäÿùèõñÿ â îòíîøåíèè äâîéñòâåííîñòè, è îòûñêàíèè òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ
ïàðû îòâå÷àþùèõ äðóã äðóãó ïîëèýäðîâ ýòèõ êîìïëåêñîâ. Îêàçàëîñü, ÷òî ýòà çàäà÷à
â èññëåäóåìûõ ìîäåëÿõ îáëàäàåò îñîáûì ñâîéñòâîì ìîíîòîííîñòè, õàðàêòåðíûì äëÿ
çàäà÷ ëèíåéíîé êîìïëåìåíòàðíîñòè ñ ïîëîæèòåëüíûìè ìèíîðàìè ìàòðèöû çàäà÷è �
èçâåñòíûé êëàññ Ð.

Â ñëó÷àå íåêîòîðûõ ìîäåëåé îáìåíà ñ ôèêñèðîâàííûìè áþäæåòàìè (ìîäåëü
îáìåíà [3,7], îáîáùåííàÿ ìîäåëü îáìåíà [6,8]) âîçíèêàþùèå òî÷å÷íî-ìíîæåñòâåííûå
îòîáðàæåíèÿ îêàçûâàþòñÿ ïîòåíöèàëüíûìè, ò.å. çàäàþòñÿ êàê ñóáäèôôåðåíöèàëü-
íûå îòîáðàæåíèÿ äëÿ âûïóêëûõ ôóíêöèé. Â ýòèõ ñëó÷àÿõ óïîìÿíóòàÿ ìîíîòîííîñòü
ïðèíèìàåò îñîáåííî ïðîñòîé âèä (ëîãàðèôìè÷åñêàÿ ìîíîòîííîñòü), ÷òî ïîçâîëÿ-
åò ñâåñòè âîïðîñ îá îòûñêàíèè ðàâíîâåñíîãî âåêòîðà öåí ê çàäà÷å âûïóêëîé
îïòèìèçàöèè è âîñïîëüçîâàòüñÿ èäååé ñóáîïòèìèçàöèè. Îäíàêî â îáùåì ñëó÷àå
ìîíîòîííîñòü èìååò áîëåå ñëîæíûé õàðàêòåð è ïðèâîäèò ê îáîáùåíèþ ìîíîòîííûõ
êóñî÷íî-ïîñòîÿííûõ îòîáðàæåíèé íà ñèìïëåêñå öåí, â ÷àñòíîñòè ê ñïåöèàëüíîìó
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êëàññó çàäà÷ ëèíåéíîé äîïîëíèòåëüíîñòè.
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ÇÀÄÀ×À ÂÛÁÎÐÀ ÈÍÂÅÑÒÈÖÈÎÍÍÛÕ ÏÐÎÅÊÒÎÂ
Â ÓÑËÎÂÈßÕ ÎÆÈÄÀÍÈß ÊÐÈÇÈÑÀ

Ê.Ñ. Àáàêóìîâ, Â.Â. Ñåðâàõ

Èìååòñÿ êàïèòàë â îáúåìå K è âîçìîæíîñòü åãî èíâåñòèðîâàíèÿ â n ðàçëè÷íûõ
ïðîåêòîâ. Äëÿ ðåàëèçàöèè ïðîåêòà i íåîáõîäèìû êàïèòàëîâëîæåíèÿ â ðàçìåðå ki.
Äîõîäíîñòü ïðîåêòà ÿâëÿåòñÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé ξi ñ ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíè-
åì mi. Çàäàíà ìàòðèöà êîâàðèàöèé, â êîòîðîé ýëåìåíò vij îïðåäåëÿåò çàâèñèìîñòü
ìåæäó ïðîåêòàìè i è j, i, j = 1, 2, ..., n. Ïîðòôåëåì áóäåì íàçûâàòü ïîäìíîæåñòâî
ïðîåêòîâ, âûáðàííûõ äëÿ èíâåñòèðîâàíèÿ. Òðåáóåòñÿ ñôîðìèðîâàòü ïîðòôåëü ñ ìàê-
ñèìàëüíûì äîõîäîì è ìèíèìàëüíûì ðèñêîì ïðè óñëîâèè, ÷òî ñóììàðíûå âëîæåíèÿ
íå ïðåâîñõîäÿò K. Âêëþ÷åííûå â ïîðòôåëü ïðîåêòû ôèíàíñèðóþòñÿ ïîëíîñòüþ.

Äàííàÿ çàäà÷à ÿâëÿåòñÿ NP-òðóäíîé â ñèëüíîì ñìûñëå. Äëÿ ïîñòðîåíèÿ Ïàðåòî-
îïòèìàëüíîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è â ñëó÷àå ëèíåéíîé çàâèñèìîñòè äîõîäà îò ôèêñèðîâàí-
íîãî ÷èñëà ïàðàìåòðîâ áûë ðàçðàáîòàí àëãîðèòì äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ.
Â îáùåì ñëó÷àå èñïîëüçîâàëèñü ìàëîòðóäîåìêèå ãðàäèåíòíûå ñõåìû ñ ðàçëè÷íûìè
âàðèàíòàìè îêðåñòíîñòåé [1].

Ðàññìàòðèâàåìàÿ ìîäåëü ó÷èòûâàåò çàâèñèìîñòè ïðîåêòîâ ìåæäó ñîáîé è ðèñê
ñîêðàùàåòñÿ çà ñ÷åò äèâåðñèôèêàöèè âëîæåíèé. Âêëþ÷åíèå â ïîðòôåëü ïðîåêòîâ ñ
îòðèöàòåëüíîé êîððåëÿöèåé îçíà÷àåò, ÷òî ïàäåíèå äîõîäà ïî îäíîìó ïðîåêòó êîìïåí-
ñèðóåòñÿ åãî ðîñòîì ïî âòîðîìó. Â ðåçóëüòàòå ýòîãî óìåíüøàåòñÿ äèñïåðñèÿ äîõîäà
ïîðòôåëÿ, à, ñëåäîâàòåëüíî, è åãî ðèñê. Â ïåðèîä êðèçèñà äèâåðñèôèêàöèÿ èãðàåò
ìåíüøóþ ðîëü, òàê êàê ïàäåíèå äîõîäà ïðîèñõîäèò ïî âñåì ïðîåêòàì îäíîâðåìåí-
íî. Ýòî òðåáóåò äîðàáîòêè ìîäåëè è àëãîðèòìîâ. Ââîäèòñÿ âåðîÿòíîñòü íàñòóïëåíèÿ
êðèçèñà p è âåëè÷èíà äîõîäà ïî êàæäîìó ïðîåêòó li ïðè åãî íàñòóïëåíèè. Îïèñàí
àëãîðèòì ðàñ÷åòà ïðèáûëè è ðèñêà â ýòîì ñëó÷àå. Ðàñ÷åòû ïîêàçàëè, ÷òî ôîðìèðó-
åìûé ïîðòôåëü ïðè âîçìîæíîñòè êðèçèñà ñòàíîâèòñÿ áîëåå êîíñåðâàòèâíûì, è äîëÿ
êàïèòàëà, ðàçìåùàåìàÿ â ìàëîäîõîäíûå, íî áåçðèñêîâûå àêòèâû, óâåëè÷èâàåòñÿ.
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ÐÀÇÐÀÁÎÒÊÀ ÀËÃÎÐÈÒÌÎÂ ÐÅØÅÍÈß
ÑÌÅØÀÍÍÎÉ ÇÀÄÀ×È ÌÀÊÑÈÌÀËÜÍÎÉ ÂÛÏÎËÍÈÌÎÑÒÈ

À.Â. Àäåëüøèí, À.Ê. Êó÷èí

Ðàññìàòðèâàåòñÿ ñìåøàííàÿ çàäà÷à ìàêñèìàëüíîé âûïîëíèìîñòè ëîãè÷åñêîé
ôîðìóëû, çàäàííîé â êîíúþíêòèâíîé íîðìàëüíîé ôîðìå, ò.å. ïðåäñòàâëÿþùåé ñî-
áîé êîíúþíêöèþ ñêîáîê Ci, i = 1, . . . ,m, è Dk, k = 1, . . . , l, ãäå êàæäàÿ ñêîáêà �
äèçúþíêöèÿ ëîãè÷åñêèõ ïåðåìåííûõ èëè èõ îòðèöàíèé. Ïóñòü êàæäîé ñêîáêå Ci ñî-
îòâåòñòâóåò íåêîòîðûé íåîòðèöàòåëüíûé âåñ wi. Çàäà÷à çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òîáû
íàéòè òàêîé íàáîð çíà÷åíèé ïåðåìåííûõ, ïðè êîòîðîì âñå ñêîáêè Dk áóäóò èñòèííû-
ìè, à ñóììàðíûé âåñ èñòèííûõ ñêîáîê Ci áóäåò íàèáîëüøèì. Ìîäåëü öåëî÷èñëåííîãî
ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ äëÿ ýòîé çàäà÷è èìååò âèä:

m∑
i=1

wizi → max (1)∑
j∈C−

i

xj −
∑
j∈C+

i

xj + zi ≤ |C−
i |, i = 1, . . . ,m; (2)

∑
j∈D−

k

xj −
∑
j∈D+

k

xj ≤ |D−
k | − 1, i = 1, . . . , l; (3)

xj ∈ {0, 1}, zi ∈ {0, 1}, j = 1, . . . , n, i = 1, . . . ,m, (4)

ãäå C−
i è C+

i � ìíîæåñòâà èíäåêñîâ ïåðåìåííûõ, âõîäÿùèõ â ñêîáêó Ci ñ îòðèöàíèåì
è áåç íåãî ñîîòâåòñòâåííî. Ìíîæåñòâà D−

k è D+
k îïðåäåëÿþòñÿ àíàëîãè÷íî.

Â äàííîé ðàáîòå ïðåäëîæåíà ñõåìà àëãîðèòìîâ òî÷íîãî ðåøåíèÿ óêàçàííîé çà-
äà÷è, îñíîâàííàÿ íà êîìïîçèöèè àëãîðèòìîâ äâóõ âèäîâ: àëãîðèòìîâ ðåøåíèÿ çàäà-
÷è âûïîëíèìîñòè äëÿ îãðàíè÷åíèé Dk, k = 1, . . . , l, è àëãîðèòìîâ ðåøåíèÿ çàäà÷è
ìàêñèìàëüíîé âûïîëíèìîñòè äëÿ îãðàíè÷åíèé Ci, i = 1, . . . ,m. Ïðè ðàçðàáîòêå èñ-
ïîëüçîâàëèñü àëãîðèòìû âåòâåé è ãðàíèö è ïåðåáîðà L-êëàññîâ, îïèñàííûå â [1,2].
Ïðåäëîæåííûå àëãîðèòìû ðåàëèçîâàíû, ïðîâåäåí âû÷èñëèòåëüíûé ýêñïåðèìåíò íà
ñåðèÿõ çàäà÷ èç ñïåöèàëèçèðîâàííûõ áèáëèîòåê.
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ÎÄÈÍ ÒÎ×ÍÛÉ ÌÅÒÎÄ ÄËß ÄÈÑÊÐÅÒÍÎÉ ÇÀÄÀ×È ÎÁ (r|p)-ÖÅÍÒÐÎÈÄÅ
Å.Â. Àëåêñååâà

Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ äèñêðåòíàÿ çàäà÷à îá (r|p)-öåíòðîèäå. Äâà èãðîêà, Ëè-
äåð è Êîíêóðåíò, ïî î÷åðåäè îòêðûâàþò p è r ïðåäïðèÿòèé ñîîòâåòñòâåííî èç çà-
äàííîãî êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà. Êàæäûé èç èãðîêîâ ñòðåìèòñÿ ìàêñèìèçèðîâàòü ñîá-
ñòâåííûé äîõîä, êîòîðûé îí ïîëó÷àåò îò îáñëóæèâàíèÿ êëèåíòîâ. Êàæäûé êëèåíò
îáñëóæèâàåòñÿ èç áëèæàéøåãî îòêðûòîãî ïðåäïðèÿòèÿ. Çàäà÷à çàêëþ÷àåòñÿ â òîì,
÷òîáû âûáðàòü p ïðåäïðèÿòèé Ëèäåðà, äîñòàâëÿþùèõ åìó ìàêñèìàëüíûé äîõîä. Èç-
âåñòíî, ÷òî çàäà÷à ÿâëÿåòñÿ ΣP

2 -òðóäíîé [2], ò. å. áîëåå òðóäíîé, ÷åì ëþáàÿ NP-ïîëíàÿ
çàäà÷à, åñëè êëàññû P è NP íå ñîâïàäàþò.

Ñóùåñòâóåò íåñêîëüêî ôîðìóëèðîâîê ýòîé çàäà÷è â òåðìèíàõ öåëî÷èñëåííîãî ëè-
íåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ [1, 3]. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïðåäëàãàåòñÿ íîâàÿ óëó÷øåí-
íàÿ ñõåìà òî÷íîãî ìåòîäà, îñíîâàííàÿ íà ôîðìóëèðîâêå èç [3]. Ýòà ôîðìóëèðîâêà
ñîäåðæèò ïîëèíîìèàëüíîå ÷èñëî ïåðåìåííûõ è ýêñïîíåíöèàëüíîå ÷èñëî îãðàíè÷å-
íèé. Êðîìå òîãî, äëÿ ýòîé ôîðìóëèðîâêè èçâåñòíû ïðàâèëüíûå íåðàâåíñòâà [3]. Â
äàííîé ðàáîòå èõ èñïîëüçîâàíèå ïðèâîäèò ê ñóùåñòâåííîìó óìåíüøåíèþ âðåìåíè
ñ÷åòà è óòî÷íåíèþ âåðõíåé îöåíêè, ïîëó÷àåìîé ìåòîäàìè ëîêàëüíîãî ïîèñêà.

Âû÷èñëèòåëüíûå ýêñïåðèìåíòû ïðîâîäèëèñü íà òåñòîâûõ ïðèìåðàõ èç ýëåê-
òðîííîé áèáëèîòåêè ¾Äèñêðåòíûå çàäà÷è ðàçìåùåíèÿ¿ [4]. Çàäà÷è ðàçìåðíîñòè 100
êëèåíòîâ, 100 ïðåäïðèÿòèé, p = r = 5, 10, 15, óäàëîñü òî÷íî ðåøèòü çà ìåíüøåå
âðåìÿ ïî ñðàâíåíèþ ñ äðóãèìè èçâåñòíûìè íà ñåãîäíÿøíèé äåíü àëãîðèòìàìè.

Ðàáîòà ïîääåðæàíà ãðàíòîì ÐÔÔÈ 11-07-00474.
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3. Roboredo M.C., Pessoa A.A. A branch-and-cut algorithm for the discrete (r|p)-centroid
problem // Eur. J. of Oper. Res. (â ïå÷àòè)
4. http://math.nsc.ru/AP/benchmarks/Competitive/p_me_comp_eng.html.

c⃝ Àëåêñååâà Åêàòåðèíà Âÿ÷åñëàâîâíà,
Íîâîñèáèðñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò,
Èíñòèòóò ìàòåìàòèêè èì. Ñ.Ë. Ñîáîëåâà ÑÎ ÐÀÍ,
ïð-ò Àêàäåìèêà Êîïòþãà, 4, Íîâîñèáèðñê, 630090, Ðîññèÿ.
E-mail: ekaterina2@math.nsc.ru



Äèñêðåòíàÿ îïòèìèçàöèÿ 101

Î ÍÀÄÅÆÍÎÑÒÈ ÑÕÅÌ ÏÐÈ ÈÍÂÅÐÑÍÛÕ ÍÅÈÑÏÐÀÂÍÎÑÒßÕ
ÍÀ ÂÕÎÄÀÕ ÝËÅÌÅÍÒÎÂ

Ì.À. Àëåõèíà, È.À. Ñèðîòèí, Ä.À. Ëàçàðåâ

Ïóñòü Bk � ìíîæåñòâî âñåõ áóëåâûõ ôóíêöèé, çàâèñÿùèõ îò k (k ≥ 2) ïåðåìåííûõ
x1, ..., xk, B � ïîëíûé áàçèñ, B ⊆ Bk.

Ðàññìàòðèâàåòñÿ ðåàëèçàöèÿ áóëåâûõ ôóíêöèé ñõåìàìè èç íåíàäåæíûõ ôóíê-
öèîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ â áàçèñå B. Ñ÷èòàåì, ÷òî ñõåìà èç íåíàäåæíûõ ýëåìåíòîâ
ðåàëèçóåò ôóíêöèþ f(x1, x2, ..., xn), åñëè ïðè ïîñòóïëåíèè íà âõîäû ñõåìû íàáîðà
ã = (a1, a2, ..., an) ïðè îòñóòñòâèè íåèñïðàâíîñòåé íà âûõîäå ñõåìû ïîÿâëÿåòñÿ çíà-
÷åíèå f(ã). ×èñëî âõîäîâ ôóíêöèîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ ðàâíî ÷èñëó ñóùåñòâåííûõ
ïåðåìåííûõ ôóíêöèé, ïðèïèñàííûõ ýòèì ýëåìåíòàì, òî åñòü â ðàññìàòðèâàåìîì áà-
çèñå êàæäûé ôóíêöèîíàëüíûé ýëåìåíò èìååò íå áîëåå k âõîäîâ. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî
êàæäûé âõîä ýëåìåíòà ñõåìû íåçàâèñèìî îò âñåõ äðóãèõ âõîäîâ ýëåìåíòîâ ñ âåðîÿò-
íîñòüþ ε (0 < ε < 1/2) ïîäâåðæåí èíâåðñíûì íåèñïðàâíîñòÿì. Ýòè íåèñïðàâíîñòè
õàðàêòåðèçóþòñÿ òåì, ÷òî ïîñòóïàþùåå íà âõîä ýëåìåíòà çíà÷åíèå a (a ∈ {0, 1}) ñ
âåðîÿòíîñòüþ ε ìîæåò ïðåâðàòèòüñÿ â çíà÷åíèå ā. Çàìåòèì, ÷òî ýëåìåíòû, ðåàëèçó-
þùèå êîíñòàíòû 0 è 1, ÿâëÿþòñÿ àáñîëþòíî íàäåæíûìè ïðè èíâåðñíûõ íåèñïðàâíî-
ñòÿõ íà âõîäàõ ýëåìåíòîâ.

Ïóñòü Pf̄(ã)(S, ã) � âåðîÿòíîñòü ïîÿâëåíèÿ çíà÷åíèÿ f̄(ã) íà âûõîäå ñõåìû S, ðåà-
ëèçóþùåé ôóíêöèþ f(x̃), ïðè âõîäíîì íàáîðå ã. Íåíàäåæíîñòü P (S) ñõåìû S ðàâíà
max{Pf̄(ã)(S, ã)}, ãäå ìàêñèìóì áåðåòñÿ ïî âñåì âõîäíûì íàáîðàì ã ñõåìû S.

Òåîðåìà 1. Â áàçèñå B ⊆ Bk ëþáóþ áóëåâó ôóíêöèþ ìîæíî ðåàëèçîâàòü òàêîé
ñõåìîé S, ÷òî ïðè âñåõ ε ∈ (0, 1/(960k)] âåðíî íåðàâåíñòâî P (S) ≤ 24kε.

Òàêèì îáðàçîì, â ïðîèçâîëüíîì ïîëíîì êîíå÷íîì áàçèñå ïðè èíâåðñíûõ íåèñ-
ïðàâíîñòÿõ íà âõîäàõ ýëåìåíòîâ ëþáóþ ôóíêöèþ ìîæíî ðåàëèçîâàòü íàäåæíîé
ñõåìîé.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ, íîìåð ïðîåêòà 11-01-
00212à.
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ÌÎÍÈÒÎÐÈÍÃ ÏÎËÎÑÛ Ñ ÂÍÅØÍÈÌ ÐÀÑÏÎËÎÆÅÍÈÅÌ
ÑÅÍÑÎÐÍÛÕ ÄÀÒ×ÈÊÎÂ

Ñ.Í. Àñòðàêîâ

Ðàññìàòðèâàþòñÿ ìîäåëè ìîíèòîðèíãà ïîëîñû çàäàííîé øèðèíû ïðè ïîìîùè ñåí-
ñîðíûõ ñåòåé, êîòîðûå ïðåäñòàâëÿþòñÿ êðóãîâûìè ïîêðûòèÿìè. Êàæäûé êðóã ïî-
êðûòèÿ ÿâëÿåòñÿ îáëàñòüþ äåéñòâèÿ ñåíñîðà, íàõîäÿùåãîñÿ â öåíòðå. Ðåøàåòñÿ çà-
äà÷à íàõîæäåíèÿ íàèìåíåå ïëîòíîãî ïîêðûòèÿ ïîëîñû êðóãàìè îäíîãî äâóõ è òðåõ
ðàäèóñîâ äåéñòâèÿ. Ñïåöèàëüíûì òðåáîâàíèåì äëÿ ïîêðûòèÿ ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî öåí-
òðû êðóãîâ íå äîëæíû íàõîäèòüñÿ âíóòðè ïîëîñû (âíåøíèé ìîíèòîðèíã). Â ïðîöåññå
èññëåäîâàíèÿ áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ñ êàæäîé ìîäåëüþ âíåøíåãî ìîíèòîðèíãà ïîëî-
ñû îäíîçíà÷íî ñâÿçàíà ìîäåëü ïîêðûòèÿ ïëîñêîñòè. Îíà ïîëó÷àåòñÿ ìíîãîêðàòíûì
çåðêàëüíûì îòðàæåíèåì îòíîñèòåëüíî ãðàíèöû ïîëîñû. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïîèñê îï-
òèìàëüíûõ âàðèàíòîâ âíåøíåãî ïîêðûòèÿ ïîëîñû ìîæíî èñêàòü ñðåäè èçâåñòíûõ
ýôôåêòèâíûõ ïîêðûòèé ïëîñêîñòè.

Ïðåäëîæåíû ðàçëè÷íûå ýôôåêòèâíûå ìîäåëè ïîêðûòèé è îïðåäåëåíû èõ õàðàê-
òåðèñòèêè. Âîîáùå ãîâîðÿ, ïîëîæèòåëüíûì ñâîéñòâîì ìîäåëè ÿâëÿåòñÿ íå òîëüêî
íàèìåíüøàÿ ïëîòíîñòü ïîêðûòèÿ, íî è ïðîñòîòà ñòðóêòóðû ðàñïîëîæåíèÿ ñåíñîðîâ.
Ïðè âûáîðå ìîäåëè äëÿ ïðàêòè÷åñêîé ðåàëèçàöèè âîçìîæíû àëüòåðíàòèâíûå âà-
ðèàíòû. Â ñâÿçè ñ ýòèì ïðîâåäåí ñðàâíèòåëüíûé àíàëèç, è ïðåäñòàâëåíà ñâîäíàÿ
òàáëèöà ìîäåëåé.

Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ÿâëÿþòñÿ ïðîäîëæåíèåì èññëåäîâàíèé, ïðåäñòàâëåííûõ
â ðàáîòàõ [1,2]. Îäíàêî, ñóùåñòâåííûì îòëè÷èåì ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî â äàííîé ðàáîòå
ïðåäëîæåíà íîâàÿ êëàññèôèêàöèÿ ðåãóëÿðíûõ ïîêðûòèé. Êëàññèôèêàöèÿ ïîçâîëÿåò
íàõîäèòü ýôôåêòèâíûå ìîäåëè ïðè ðàññìîòðåíèè ñòàíäàðòíûõ ïëèòîê ðåãóëÿðíîãî
ïîêðûòèÿ. Îíà äàåò ãàðàíòèþ òîãî, ÷òî êàêîé-ëèáî ïðèåìëåìûé âàðèàíò ïîêðûòèÿ
íå áóäåò ïðîïóùåí.

Ðàáîòà ïîääåðæàíà ãðàíòîì ÐÔÔÈ 10-07-92650-IND-a.
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ÈÑÑËÅÄÎÂÀÍÈÅ È ÐÅØÅÍÈÅ ÎÄÍÎÉ ÇÀÄÀ×È ÔÎÐÌÈÐÎÂÀÍÈß ÌÀËÛÕ
ÃÐÓÏÏ Ñ Ó×�ÒÎÌ ÓÑËÎÂÈß ÊÎÌÔÎÐÒÍÎÑÒÈ ÎÒÍÎØÅÍÈÉ

Ë.Ä. Àôàíàñüåâà

Â [1, 2] ðàññìàòðèâàëèñü çàäà÷è ôîðìèðîâàíèÿ ìàëûõ ãðóïï ñ ó÷¼òîì ìåæëè÷-
íîñòíûõ îòíîøåíèé. Â ÷àñòíîñòè, èçó÷àëàñü ñëåäóþùàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Ïðåäïî-
ëîæèì, ÷òî èìååòñÿ ìíîæåñòâî ñïåöèàëèñòîâ, ÿâëÿþùèõñÿ ïðåòåíäåíòàìè äëÿ âêëþ-
÷åíèÿ â ìàëóþ ãðóïïó. Ìåæäó íèìè ñóùåñòâóþò îòíîøåíèÿ äâóõ òèïîâ � êîìôîðò-
íûå è íàïðÿæåííûå. Íåîáõîäèìî ñôîðìèðîâàòü óêàçàííóþ ãðóïïó òàê, ÷òîáû ÷èñëî
êîìôîðòíûõ îòíîøåíèé ìåæäó å¼ ÷ëåíàìè áûëî ìàêñèìàëüíûì, à êîëè÷åñòâî ñïå-
öèàëèñòîâ â íåé íå ïðåâûøàëî çàäàííîãî ÷èñëà.

Ïåðåéä¼ì ê ïîñòàíîâêå çàäà÷è íà ãðàôå. Äàí ãðàô G ñ ìíîæåñòâîì âåðøèí
V = {1, ..., n} è ìíîæåñòâîì ðåáåð E ⊆ {(i, j)| i, j = 1, n, i ̸= j}. Âåðøèíû ãðàôà
ñîîòâåòñòâóþò ñïåöèàëèñòàì, à ðåáðà � îòíîøåíèÿì ìåæäó íèìè, ò.å. E = E1 ∪ E2:

1) E1 � ìíîæåñòâî ðåáåð, îòðàæàþùèõ êîìôîðòíûå îòíîøåíèÿ ìåæäó ëþäüìè,

2) E2 � ìíîæåñòâî ðåáåð, îòâå÷àþùèõ íàïðÿæåííûì îòíîøåíèÿì.

Çàäà÷à îïòèìèçàöèè çàêëþ÷àåòñÿ â îòûñêàíèè ïîäãðàôà G′ ãðàôà G, êîòîðûé íå
ñîäåðæèò ðåáåð èç E2 è âêëþ÷àåò ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî ðåáåð èç E1, ïðè ýòîì ÷èñëî
âåðøèí â ïîäãðàôå G′ îãðàíè÷åíî çàäàííûì ÷èñëîì.

Äîêàçàíà NP-òðóäíîñòü çàäà÷è, ïîñòðîåíà è èññëåäîâàíà ìîäåëü öåëî÷èñëåííîãî
ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ [2].

Â [2] áûë ïðåäëîæåí è àïðîáèðîâàí àëãîðèòì âåòâåé è ãðàíèö òî÷íîãî ðåøåíèÿ
ýòîé çàäà÷è, îñíîâàííûé íà ðåøåíèè äîñòàòî÷íî ïðîñòûõ çàäà÷ íà ãðàôàõ. Â äàí-
íîé ðàáîòå ïðåäñòàâëåí íîâûé âàðèàíò àëãîðèòìà àíàëîãè÷íîãî òèïà, îáëàäàþùèé
ìåíüøåé òðóäî¼ìêîñòüþ.

Ïðîâåäåíî ýêñïåðèìåíòàëüíîå èññëåäîâàíèå ïî ñðàâíåíèþ è àíàëèçó óêàçàííûõ
àëãîðèòìîâ.
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ÎÁ ÎÄÍÎÌ ÀËÃÎÐÈÒÌÅ ÐÅØÅÍÈß ÇÀÄÀ×È ÐÀÇÌÅÙÅÍÈß
ÏÐÅÄÏÐÈßÒÈÉ Ñ ÌÈÍÈÌÀËÜÍÎ ÄÎÏÓÑÒÈÌÛÌÈ ÐÀÑÑÒÎßÍÈßÌÈ

Å.À. Áåëüö

Ïðîäîëæàåòñÿ èññëåäîâàíèå çàäà÷è îïòèìàëüíîãî ðàçìåùåíèÿ ïðåäïðèÿòèé ñ
ó÷¼òîì ìèíèìàëüíî äîïóñòèìûõ ðàññòîÿíèé ìåæäó íèìè [1,2]. Çàäà÷à ñîñòîèò â ñëå-
äóþùåì. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî èìååòñÿ ñïèñîê ïðåäïðèÿòèé íåñêîëüêèõ òèïîâ è êîíå÷-
íîå ìíîæåñòâî ïóíêòîâ âîçìîæíîãî èõ ðàçìåùåíèÿ. Â ëþáîì ïóíêòå ðàçðåøàåòñÿ
ðàñïîëîæèòü íå áîëåå îäíîãî ïðåäïðèÿòèÿ. Èçâåñòíû ìàêñèìàëüíî âîçìîæíîå êî-
ëè÷åñòâî îòêðûâàåìûõ ïðåäïðèÿòèé êàæäîãî òèïà, ìèíèìàëüíî äîïóñòèìûå ðàññòî-
ÿíèÿ ìåæäó ðàçìåùåííûìè ïðåäïðèÿòèÿìè è ýôôåêòèâíîñòü äåÿòåëüíîñòè ëþáî-
ãî ïðåäïðèÿòèÿ â óêàçàííûõ ïóíêòàõ. Òðåáóåòñÿ íàéòè ðàçìåùåíèå ïðåäïðèÿòèé ñ
ó÷¼òîì ñôîðìóëèðîâàííûõ âûøå óñëîâèé è ñ ìàêñèìàëüíîé ñóììàðíîé ýôôåêòèâíî-
ñòüþ. Ïîñòðîåíà è èññëåäîâàíà ìîäåëü öåëî÷èñëåííîãî ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ
[1].

Äëÿ ýòîé çàäà÷è ðàíåå áûëè ïðåäëîæåíû àëãîðèòì âåòâåé è ãðàíèö, ýâðèñòè÷å-
ñêèå ïðîöåäóðû [1,2]. Â äàííîé ðàáîòå ïðåäñòàâëåí íîâûé ãèáðèäíûé àëãîðèòì äëÿ
ïîëó÷åíèÿ òî÷íîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è, èäåÿ êîòîðîãî ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû íà êàæäîé
èòåðàöèè àëãîðèòìà ê òåêóùåé çàäà÷å ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ (ËÏ) äîáàâëÿòü
íàðóøåííûå ëèíåéíûå îãðàíè÷åíèÿ (îäíî èëè íåñêîëüêî îòñå÷åíèé) íà ìèíèìàëüíî
äîïóñòèìûå ðàññòîÿíèÿ.

Ñõåìà ãèáðèäíîãî àëãîðèòìà.
Øàã 0. Ïóñòü òåêóùàÿ çàäà÷à ËÏ � èñõîäíàÿ çàäà÷à áåç ó÷åòà îãðàíè÷åíèé íà ìè-
íèìàëüíî äîïóñòèìûå ðàññòîÿíèÿ.
Øàã 1. Íàõîäèì îïòèìàëüíîå öåëî÷èñëåííîå ðåøåíèå òåêóùåé çàäà÷è ËÏ.
Øàã 2. Åñëè äëÿ ïîëó÷åííîãî ðåøåíèÿ íà øàãå 1 íàðóøåíû îãðàíè÷åíèÿ íà ìè-
íèìàëüíî äîïóñòèìûå ðàññòîÿíèÿ, òî âûáèðàåì è äîáàâëÿåì íåêîòîðûå èç íèõ ê
òåêóùåé çàäà÷å ËÏ è ïåðåõîäèì íà øàã 1. Èíà÷å ïåðåõîäèì íà øàã 3.
Øàã 3. Ïðîöåññ çàâåðøåí: ïîñëåäíåå ïîëó÷åííîå ðåøåíèå òåêóùåé çàäà÷è ËÏ ÿâëÿ-
åòñÿ îïòèìàëüíûì ðåøåíèåì èñõîäíîé çàäà÷è.

Â ðàìêàõ äàííîé ñõåìû áûë ðåàëèçîâàí àëãîðèòì è ïðîâåäåí âû÷èñëèòåëüíûé
ýêñïåðèìåíò äëÿ ñðàâíåíèÿ ðåçóëüòàòîâ ñ óêàçàííûìè âûøå àëãîðèòìàìè.
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ÐÅÀËÈÇÀÖÈß ÀËÃÎÐÈÒÌÀ ÌÈÍÈÌÈÇÀÖÈÈ ÂÐÅÌÅÍÈ ÖÈÊËÀ ÏÐÈ
ÎÄÍÎÂÐÅÌÅÍÍÎÉ ÎÁÐÀÁÎÒÊÅ ÍÅ ÁÎËÅÅ ÄÂÓÕ ÄÅÒÀËÅÉ

Å.À. Áîáðîâà, Â.Â. Ñåðâàõ

Òðåáóåòñÿ îáðàáîòàòü N îäíîòèïíûõ äåòàëåé íà ïðîèçâîäñòâåííîé ëèíèè, ñîñòî-
ÿùåé èç m ìàøèí. Îáðàáîòêà äåòàëè çàêëþ÷àåòñÿ â ïîñëåäîâàòåëüíîì âûïîëíåíèè
n îïåðàöèé O1 → O2 → . . . → On. Îïåðàöèÿ Oi âûïîëíÿåòñÿ íà ìàøèíå mi â òå÷å-
íèå pi åäèíèö âðåìåíè (i = 1, 2, . . . , n). Ìàøèíû â òåõíîëîãè÷åñêîì ïîðÿäêå ìîãóò
ïîâòîðÿòüñÿ. Îäíîâðåìåííîå âûïîëíåíèå äâóõ è áîëåå îïåðàöèé íà îäíîé ìàøèíå íå
äîïóñêàåòñÿ. Ïðåðûâàíèÿ îïåðàöèé çàïðåùåíû.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç sij íà÷àëî âûïîëíåíèÿ îïåðàöèè i äåòàëè j. Ðàñïèñàíèå {sij} íà-
çûâàåòñÿ öèêëè÷åñêèì, åñëè äëÿ ëþáûõ i = 1, 2, . . . , n è j = 1, 2, . . . , N âûïîëíÿåòñÿ
sij = si1+C(j−1), ãäå C � äëèíà öèêëà èëè öèêëè÷åñêîå âðåìÿ. Çàäà÷à ìèíèìèçàöèè
öèêëè÷åñêîãî âðåìåíè ïîëèíîìèàëüíî ðàçðåøèìà, è äëèíà öèêëà ðàâíà ñóììå äëè-
òåëüíîñòåé îïåðàöèé íà ñàìîé çàãðóæåííîé ìàøèíå. Îäíàêî, ïðè òàêîì ðàñïèñàíèè
âîçíèêàþò ïðîñòîè ìåæäó îïåðàöèÿìè, òðåáóåòñÿ äîïîëíèòåëüíàÿ òðàíñïîðòèðîâêà
è ïðîìåæóòî÷íîå õðàíåíèå íåçàâåðøåííûõ äåòàëåé. Êàê àëüòåðíàòèâíûé âàðèàíò,
ðàññìàòðèâàåòñÿ ïîñòàíîâêà, â êîòîðîé ÷èñëî îäíîâðåìåííî íàõîäÿùèõñÿ â îáðàáîò-
êå äåòàëåé îãðàíè÷åíî íåêîòîðîé âåëè÷èíîé H.

Ïðè ïðîèçâîëüíîì H çàäà÷à NP-òðóäíà â ñèëüíîì ñìûñëå. Â [1] ïðåäëîæåí àëãî-
ðèòì òðóäîåìêîñòè O(P 2H−1), ãäå P � ñóììàðíàÿ äëèòåëüíîñòü âñåõ îïåðàöèé îäíîé
äåòàëè. Ïðè ôèêñèðîâàííîì H àëãîðèòì ÿâëÿåòñÿ ïñåâäîïîëèíîìèàëüíûì. Â [2] äëÿ
ñëó÷àÿ H = 2 áûë ïðåäëîæåí ïîëèíîìèàëüíûé àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ îïòèìàëüíîãî
ðàñïèñàíèÿ. Â äàííîé ðàáîòå ïðåäñòàâëåíà ñõåìà ðåàëèçàöèè ýòîãî àëãîðèòìà, íàïè-
ñàíà ñîîòâåòñòâóþùàÿ ïðîãðàììà, ñ ïîìîùüþ êîòîðîé ïðîâåäåíî ýêñïåðèìåíòàëüíîå
èññëåäîâàíèå ñâîéñòâ öèêëè÷åñêèõ ðàñïèñàíèé.
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ÃÅÍÅÒÈ×ÅÑÊÈÉ ÀËÃÎÐÈÒÌ ÁÀËÀÍÑÈÐÎÂÊÈ
ÏÐÎÈÇÂÎÄÑÒÂÅÍÍÎÉ ËÈÍÈÈ Ñ ÏÀÐÀËËÅËÜÍÛÌÈ ÌÀØÈÍÀÌÈ

Ï.À. Áîðèñîâñêèé, Ê. Äåëîðì, À. Äîëãèé

Ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à ïðîåêòèðîâàíèÿ ïðîèçâîäñòâåííîé ëèíèè [1] äëÿ âûïîë-
íåíèÿ çàäàííîãî íàáîðà îïåðàöèé ïî îáðàáîòêå îäíîòèïíûõ äåòàëåé. Ëèíèÿ ôîðìè-
ðóåòñÿ â âèäå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ðàáî÷èõ ñòàíöèé, êàæäàÿ èç êîòîðûõ ñîñòîèò èç
îäíîé èëè íåñêîëüêèõ èäåíòè÷íûõ ïàðàëëåëüíûõ ìàøèí. Âðåìÿ îáðàáîòêè äåòàëè
ìàøèíîé âêëþ÷àåò â ñåáÿ äëèòåëüíîñòè âûïîëíÿåìûõ îïåðàöèé, à òàêæå äëèòåëü-
íîñòè ïåðåíàëàäîê, íåîáõîäèìûõ ïðè ïåðåêëþ÷åíèè ìàøèíû ñ îäíîé îïåðàöèè íà
äðóãóþ. Äàííîå âðåìÿ, äåëåííîå íà êîëè÷åñòâî ìàøèí, óñòàíîâëåííûõ íà ñòàíöèè,
îïðåäåëÿåò âðåìÿ òàêòà ýòîé ñòàíöèè.

Íåîáõîäèìî ñôîðìèðîâàòü ëèíèþ òàê, ÷òîáû êàæäàÿ îïåðàöèÿ áûëà íàçíà÷åíà
íà îäíó èç ðàáî÷èõ ñòàíöèé, è âðåìÿ òàêòà êàæäîé ñòàíöèè íå ïðåâûøàëî äîïóñòèìî-
ãî ïðåäåëà. Äîïîëíèòåëüíî ìîãóò áûòü çàäàíû óñëîâèÿ ïðåäøåñòâîâàíèÿ îïåðàöèé;
óñëîâèÿ âêëþ÷åíèé (èñêëþ÷åíèé), ò.å. íåêîòîðûå îïåðàöèè äîëæíû (ñîîòâåòñòâåí-
íî, íå ìîãóò) áûòü íàçíà÷åíû âìåñòå íà îäíó è òó æå ñòàíöèþ. Êðîìå òîãî, äëÿ
êàæäîé ñòàíöèè äîëæåí ñóùåñòâîâàòü õîòÿ áû îäèí ñïîñîá ðàñïîëîæåíèÿ äåòàëè,
ïîäõîäÿùèé äëÿ âñåõ îïåðàöèé ýòîé ñòàíöèè (ìíîæåñòâà äîïóñòèìûõ ðàñïîëîæåíèé
äëÿ êàæäîé îïåðàöèè çàäàíû). Îáùåå êîëè÷åñòâî ìàøèí íà ëèíèè äîëæíî áûòü
ìèíèìàëüíûì.

Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è ïðåäëîæåí è ðåàëèçîâàí ãåíåòè÷åñêèé àëãîðèòì ñ êîäè-
ðîâêîé ðåøåíèÿ â âèäå ïåðåñòàíîâêè îïåðàöèé. Äåêîäèðîâàíèå îñóùåñòâëÿåòñÿ ñ
ïîìîùüþ ýâðèñòèêè æàäíîãî òèïà. Â àëãîðèòìå òàêæå ïðèìåíÿåòñÿ ïðîöåäóðà
ëîêàëüíîãî óëó÷øåíèÿ ðåøåíèé, â õîäå êîòîðîé ðåøàåòñÿ çàäà÷à öåëî÷èñëåííîãî
ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ äëÿ ôîðìèðîâàíèÿ îïòèìàëüíîé ëèíèè ïðè ôèñêèðî-
âàííîì ïîðÿäêå ñëåäîâàíèÿ îïåðàöèé.
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ÏÎÈÑÊ ÐÅØÅÍÈß Â ÇÀÄÀ×Å ÌÀÐØÐÓÒÈÇÀÖÈÈ Ñ Ó×ÅÒÎÌ
ÐÀÇÌÅÙÅÍÈß ÃÐÓÇÎÂ ÍÀ ÎÑÍÎÂÅ ÐÀÇÁÈÅÍÈß ÌÍÎÆÅÑÒÂÀ

Å.Ì. Áðîíøòåéí, Í.À. Ãèëüìàíîâà

Ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à ïîñòðîåíèÿ ìàðøðóòîâ ñëåäîâàíèÿ òðàíñïîðòíûõ
ñðåäñòâ (ÒÑ) ñ òð¼õìåðíûì ðàçìåùåíèåì ãðóçîâ (3L-CVRP), çàêëþ÷àþùàÿñÿ â ïî-
èñêå íàáîðà ìàðøðóòîâ äëÿ ÒÑ, êîòîðûå äîëæíû äîñòàâèòü êëèåíòàì ãðóçû â êîí-
òåéíåðàõ. Ïîìèìî ìèíèìèçàöèè èçäåðæåê íà ïåðåâîçêó, òðåáóåòñÿ îïðåäåëèòü ñõåìû
çàãðóçêè êîíòåéíåðîâ â êàæäîå ÒÑ. Çàäà÷à 3L-CVRP ìîæåò áûòü ñôîðìóëèðîâàíà
êàê çàäà÷à ðàçáèåíèÿ ìíîæåñòâà ïóíêòîâ-êëèåíòîâ íà çîíû, êàæäàÿ èç êîòîðûõ îá-
ñëóæèâàåòñÿ îäíèì ÒÑ. Òàêàÿ ôîðìóëèðîâêà çàäà÷ ìàðøðóòèçàöèè, êàê ïðàâèëî,
ìàëîýôôåêòèâíà èç-çà áîëüøîãî ÷èñëà äîïóñòèìûõ ìàðøðóòîâ. Ïðåäëàãàåìàÿ ïî-
ñòàíîâêà çàäà÷è âêëþ÷àåò ðÿä óñëîâèé, ñóùåñòâåííî ñíèæàþùèõ ÷èñëî äîïóñòèìûõ
ìàðøðóòîâ.

1. Îãðàíè÷åíèå ìàññû ïåðåâîçèìîãî ãðóçà (íå áîëåå ãðóçîïîäúåìíîñòè ÒÑ); ÷èñëà
ïóíêòîâ, âêëþ÷àåìûõ â îäèí ìàðøðóò; äëèíû îäíîãî ìàðøðóòà.

2. Óñëîâèÿ íà ñõåìó ðàçìåùåíèÿ ãðóçîâ âíóòðè ÒÑ, â ÷àñòíîñòè:

(a) Íåïåðåêðûòèå êîíòåéíåðîâ ìåæäó ñîáîé è ñ ãðàíÿìè ÒÑ;
(b) Ó÷åò äîïóñòèìîñòè îðèåíòàöèè êàæäîãî êîíòåéíåðà;
(c) Çàïðåò íà óñòàíîâêó íåõðóïêèõ êîíòåéíåðîâ íàä õðóïêèìè;
(d) Óñòîé÷èâîñòü ðàçìåùåíèÿ ãðóçîâ (ïðåäëàãàåòñÿ íîâàÿ ôîðìóëèðîâêà îãðà-

íè÷åíèÿ, ó÷èòûâàþùàÿ ïîëîæåíèå öåíòðîâ òÿæåñòè êîíòåéíåðîâ);
(e) Ñîáëþäåíèå ïîðÿäêà ïîãðóçêè-ðàçãðóçêè êîíòåéíåðîâ â ñîîòâåòñòâèè ñ

ìàðøðóòîì ÒÑ.

Äëÿ ôîðìèðîâàíèÿ ìíîæåñòâà äîïóñòèìûõ ìàðøðóòîâ ìîãóò èñïîëüçîâàòüñÿ ðàç-
ëè÷íûå ìåòîäû: ïîëíûé ïåðåáîð âñåõ ïîäìíîæåñòâ è ïåðåñòàíîâîê êëèåíòîâ (äëÿ
çàäà÷ íåâûñîêîé ðàçìåðíîñòè), ïåðåáîð ïðè îãðàíè÷åíèè äëèíû ìàðøðóòîâ è êîëè-
÷åñòâà îáñëóæèâàåìûõ ïî ìàðøðóòó êëèåíòîâ, èñïîëüçîâàíèå ýâðèñòèê, â ÷àñòíîñòè,
òðåõôàçîâîé äåêîìïîçèöèè [1]. Çàòåì ðåøàåòñÿ çàäà÷à ðàçáèåíèÿ ìíîæåñòâà êëèåí-
òîâ; ðåçóëüòàòîì ÿâëÿåòñÿ íàáîð ìàðøðóòîâ, îáåñïå÷èâàþùèé äîñòàâêó ãðóçîâ âñåì
êëèåíòàì ñ ìèíèìàëüíûìè òðàíñïîðòíûìè èçäåðæêàìè. ×èñëåííûå ýêñïåðèìåíòû
ïîäòâåðæäàþò ýôôåêòèâíîñòü ïîäõîäà íà îñíîâå ðàçáèåíèÿ ìíîæåñòâà êëèåíòîâ êàê
äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ íåâûñîêîé ðàçìåðíîñòè, òàê è äëÿ óëó÷øåíèÿ ðåøåíèé, íàéäåí-
íûõ ïðè ýâðèñòè÷åñêîì ïîèñêå [1].

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå ÐÔÔÈ (ïðîåêò 10-06-00001).

ËÈÒÅÐÀÒÓÐÀ
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ÀËÃÎÐÈÒÌÛ ÃÅÍÅÒÈ×ÅÑÊÎÃÎ ÏÐÎÃÐÀÌÌÈÐÎÂÀÍÈß
ÄËß ÑÈÌÂÎËÜÍÎÃÎ ÐÅØÅÍÈß ÎÁÛÊÍÎÂÅÍÍÛÕ

ÄÈÔÔÅÐÅÍÖÈÀËÜÍÛÕ ÓÐÀÂÍÅÍÈÉ
Ñ.Â. Áóðàêîâ

Îáûêíîâåííûå äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ (ÎÄÓ) èñïîëüçóþòñÿ âî ìíîãèõ
îáëàñòÿõ íàóêè. ÎÄÓ ðåøàþò àíàëèòè÷åñêè èëè ÷èñëåííî (îñîáåííî íà ïðàêòèêå).
Êàæäûé èç ìåòîäîâ èìååò ñëàáûå ñòîðîíû. Àíàëèòè÷åñêè ìîæíî ðåøèòü äàëåêî íå
êàæäîå ÎÄÓ, ïðè ÷èñëåííîì ðåøåíèè ðåçóëüòàòîì ÿâëÿåòñÿ ÷èñëîâàÿ òàáëèöà.

Ïðåäëàãàåòñÿ èñïîëüçîâàòü àëãîðèòì ãåíåòè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ (ÃÏ) äëÿ
ïîëó÷åíèÿ ñèìâîëüíûõ ðåøåíèé, ïðè ýòîì ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî çàäàíî ÎÄÓ â îáùåì
âèäå è óñëîâèÿ (íà÷àëüíûå èëè ãðàíè÷íûå). Âîçìîæíû äâà âàðèàíòà ðåøåíèÿ [1].
Ïåðâûé âàðèàíò � ïðÿìîé ìåòîä � ïðåäïîëàãàåò îöåíêó ðåøåíèÿ, èñõîäÿ èç ÎÄÓ è
íà÷àëüíûõ óñëîâèé. Âòîðîé âàðèàíò (ãèáðèäíûé) âîçìîæåí ïðè ðåøåíèè ÎÄÓ ÷èñ-
ëåííî, ïîñëå ÷åãî íàõîäèòñÿ ñèìâîëüíàÿ ôóíêöèÿ, àïïðîêñèìèðóþùàÿ ïîëó÷åííóþ
÷èñëîâóþ ôóíêöèþ, ïðè ýòîì ÎÄÓ è íà÷àëüíûå óñëîâèÿ íå ó÷èòûâàþòñÿ. Óïðîùåí-
íî ñõåìó àëãîðèòìà ìîæíî ïðåäñòàâèòü ñîñòîÿùåé èç ñëåäóþùèõ îñíîâíûõ øàãîâ:

1. Èíèöèàëèçàöèÿ íà÷àëüíîé ïîïóëÿöèè (ñëó÷àéíî).
2. Îöåíêà ïðèãîäíîñòè êàæäîãî èíäèâèäà.
3. Àäàïòàöèÿ èíäèâèäîâ.
4. Ïðèìåíåíèå ãåíåòè÷åñêèõ îïåðàòîðîâ äëÿ ïîëó÷åíèÿ íîâîé ïîïóëÿöèè.
5. Åñëè êðèòåðèé îñòàíîâêè íå âûïîëíåí � ïåðåõîä ê øàãó 2.
Íà ïåðâîì øàãå ñîçäàþòñÿ áèíàðíûå äåðåâüÿ, ïðåäñòàâëÿþùèå ðåøåíèÿ ÎÄÓ. Íà

âòîðîì ýòàïå ðåøåíèÿ îöåíèâàþòñÿ (èñõîäÿ èç ÎÄÓ, íà÷àëüíûõ óñëîâèé, ñëîæíîñòè
ðåøåíèÿ). Íà òðåòüåì ýòàïå ðåøåíèÿ ìåíÿþòñÿ, ñ öåëüþ óëó÷øåíèÿ îöåíêè ðåøåíèÿ
(èñïîëüçóÿ îäèí èç ìåòîäîâ îïòèìèçàöèè). Íà ÷åòâåðòîì ýòàïå ïðèìåíÿþìñÿ îïåðà-
òîðû ñåëåêöèè, ðåêîìáèíàöèè, ìóòàöèè. Öèêëè÷åñêîå âûïîëíåíèå ýòèõ øàãîâ âåäåò
ê ïîëó÷åíèþ òî÷íîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è.

Ðàçðàáîòàííûå àëãîðèòìû áûëè àïðîáèðîâàíû íà ðÿäå çàäà÷. Ïîëó÷åííûå ðå-
çóëüòàòû ïîêàçûâàþò, ÷òî â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ àëãîðèòì ÃÏ íàõîäèò òî÷íûå ñèì-
âîëüíûå ðåøåíèÿ ïîñòàâëåííûõ çàäà÷. Íåëüçÿ ñêàçàòü, ÷òî îäèí èç äâóõ ìåòîäîâ ðå-
øåíèÿ ïðåäïî÷òèòåëåí: ïðÿìîé ìåòîä íàäåæíåå, òî÷íåå, à ãèáðèäíûé òðåáóåò ìåíüøå
ðåñóðñîâ (íå óñòóïàÿ ïðè ýòîì â òî÷íîñòè äëÿ íåêîòîðûõ çàäà÷).
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ÇÀÄÀ×À ÌÈÍÈÌÈÇÀÖÈÈ ËÎÃÈÑÒÈ×ÅÑÊÈÕ ÇÀÒÐÀÒ Ñ Ó×ÅÒÎÌ
ÌÍÎÃÎÊÐÀÒÍÛÕ ÇÀÂÎÇÎÂ È ÎÃÐÀÍÈ×ÅÍÈÉ ÍÀ ÎÁÚÅÌÛ ÏÎÑÒÀÂÎÊ

Í.È. Áóðëàêîâà, Â.Â. Ñåðâàõ

Ðàññìàòðèâàåòñÿ îäíîïðîäóêòîâàÿ çàäà÷à ìèíèìèçàöèè çàòðàò íà äîñòàâêó è õðà-
íåíèå ïðîäóêöèè. Çà îïðåäåëåííûé ïåðèîä âðåìåíè ïîòðåáíîñòü â ïðîäóêöèè ñîñòàâ-
ëÿåò P åäèíèö, λ � èíòåíñèâíîñòü åå ïîòðåáëåíèÿ. Ïðåäïðèÿòèå ìîæåò ïðèîáðåòàòü
ïðîäóêöèþ ó n ïîñòàâùèêîâ. Äîïóñêàåòñÿ ìíîãîêðàòíûé çàâîç ïðîäóêöèè îò ïîñòàâ-
ùèêà ı, ïðè ýòîì îáúåì ðàçîâîé ïîñòàâêè íå ìîæåò áûòü ìåíüøå mı, à ñóììàðíûé
îáúåì íå ïðåâîñõîäèò Mı. Ñòîèìîñòü äîñòàâêè ïðîäóêöèè îò ïîñòàâùèêà ı â îáúåìå

υ îïðåäåëÿåòñÿ ôóíêöèåé kı(υ) =

{
0, υ = 0
αı + βıυ, υ > 0

Óäåëüíûå çàòðàòû íà õðàíåíèå

åäèíèöû ïðîäóêöèè íà ñêëàäå ðàâíû cxp.
Íåîáõîäèìî äëÿ êàæäîãî ïîñòàâùèêà ı = 1, 2, . . . , n îïðåäåëèòü êîëè÷åñòâî çàâî-

çîâ rı è èõ îáúåìû xıȷ, ÷òîáû ìèíèìèçèðîâàòü îáùèå çàòðàòû íà äîñòàâêó è õðàíåíèå

ïðîäóêöèè
n∑

ı=1

rı∑
ȷ=1

kı(xıȷ) +
n∑

ı=1

rı∑
ȷ=1

x2
ıȷcxp

2λ
→ min, ïðè ñëåäóþùèõ óñëîâèÿõ:

n∑
ı=1

rı∑
ȷ=1

xıȷ ≥ P,
rı∑
ȷ=1

xıȷ ≤Mı, xıȷ ∈ {0} ∪ [mı,Mı].

Â [1] èññëåäóåòñÿ àíàëîãè÷íàÿ çàäà÷à áåç ó÷åòà çàòðàò íà õðàíåíèå ïðîäóêöèè.
Â [2] çàòðàòû íà õðàíåíèå ó÷èòûâàþòñÿ, íî äîïóñêàåòñÿ òîëüêî îäíîêðàòíûé çàâîç
îò êàæäîãî ïîñòàâùèêà. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è
ñ âîçìîæíîñòüþ ìíîãîêðàòíîãî çàâîçà îò êàæäîãî èç ïîñòàâùèêîâ. Èññëåäîâàíû
ñâîéñòâà çàäà÷è, ïîñòðîåí ïñåâäîïîëèíîìèàëüíûé àëãîðèòì åå ðåøåíèÿ.

Ðàáîòà ïîääåðæàíà ãðàíòîì ÐÔÔÈ 12-01-00122 è ãðàíòîì öåëåâîé ïðîãðàììû
ÑÎ ÐÀÍ (èíòåãðàöèîííûé ïðîåêò � 7Á).
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ÏÐÈÌÅÍÅÍÈÅ ËÅÑÒÍÈ×ÍÛÕ ÀËÃÎÐÈÒÌÎÂ ÄËß ÐÅØÅÍÈß ÇÀÄÀ×
ÎÐÒÎÃÎÍÀËÜÍÎÃÎ ÐÀÑÊÐÎß

Þ.È. Âàëèàõìåòîâà

Ðàññìàòðèâàþòñÿ çàäà÷è îðòîãîíàëüíîé óïàêîâêè ïðÿìîóãîëüíûõ çàãîòîâîê íà
ëèñòàõ. Äëÿ èõ ðåøåíèÿ èñïîëüçóåòñÿ ëåñòíè÷íûé àëãîðèòì, îñíîâíàÿ èäåÿ êîòîðî-
ãî ñîñòîèò â ìíîãîêðàòíîì ïîñòðîåíèè ïðîñòûõ øàáëîíîâ. Íà êàæäîì øàãå îïðå-
äåëÿåòñÿ ñâîáîäíàÿ îáëàñòü â ÷àñòè÷íîé óïàêîâêå, è äëÿ íåå ãåíåðèðóåòñÿ ïðîñòîé
øàáëîí [1]. Ðàññìîòðèì ïðîöåäóðó ãåíåðàöèè ïðîñòûõ øàáëîíîâ.

Íà ïåðâîíà÷àëüíîì ýòàïå çàãîòîâêè ñîðòèðóþòñÿ ïî íåóáûâàíèþ çíà÷åíèé îöå-
íî÷íîé ôóíêöèè Fi = λhi + (1 − λ)si, i = 1, k, ãäå hi è si � âûñîòà è ïëîùàäü i-îé
çàãîòîâêè ñîîòâåòñòâåííî, k � êîëè÷åñòâî åùå íå óïàêîâàííûõ çàãîòîâîê, λ � âåñîâîé
êîýôôèöèåíò, ïðèíèìàþùèé ñëó÷àéíîå çíà÷åíèå èç èíòåðâàëà [0,1], è çàíîñÿòñÿ â
ñïèñîê π. Äàëåå ãåíåðèðóåòñÿ ïðîñòîé øàáëîí � ïðÿìîóãîëüíûå çàãîòîâêè ñîñòàâëÿ-
þòñÿ â ñâîáîäíóþ îáëàñòü, íà÷èíàÿ ñ ëåâîãî íèæíåãî óãëà, âñå ïî ïîðÿäêó èç ñïèñêà
π, ïîêà øàáëîí íå âûõîäèò çà ðàìêè ñâîáîäíîé îáëàñòè. Ïåðåáèðàÿ ðàçëè÷íûå çíà-
÷åíèÿ λ, ïîëó÷àåì ìíîæåñòâî øàáëîíîâ äëÿ îäíîé è òîé æå îáëàñòè, èç êîòîðûõ âû-
áèðàåòñÿ ëó÷øèé. Øàáëîí P ñî ñðåäíåé ïëîùàäüþ s(P ) äîëæåí óäîâëåòâîðÿòü êðè-
òåðèþ äîñòàòî÷íîñòè s(P ) ≥ s(I), ãäå s(I) � ñðåäíÿÿ ïëîùàäü çàãîòîâîê, âõîäÿùèõ
âî ìíîæåñòâî I åùå íå óïàêîâàííûõ çàãîòîâîê. Ñðàâíåíèå øàáëîíîâ ïðîèçâîäèòñÿ
ïî ñëåäóþùèì ïðàâèëàì: åñëè îáà øàáëîíà óäîâëåòâîðÿþò êðèòåðèþ äîñòàòî÷íîñòè,
òîãäà øàáëîí ñ áîëüøåé îáùåé ïëîùàäüþ ñ÷èòàåòñÿ ëó÷øå; åñëè òîëüêî îäèí èç äâóõ
øàáëîíîâ óäîâëåòâîðÿåò êðèòåðèþ äîñòàòî÷íîñòè, òî âûáèðàåòñÿ îí (áîëüøàÿ ïëî-
ùàäü èãíîðèðóåòñÿ); åñëè íè îäèí øàáëîí óñëîâèþ äîñòàòî÷íîñòè íå óäîâëåòâîðÿåò,
òî âûáèðàåòñÿ òîò øàáëîí, äëÿ êîòîðîãî îòêëîíåíèå s(I)− s(P ) ìåíüøå.

Àëãîðèòì ðåàëèçîâàí ïðîãðàììíî. ×èñëåííûå ýêñïåðèìåíòû ïîêàçûâàþò âûñî-
êóþ ýôôåêòèâíîñòü àëãîðèòìà. Âåäóòñÿ ðàçðàáîòêè ìîäèôèêàöèé àëãîðèòìà äëÿ
ðàçëè÷íûõ ïðèêëàäíûõ çàäà÷.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå Ðîññèéñêîãî ôîíäà ôóíäàìåíòàëüíûõ èññëåäî-
âàíèé, ïðîåêò 12-07-00631-à.

ËÈÒÅÐÀÒÓÐÀ

1. Charalambous C., Fleszar K. A constructive bin-oriented heuristic for the two-
dimensional bin packing problem with guillotine cuts // Computers and Operational
Research. � 2011. � Vol. 38. � P. 1443-1451.

c⃝ Âàëèàõìåòîâà Þëèÿ Èëüÿñîâíà,
Áàøêèðñêèé ãîñóäàðñòâåííûé àãðàðíûé óíèâåðñèòåò,
óë. 50 ëåò Îêòÿáðÿ, 34, Óôà, 450001, Ðîññèÿ,
òåë. +7 (347) 228-91-77, ôàêñ +7 (347) 228-08-98.
E-mail: julikas@inbox.ru



Äèñêðåòíàÿ îïòèìèçàöèÿ 111

×ÈÑËÅÍÍÎÅ ÈÑÑËÅÄÎÂÀÍÈÅ ÐÎÁÀÑÒÍÎÑÒÈ ÐÅØÅÍÈß
Â ÇÀÄÀ×Å Î P -ÌÅÄÈÀÍÅ

È.Ë. Âàñèëüåâ, Ý. Êàððèöîñà, À.Â. Óøàêîâ

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî çàäàíî ìíîæåñòâî ïóíêòîâ âîçìîæíîãî ðàçìåùåíèÿ ïðåäïðè-
ÿòèé I = {1, . . . ,m}, ìíîæåñòâî êëèåíòîâ J = {1, . . . , n}, âåëè÷èíû dij, çàäàþùèå
òðàíñïîðòíûå çàòðàòû (ðàññòîÿíèÿ) íà îáñëóæèâàíèå j-ãî êëèåíòà èç ïóíêòà i, à
òàêæå âåëè÷èíû ωj, çàäàþùèå ñïðîñ j-ãî êëèåíòà. Çàäà÷à î p-ìåäèàíå çàêëþ÷àåòñÿ
â âûáîðå p ïóíêòîâ ðàçìåùåíèÿ ïðåäïðèÿòèé èç ìíîæåñòâà I òàê, ÷òîáû ñóììàðíûå
çàòðàòû íà îáñëóæèâàíèå âñåõ êëèåíòîâ áûëè ìèíèìàëüíû, ò.å.

min
S⊆I

{∑
j∈J

ωj min
i∈S

dij : |S| = p
}
.

Çàìåòèì, ÷òî â òàêîãî ðîäà ïîñòàíîâêå çàäà÷è ñïðîñ êàæäîãî êëèåíòà ïðåäïîëà-
ãàåòñÿ çàðàíåå èçâåñòíûì, îäíàêî ýòî êàæåòñÿ íåðåàëèñòè÷íûì ïðè äîëãîñðî÷íîì
ïëàíèðîâàíèè. Â [1] ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëó÷àé, êîãäà ñïðîñ êëèåíòà j òî÷íî íå èçâå-
ñòåí, íî ïðåäñòàâëåí íåêîé ïðîãíîçèðóåìîé îöåíêîé ω̂j. Äëÿ êîíòðîëèðîâàíèÿ çíà-
÷åíèÿ öåëåâîé ôóíêöèè ââåäåì âåëè÷èíó τ > 0, êîòîðóþ ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü
êàê áþäæåò, îãðàíè÷èâàþùèé âîçìîæíîå ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå öåëåâîé ôóíêöèè.
Â ýòîì ñëó÷àå ðîáàñòíîñòüþ ρ ðåøåíèÿ S áóäåì íàçûâàòü ìèíèìàëüíîå îòêëîíå-
íèå ñïðîñà îòíîñèòåëüíî ω̂, äëÿ êîòîðîãî ñóììàðíûå çàòðàòû íà îáñëóæèâàíèå âñåõ
êëèåíòîâ ïðåâûøàþò ïîðîãîâîå çíà÷åíèå (áþäæåò) τ , ò.å.

ρ(S) = min
{
∥(ωj)j∈J − (ω̂j)j∈J∥ :

∑
j∈J

ωj min
i∈S

dij > τ
}
, S ⊆ I, |S| = p. (1)

Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ ìîäèôèêàöèÿ çàäà÷è î p-ìåäèàíå, â êîòîðîé íà
ðåøåíèå íàêëàäûâàåòñÿ äîïîëíèòåëüíîå óñëîâèå íà ðîáàñòíîñòü. Ââîäèòñÿ öåëî-
÷èñëåííàÿ ïîñòàíîâêà òàêîé çàäà÷è, à òàêæå îáñóæäàþòñÿ íåêîòîðûå âîçìîæíûå
ïîäõîäû ê åå ðåøåíèþ.

Äàííàÿ ðàáîòà ÷àñòè÷íî ïîääåðæàíà èíòåãðàöèîííûì ãðàíòîì ÑÎ ÐÀÍ �21.
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ÎÄÍÎÓÐÎÂÍÅÂÛÅ ÔÎÐÌÓËÈÐÎÂÊÈ ÇÀÄÀ×È ÎÁ (r, p)-ÖÅÍÒÐÎÈÄÅ
È.Ë. Âàñèëüåâ, Ê.Á. Êëèìåíòîâà, Ò.Â. Ìàëåâà

Â ðàáîòå èññëåäóåòñÿ, òàê íàçûâàåìàÿ çàäà÷à îá (r, p)-öåíòðîèäå, èëè êîíêóðåíò-
íàÿ çàäà÷à î p-ìåäèàíå [1,2]. Â òàêîé çàäà÷å èìåþòñÿ äâå êîíêóðèðóþùèõ ôèðìû,
êîòîðûå ñòðåìÿòñÿ çàõâàòèòü êàê ìîæíî á�îëüøóþ äîëþ ðûíêà, ïðåäñòàâëåííîãî
ìíîæåñòâîì êëèåíòîâ J = {1, . . . , n}. Îäíà èç ôèðì, óñëîâíî íàçûâàåìàÿ Ëèäå-
ðîì, ïåðâîé îòêðûâàåò p ≥ 1 ïðåäïðèÿòèé èç ñïèñêà âîçìîæíûõ I = {1, . . . ,m}.
Îáîçíà÷èì âûáîð Ëèäåðà ÷åðåç L ⊆ I, |L| = p. Ïîñëå, Êîíêóðåíò îòêðûâàåò ñâîè
r ≥ 1 ïðåäïðèÿòèé, ñòðåìÿñü ìàêñèìèçèðîâàòü ñâîþ äîëþ ðûíêà. Ïóñòü ìíîæåñòâî
F ⊆ I, |F | = r îáîçíà÷àåò âûáîð Êîíêóðåíòà. Êëèåíòû âûáèðàþò èç ìíîæåñòâà îò-
êðûòûõ ôèðìàìè ïðåäïðèÿòèé îäíî, ðóêîâîäñòâóÿñü ñâîèìè ïðåäïî÷òåíèÿìè. Ïóñòü
dij, i ∈ I, j ∈ J � ìàòðèöà ïðåäïî÷òåíèé êëèåíòîâ, èëè ìàòðèöà ðàññòîÿíèé. Â çàäà-
÷å îá (r, p)-öåíòðîèäå íåîáõîäèìî ìàêñèìèçèðîâàòü äîëþ ðûíêà Ëèäåðà, ïðèíèìàÿ
âî âíèìàíèÿ ñòðàòåãèþ Êîíêóðåíòà è ïðåäïî÷òåíèÿ êëèåíòîâ.

Íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî çàäà÷à îá (r, p)-öåíòðîèäå îáëàäàåò åñòåñòâåííîé äâóõ-
óðîâíåâîé ñòðóêòóðîé [1]. Ïóñòü wj, j ∈ J � äîõîä ôèðì îò îáñëóæèâàíèÿ j-ãî êëè-
åíòà. Òîãäà çàäà÷à îá (r, p)-öåíòðîèäå ìîæåò áûòü ñôîðìóëèðîâàíà â âèäå ñëåäóþùåé
êîìáèíàòîðíîé äâóõóðîâíåâîé çàäà÷è.

max
L
{

∑
j∈J :mini∈L dij≤mini∈F (L) dij

wj : L ⊆ I, |L| = p}, (1)

ãäå F (L) � îïòèìàëüíîå ðåøåíèå çàäà÷è Êîíêóðåíòà:

max
F
{

∑
j∈J :mini∈F dij≤mini∈L dij

wj : F ⊆ I \ L, |F | = r}. (2)

Ïðåäëîæåíà íîâàÿ ôîðìóëèðîâêà çàäà÷è â âèäå îäíîóðîâíåâîé ìîäåëè öåëî÷èñ-
ëåííîãî ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ (ÖËÏ). Ïðîâåäåíî ÷èñëåííîå ñðàâíåíèå
âåðõíèõ îöåíîê îïòèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ çàäà÷è, ïîëó÷åííûõ ïðè ðåøåíèè ëèíåéíûõ
ðåëàêñàöèé ïðåäëîæåííîé è èçâåñòíîé èç ðàáîòû [2] ôîðìóëèðîâîê.

Ðàáîòà ïîääåðæàíà ãðàíòîì ÐÔÔÈ 11-01-00270-à.
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Î ÂÐÅÌÅÍÍÎÉ ÑËÎÆÍÎÑÒÈ ÀËÃÎÐÈÒÌÎÂ ËÎÊÀËÜÍÎÃÎ ÑÏÓÑÊÀ
ÄËß ÇÀÄÀ×È ÏÎÑÒÐÎÅÍÈß ÐÀÑÏÈÑÀÍÈß

ÍÀ ÏÀÐÀËËÅËÜÍÛÕ ÌÀØÈÍÀÕ
Þ.Þ. Âåëèêàíîâà

Ðàññìàòðèâàåòñÿ èçâåñòíàÿ NP-òðóäíàÿ çàäà÷à ìèíèìèçàöèè äëèíû ðàñïèñàíèÿ
íà ïàðàëëåëüíûõ èäåíòè÷íûõ ìàøèíàõ. Äëÿ êàæäîé ðàáîòû çàäàíà äëèòåëüíîñòü
âûïîëíåíèÿ, ïðåðûâàíèÿ ðàáîò íå ðàçðåøåíû. Ñîãëàñíî ïðèíÿòîé â [1] ñèñòåìå îáî-
çíà÷åíèé çàäà÷ òåîðèè ðàñïèñàíèé äàííàÿ çàäà÷à îáîçíà÷àåòñÿ P ||Cmax.

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ äëÿ ðåøåíèÿ NP-òðóäíûõ çàäà÷ øèðîêî ïðèìåíÿþòñÿ ìåòîäû
ëîêàëüíîãî ïîèñêà. Òàêèå àëãîðèòìû õîðîøî çàðåêîìåíäîâàëè ñåáÿ íà ïðàêòèêå, íî
ïëîõî èçó÷åíû ñ òåîðåòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ. Â ðàáîòå èññëåäóåòñÿ âîïðîñ î ñëîæíî-
ñòè íàõîæäåíèÿ ëîêàëüíîãî îïòèìóìà äëÿ çàäà÷è P ||Cmax. Â [2,3] ðàññìàòðèâàëàñü
îêðåñòíîñòü Flip ëèíåéíîé ìîùíîñòè , â êîòîðîé ñîñåäíåå ðåøåíèå ïîëó÷àåòñÿ ïóòåì
ïåðåìåùåíèÿ îäíîé ðàáîòû íà äðóãóþ ìàøèíó. Èçâåñòíî, ÷òî äëÿ òàêîé îêðåñòíîñòè
àëãîðèòìó ëîêàëüíîãî ñïóñêà òðåáóåòñÿ O(n2) øàãîâ, ãäå n ÷èñëî ðàáîò. Â äàííîé
ðàáîòå ðàññìàòðèâàþòñÿ îêðåñòíîñòè êâàäðàòè÷íîé ìîùíîñòè Swap è îáúåäèíåíèå
äâóõ îêðåñòíîñòåé Swap

∪
Flip. Â îêðåñòíîñòè Swap ñîñåäíèå ðåøåíèÿ ïîëó÷àþòñÿ

ïåðåñòàíîâêîé äâóõ ðàáîò, âûïîëíÿþùèõñÿ íà ðàçíûõ ìàøèíàõ. Äîêàçàíî, ÷òî
àëãîðèòìó ëîêàëüíîãî ñïóñêà òðåáóåòñÿ O(n2) øàãîâ â ñëó÷àå äâóõ ìàøèí è O(n4m)
øàãîâ â îáùåì ñëó÷àå, ãäå m � ÷èñëî ìàøèí. Òàêæå ïîêàçàíî, ÷òî â ñëó÷àå äâóõ
ìàøèí îöåíêà òî÷íà.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ (ãðàíò 11-07-00474).
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ÐÀÂÍÎÂÅÑÈß ÏÎ ÍÝØÓ ÏÐÈ ÍÅÊÎÎÏÅÐÀÒÈÂÍÎÌ
ÐÀÇÌÅÙÅÍÈÈ ÏÐÅÄÏÐÈßÒÈÉ

Ä.À. Âåñíèíà

Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëåäóþùàÿ çàäà÷à ðàçìåùåíèÿ â èãðîâîé ïîñòàíîâêå.
Èçâåñòíû äâà êîíå÷íûõ ìíîæåñòâà: ìíîæåñòâî êëèåíòîâ è ìíîæåñòâî ïðåäïðèÿòèé.
Çàäàíû ðàññòîÿíèÿ ìåæäó êàæäûì êëèåíòîì è êàæäûì ïðåäïðèÿòèåì. Íåçàâèñèìî
äðóã îò äðóãà k èãðîêîâ îäíîâðåìåííî îòêðûâàþò ïî îäíîìó ïðåäïðèÿòèþ ñ öåëüþ
ìàêñèìèçàöèè ñîáñòâåííîãî äîõîäà. Äîïóñêàåòñÿ îòêðûòèå îäíîãî ïðåäïðèÿòèÿ íå-
ñêîëüêèìè èãðîêàìè. Êàæäûé êëèåíò èìååò îïðåäåëåííûé áþäæåò. Îí òðàòèò åãî
öåëèêîì âî âñåõ îòêðûòûõ ïðåäïðèÿòèÿõ îáðàòíî ïðîïîðöèîíàëüíî ðàññòîÿíèþ äî
êàæäîãî èç ïðåäïðèÿòèé. Ðåøåíèå èãðîêîâ íàçûâàþò ðàâíîâåñèåì ïî Íýøó, åñëè
íè îäíîìó èç èãðîêîâ íåâûãîäíî ìåíÿòü ñâîå ïðåäïðèÿòèå ïðè óñëîâèè, ÷òî äðóãèå
èãðîêè íå ìåíÿþò ñâîå ðåøåíèå.

Èçâåñòíî [1], ÷òî ðàâíîâåñèÿ ïî Íýøó ìîæåò íå ñóùåñòâîâàòü, åñëè êàæäûé
êëèåíò òðàòèò ñâîé áþäæåò òîëüêî â áëèæàéøåì èç îòêðûòûõ ïðåäïðèÿòèé. Â
ýòîì ñëó÷àå çàäà÷à ðàñïîçíàâàíèÿ: ñóùåñòâóåò ëè ðàâíîâåñèå ïî Íýøó? � ÿâëÿåòñÿ
NP-ïîëíîé [1]. Ïðè ôèêñèðîâàííîì çíà÷åíèè ïàðàìåòðà k çàäà÷à ñòàíîâèòñÿ
ïîëèíîìèàëüíî ðàçðåøèìîé. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå óñòàíîâëåíî, ÷òî ýòè ñâîéñòâà
ñîõðàíÿþòñÿ è ïðè íîâîì ïðàâèëå ïîâåäåíèÿ êëèåíòîâ, êîãäà îíè òðàòÿò ñâîé
áþäæåò âî âñåõ îòêðûòûõ ïðåäïðèÿòèÿõ (òàê íàçûâàåìîå the gravity rule).

Ðàáîòà ïîääåðæàíà ãðàíòîì ÐÔÔÈ � 11-07-00474.
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ÎÁ ÀÑÈÌÏÒÎÒÈ×ÅÑÊÎÌ ÂÅÐÎßÒÍÎÑÒÍÎÌ ÃÅÍÅÒÈ×ÅÑÊÎÌ
ÀËÃÎÐÈÒÌÅ ÄÈÑÊÐÅÒÍÎÉ ÎÏÒÈÌÈÇÀÖÈÈ

Ï.Â. Ãàëóøèí

Çàäà÷è îïòèìèçàöèè ïîñòîÿííî âîçíèêàþò â äåÿòåëüíîñòè ÷åëîâåêà, íàïðèìåð,
ïðè ïðîåêòèðîâàíèè òåõíè÷åñêèõ è ñîöèàëüíî-ýêîíîìè÷åñêèõ ñèñòåì ïàðàìåòðû ýòîé
ñèñòåìû ñëåäóåò âûáðàòü îïòèìàëüíûì ñ òî÷êè çðåíèÿ öåëè ôóíêöèîíèðîâàíèÿ ñè-
ñòåìû îáðàçîì. Ñëîæíûå çàäà÷è îïòèìèçàöèè õàðàêòåðèçóþòñÿ òàêèìè ñâîéñòâà-
ìè êàê àëãîðèòìè÷åñêîå çàäàíèå öåëåâîé ôóíêöèè, íàëè÷èå áîëüøîãî êîëè÷åñòâà
ëîêàëüíûõ ýêñòðåìóìîâ, áîëüøàÿ ðàçìåðíîñòü è ðàçëè÷íûé õàðàêòåð ïàðàìåòðîâ.
Äëÿ ðåøåíèÿ òàêèõ çàäà÷ ÷àñòî èñïîëüçóþòñÿ ýâîëþöèîííûå àëãîðèòìû, íàïðèìåð
ãåíåòè÷åñêèé àëãîðèòì [1] è âåðîÿòíîñòíûé ãåíåòè÷åñêèé àëãîðèòì [2].

Â äàííîé ðàáîòå ïðåäëàãàåòñÿ íîâûé àëãîðèòì äèñêðåòíîé îïòèìèçàöèè � àñèìï-
òîòè÷åñêèé âåðîÿòíîñòíûé ãåíåòè÷åñêèé àëãîðèòì (ÀÂÃÀ), îñíîâàííûé íà èäåå çà-
ìåíû òðàäèöèîííûõ ãåíåòè÷åñêèõ îïåðàòîðîâ îïåðàòîðàìè, äåéñòâóþùèìè íà ðàñ-
ïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé çíà÷åíèé êîìïîíåíò ðåøåíèé. Òåîðåòè÷åñêèì îñíîâàíèåì
ïðåäëîæåííîãî àëãîðèòìà ÿâëÿåòñÿ ñåðèÿ òåîðåì, â êîòîðûõ äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ïðåä-
ëîæåííûå îïåðàòîðû ÿâëÿþòñÿ ñòàòèñòè÷åñêè ýêâèâàëåíòíûìè îïåðàòîðàì ñòàí-
äàðòíîãî ãåíåòè÷åñêîãî àëãîðèòìà.

Ïðåäëîæåííûé àëãîðèòì áûë èññëåäîâàí ïðè ðåøåíèè òåñòîâûõ çàäà÷ îïòèìèçà-
öèè è ðåàëüíûõ ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷: çàäà÷è íàñòðîéêè ïàðàìåòðîâ ðûíî÷íîãî àëãî-
ðèòìà äèíàìè÷åñêîãî ñîñòàâëåíèÿ ðàñïèñàíèé [3] è çàäà÷å ôîðìèðîâàíèÿ îïòèìàëü-
íîãî êðåäèòíîãî ïîðòôåëÿ áàíêà [4].

Ðåçóëüòàòû ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ ïîêàçûâàþò, ÷òî ïðåäëîæåííûé àëãîðèòì
ïðåâîñõîäèò ñóùåñòâóþùèå àíàëîãè ïî áûñòðîäåéñòâèþ è ýôôåêòèâíîñòè ðåøåíèÿ
çàäà÷ îïòèìèçàöèè.
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Î ÇÀÄÀ×Å ÌÀÐØÐÓÒÈÇÀÖÈÈ Ñ ÎÃÐÀÍÈ×ÅÍÈßÌÈ
ÍÀ ÏÐÎÏÓÑÊÍÛÅ ÑÏÎÑÎÁÍÎÑÒÈ Ð�ÁÅÐ ÃÐÀÔÀ

Ý.Õ. Ãèìàäè, À.Ì. Èñòîìèí, È.À. Ðûêîâ

Ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à m êîììèâîÿæ¼ðîâ ñ îãðàíè÷åíèÿìè ïðîïóñêíîé ñïîñîá-
íîñòè ð¼áåð (m-Capacitated Peripatetic Salesman Problem, m-CPSP) [3]. Â ïîëíîì
íåîðèåíòèðîâàííîì âçâåøàííîì ãðàôå G, êàæäîå ðåáðî e êîòîðîãî èìååò çàäàííóþ
ïðîïóñêíóþ ñïîñîáíîñòü Ce ∈ {1, 2, . . . ,m}, òðåáóåòñÿ íàéòè m ãàìèëüòîíîâûõ öèê-
ëîâ ýêñòðåìàëüíîãî ñóììàðíîãî âåñà ñ èñïîëüçîâàèåì êàæäîãî ðåáðà e íå áîëåå Ce

ðàç.
Çàäà÷à m-CPSP NP-òðóäíà, ïîñêîëüêó â ÷àñòíîì ñëó÷àå åäèíè÷íûõ ïðîïóñêíûõ

ñïîñîáíîñòåé êàæäîãî ðåáðà èìååì çàäà÷ó m-PSP, êîòîðàÿ NP-òðóäíà ïðè m ≥ 2
äàæå íà ãðàôå ñ âåñàìè ð¼áåð, ïðèíèìàþùèìè çíà÷åíèÿ èç ìíîæåñòâà {1, 2} [2].

Â äàííîé ðàáîòå ðàññìîòðåíà çàäà÷à 2-CPSP íà ìèíèìóì ñ âåñàìè ð¼áåð 1 èëè
2 â ñëó÷àå, êîãäà êàæäîå ðåáðî e ãðàôà èìååò ïðîïóñêíóþ ñïîñîáíîñòü Ce = 2
ñ âåðîÿòíîñòüþ p è Ce = 1 ñ âåðîÿòíîñòüþ 1 − p. Ïðåäñòàâëåí ïîëèíîìèàëüíûé
àëãîðèòì ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è ñ îöåíêîé òî÷íîñòè 19−5p

12
. Àëãîðèòì îñíîâàí íà èäåÿõ

èç [1] è èñïîëüçóåò àëãîðèòì ðåøåíèÿ çàäà÷è TSP{1, 2} ñ îöåíêîé òî÷íîñòè 7/6 èç [4].

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå ÐÔÔÈ (ïðîåêòû � 12-01-00093 è � 10-07-00032)
è Èíòåãðàöèîííîãî ïðîåêòà 2012-2014 ÈÌ ÑÎÐÀÍ, ÈÌÌ ÓðÎ ÐÀÍ, ÈÑÝÌ ÑÎÐÀÍ.

ËÈÒÅÐÀÒÓÐÀ

1. Áàáóðèí À.Å., Ãèìàäè Ý.Õ., Êîðêèøêî Í.Ì. Ïðèáëèæåííûå àëãîðèòìû äëÿ íà-
õîæäåíèÿ äâóõ ðåáåðíî íåïåðåñåêàþùèõñÿ ãàìèëüòîíîâûõ öèêëîâ ìèíèìàëüíîãî âå-
ñà // Äèñêðåòíûé àíàëèç è èññëåäîâàíèå îïåðàöèé. � Cåð. 2, 2004. � Ò. 11, � 1. �
C. 11-25.
2. De Kort J.B.J.M. Lower bounds for symmetric K-peripatetic salesman problems //
Optimization. � 1991. � Vol. 22, � 1. � P. 113-122.
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ÏÓÒÅÂÛÅ ÐÀÇÁÈÅÍÈß ÏËÎÑÊÈÕ ÃÐÀÔÎÂ Ñ ÇÀÄÀÍÍÛÌ ÎÁÕÂÀÒÎÌ
À.Í. Ãëåáîâ, Ä.Æ. Çàìáàëàåâà

Ïóñòü a ≥ 1, b ≥ 1 � öåëûå ÷èñëà. Ãðàô G íàçûâàåòñÿ (a, b)-ðàçáèâàåìûì, åñ-
ëè ñóùåñòâóåò òàêîå ðàçáèåíèå ìíîæåñòâà åãî âåðøèí V = V1 ∪ V2, ÷òî â ïîäãðàôå
G1 = G[V1], ïîðîæäåííîì ïîäìíîæåñòâîì V1, ÷èñëî âåðøèí ëþáîé ïðîñòîé öåïè íå
ïðåâîñõîäèò a, à â ïîäãðàôå G2 = G[V2] � íå ïðåâîñõîäèò b. Çàìåòèì, ÷òî (1, 1)-
ðàçáèâàåìîñòü ãðàôà ðàâíîñèëüíà åãî äâóäîëüíîñòè, (2, 2)-ðàçáèâàåìîñòü � âîçìîæ-
íîñòè ðàçáèåíèÿ íà äâà ïîäãðàôà ñ ìàêñèìàëüíîé ñòåïåíüþ 1. Áîðîäèíûì è Èâà-
íîâîé [1,2] áûëî äîêàçàíî, ÷òî ïëàíàðíûå ãðàôû ñ îáõâàòîì íå ìåíåå 14 ÿâëÿþòñÿ
(1, 2)-ðàçáèâàåìûìè, à ñ îáõâàòîì íå ìåíåå 8 � (2, 2)-ðàçáèâàåìûìè.

Ìèõîêîì [4] áûëî ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ ëþáûõ ôèêñèðîâàííûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ
a, b ñóùåñòâóþò ïëîñêèå ãðàôû, íå ÿâëÿþùèåñÿ (a, b)-ðàçáèâàåìûìè. Ïðè ýòîì âî
âñåõ ïðèìåðàõ ãðàôîâ, ïðèâîäèìûõ â [4], ñîäåðæèòñÿ áîëüøîå ÷èñëî öèêëîâ äëèíû
3. Ïîýòîìó ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ âîïðîñ î òîì, äëÿ êàêîãî íàèìåíüøåãî çíà÷åíèÿ
g ≥ 4 ñóùåñòâóþò òàêèå êîíñòàíòû a, b, ÷òî ëþáîé ïëîñêèé ãðàô ñ îáõâàòîì íå ìåíåå
g ÿâëÿåòñÿ (a, b)-ðàçáèâàåìûì. Â ðàáîòå [3] íàìè áûëà äîêàçàíà (3, 3)-ðàçáèâàåìîñòü
ïëîñêèõ ãðàôîâ ñ îáõâàòîì 7, ÷òî ýêâèâàëåíòíî âîçìîæíîñòè ðàçáèåíèÿ ìíîæåñòâà
âåðøèí òàêîãî ãðàôà íà äâà ïîäìíîæåñòâà, êàæäîå èç êîòîðûõ ïîðîæäàåò çâåçäíûé
ëåñ. Öåëüþ íàñòîÿùåãî äîêëàäà ÿâëÿåòñÿ ðåçóëüòàò î òîì, ÷òî ëþáîé ïëîñêèé ãðàô
ñ îáõâàòîì 6 ÿâëÿåòñÿ (5, 5)-ðàçáèâàåìûì.

Ïðè äîêàçàòåëüñòâå èñïîëüçóåòñÿ òåõíèêà ñâîäèìûõ êîíôèãóðàöèé è ìåòîä
ïåðåðàñïðåäåëåíèÿ çàðÿäîâ, îñíîâàííûé íà ôîðìóëå Ýéëåðà.

Ðàáîòà ïîääåðæàíà ãðàíòîì ÔÖÏ "Íàó÷íûå è íàó÷íî-ïåäàãîãè÷åñêèå êàäðû èí-
íîâàöèîííîé Ðîññèè"(ãîñ. êîíòðàêòû � 02.740.11.0429 è 14.740.11.0868).
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ÂÅÐÎßÒÍÎÑÒÍÛÉ ÆÀÄÍÛÉ ÀËÃÎÐÈÒÌ ÄËß ÇÀÄÀ×È
ÊÀËÅÍÄÀÐÍÎÃÎ ÏËÀÍÈÐÎÂÀÍÈß Ñ ÎÃÐÀÍÈ×ÅÍÍÛÌÈ

ÍÅÑÊËÀÄÈÐÓÅÌÛÌÈ ÐÅÑÓÐÑÀÌÈ
Å.Í. Ãîí÷àðîâ

Ðàññìàòðèâàåòñÿ ìíîãîíîìåíêëàòóðíàÿ îäíîìîäàëüíàÿ çàäà÷à êàëåíäàðíîãî ñå-
òåâîãî ïëàíèðîâàíèÿ â óñëîâèÿõ îãðàíè÷åííûõ ðåñóðñîâ ïî êðèòåðèþ ìèíèìèçàöèè
ñðîêà âûïîëíåíèÿ ïðîåêòà. Ðåñóðñû ïðåäïîëàãàþòñÿ íåñêëàäèðóåìûìè, îíè ÿâëÿþò-
ñÿ íåîòðèöàòåëüíûìè âåùåñòâåííûìè ÷èñëàìè, èìåþùèìè ïðîèçâîëüíóþ äèíàìèêó
èõ âûäåëåíèÿ [1].

Ñîâîêóïíîñòü ðàáîò ïðåäñòàâëåíà â âèäå îðèåíòèðîâàííîãî ãðàôà, â êîòîðîì äó-
ãè ÿâëÿþòñÿ ðàáîòàìè, à âåðøèíû � ñîáûòèÿìè. Êàæäàÿ ôàêòè÷åñêàÿ ðàáîòà ìîæåò
ïîòðåáëÿòü ïðîèçâîëüíîå ÷èñëî ðåñóðñîâ, ïðè÷åì ðåñóðñû ïîòðåáëÿþòñÿ ñ ïðîèç-
âîëüíîé äèíàìèêîé ïîòðåáëåíèÿ. Äëèòåëüíîñòè ðàáîò � ïðîèçâîëüíûå âåùåñòâåííûå
íåîòðèöàòåëüíûå ÷èñëà.

Â [2] áûë ïðåäëîæåí ìàëîòðóäîåìêèé äåòåðìèíèðîâàííûé æàäíûé àëãîðèòì ðå-
øåíèÿ çàäà÷è ñ âðåìåííîé ñëîæíîñòüþ, çàâèñÿùåé îò êîëè÷åñòâà ðàáîò êàê n log n.
Èäåÿ àëãîðèòìà ñîñòîèò â èñïîëüçîâàíèè ðåøåíèÿ îñëàáëåííîé çàäà÷è, â êîòîðîé
îãðàíè÷åííûå ðåñóðñû ÿâëÿþòñÿ ñêëàäèðóåìûìè. Ýòî ðåøåíèå èñïîëüçîâàëîñü êàê
îöåíî÷íîå, íà åãî îñíîâå ñòðîèòñÿ ðåøåíèå èñõîäíîé çàäà÷è.

Êà÷åñòâî àëãîðèòìà èññëåäîâàíî â ñåðèè âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ, òåñòî-
âûå ïðèìåðû äëÿ êîòîðûõ áûëè âçÿòû èç áèáëèîòåêè òåñòîâûõ çàäà÷ PSPLIB [3].
Àïðîáàöèÿ è òåñòèðîâàíèå àëãîðèòìà ïðîâîäèëèñü òàêæå ïî ðåàëüíîé èíôîðìàöèè,
ïðåäñòàâëåííîé ÈÝèÎÏÏ ÑÎ ÐÀÍ.

Ðàáîòà ïîääåðæàíà ãðàíòàìè ÐÔÔÈ (ïðîåêòû 12-01-00093, 10-01-00195), öåëåâîé
ïðîãðàììû � 15 Ïðåçèäèóìà ÐÀÍ (ïðîåêò � 8 ÑÎ ÐÀÍ), öåëåâîé ïðîãðàììû ÑÎ
ÐÀÍ (èíòåãðàöèîííûé ïðîåêò � 7Á), à òàêæå ãðàíòîì ÔÖÏ ¾Íàó÷íûå è íàó÷íî-
ïåäàãîãè÷åñêèå êàäðû èííîâàöèîííîé Ðîññèè¿ (ãîñ. êîíòðàêò 14.740.11.0362).
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ËÎÊÀËÜÍÛÉ ÏÎÈÑÊ ÄËß ÇÀÄÀ×È Î (r, p)-ÖÅÍÒÐÎÈÄÅ ÍÀ ÏËÎÑÊÎÑÒÈ
È.À. Äàâûäîâ

Ðàññìàòðèâàåòñÿ êîíêóðåíòíàÿ çàäà÷à ðàçìåùåíèÿ ïðåäïðèÿòèé. Íà åâêëèäîâîé
ïëîñêîñòè çàäàíî ìíîæåñòâî êëèåíòîâ. Äâå ôèðìû, Ëèäåð è Êîíêóðåíò, ïîñëåäî-
âàòåëüíî ðàçìåùàþò íà ïëîñêîñòè p è r ïðåäïðèÿòèé ñîîòâåòñòâåííî. Îòêðûâàòü
ïðåäïðèÿòèÿ ðàçðåøàåòñÿ â ëþáîé òî÷êå ïëîñêîñòè. Êàæäûé êëèåíò âûáèðàåò áëè-
æàéøåå èç îòêðûòûõ ïðåäïðèÿòèé äëÿ îáñëóæèâàíèÿ. Îáñëóæèâàíèå êëèåíòà ïðè-
íîñèò äîõîä âëàäåëüöó ïðåäïðèÿòèÿ. Êàæäàÿ ôèðìà ñòðåìèòñÿ ìàêñèìèçèðîâàòü
ñâîé äîõîä. Íåîáõîäèìî íàéòè ðàçìåùåíèå ïðåäïðèÿòèé Ëèäåðà, ìàêñèìèçèðóþùåå
åãî äîõîä [1].

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ öåëåâîé ôóíêöèè íà çàäàííîì äîïóñòèìîì ðåøåíèè Ëèäåðà
íåîáõîäèìî íàéòè îïòèìàëüíîå ðàçìåùåíèå ïðåäïðèÿòèé Êîíêóðåíòà, ìàêñèìèçè-
ðóþùåãî åãî äîõîä. Ýòà çàäà÷à NP-òðóäíà. Äëÿ çàäà÷è Êîíêóðåíòà èçâåñòíà ïðî-
öåäóðà äèñêðåòèçàöèè [2], ïîçâîëÿþùàÿ âûäåëèòü íà ïëîñêîñòè êîíå÷íîå ìíîæåñòâî
òî÷åê, ñîäåðæàùèõ îïòèìàëüíîå ðàçìåùåíèå. Ðàçìåð ýòîãî ìíîæåñòâà ïîëèíîìèàëü-
íî çàâèñèò îò âõîäíûõ äàííûõ çàäà÷è. Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷à Êîíêóðåíòà ñâîäèòñÿ
ê NP-òðóäíîé çàäà÷å î ìàêñèìàëüíîì ïîêðûòèè. Ïðèáëèæåííûå ðåøåíèÿ õîðîøåãî
êà÷åñòâà äëÿ ïîñëåäíåé çàäà÷è âû÷èñëÿþòñÿ ñ ïðèìåíåíèåì ìåòàýâðèñòèê. Òî÷íîå æå
ðåøåíèå ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî ñ ïðèìåíåíèåì ìåòîäà âåòâåé è ãðàíèö. ×òî êàñàåòñÿ
èñõîäíîé çàäà÷è, òî äëÿ íåå äèñêðåòèçàöèÿ íåèçâåñòíà, ÷òî çàòðóäíÿåò ïðèìåíåíèå
÷èñëåííûõ ìåòîäîâ.

Ïðåäëàãàåòñÿ ïðîöåäóðà äèñêðåòèçàöèè äëÿ âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷è î
(r|Xp−1 + 1) - öåíòðîèäå. Ýòà çàäà÷à çàêëþ÷àåòñÿ â îòûñêàíèè îïòèìàëüíîãî
ðàçìåùåíèÿ îäíîãî ïðåäïðèÿòèÿ ëèäåðà ïðè óñëîâèè, ÷òî îñòàëüíûå p− 1 ïðåäïðè-
ÿòèÿ óæå çàôèêñèðîâàíû. Äëÿ òàêîé çàäà÷è âîçìîæíî âûäåëèòü ïîëèíîìèàëüíî
çàâèñÿùåå îò âõîäíûõ äàííûõ ÷èñëî òî÷åê, ñîäåðæàùèõ îïòèìàëüíîå ðàçìåùåíèå
ïðåäïðèÿòèÿ Ëèäåðà. Ýòî ïîçâîëÿåò íàéòè òî÷íîå ðåøåíèå âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷è
çà ïîëèíîìèàëüíîå ÷èñëî îáðàùåíèé ê àëãîðèòìó ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîíêóðåíòà.
Ýòîò ôàêò ïîçâîëÿåò èñïîëüçîâàòü äëÿ èñõîäíîé çàäà÷è àëãîðèòìû ëîêàëüíîãî
ïîèñêà, ïîî÷åðåäíî ïåðåñòàâëÿÿ îäíî èç ïðåäïðèÿòèé Ëèäåðà â íàèáîëåå âûãîäíóþ
äëÿ íåãî ïîçèöèþ. Îáñóæäàþòñÿ ðåçóëüòàòû ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ íà ïðèìåðàõ
ñ ÷èñëîì êëèåíòîâ äî 100.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ (ãðàíò 11-07-00474).
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ÀÏÏÐÎÊÑÈÌÀÖÈÎÍÍÀß ÑÕÅÌÀ ÄËß ÎÄÍÎÉ ÇÀÄÀ×È
ÊËÀÑÒÅÐÍÎÃÎ ÀÍÀËÈÇÀ

À.Â. Äîëãóøåâ, À.Â. Êåëüìàíîâ, Â.Â. Øåíìàéåð

Ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëåäóþùàÿ NP-òðóäíàÿ [1] â ñèëüíîì ñìûñëå
Çàäà÷à 1-MSSC-F. Äàíî: ìíîæåñòâî Y = {y1, . . . , yN} âåêòîðîâ èç Rq è íàòó-

ðàëüíîå ÷èñëî M . Íàéòè: ïîäìíîæåñòâî (êëàñòåð) C ⊆ Y ìîùíîñòè M òàêîå, ÷òî∑
y∈C

∥y − y(C)∥2 +
∑

y∈Y\C

∥y∥2 → min,

ãäå y(C) = 1
|C|
∑

y∈C y � öåíòð êëàñòåðà.
Ê ýòîé çàäà÷å ñâîäèòñÿ [1] îäíà èç àêòóàëüíûõ ïðîáëåì àíàëèçà äàííûõ è ðàñ-

ïîçíàâàíèÿ îáðàçîâ. Â ðàáîòå [2] äëÿ çàäà÷è 1-MSSC-F ïðåäëîæåí 2-ïðèáëèæåííûé
ïîëèíîìèàëüíûé àëãîðèòì, âðåìåííàÿ ñëîæíîñòü êîòîðîãî åñòü âåëè÷èíà O(qN2).

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå îáîñíîâàíà ïðèáëèæåííàÿ ïîëèíîìèàëüíàÿ ñõåìà (PTAS),
ïîçâîëÿþùàÿ ðåøàòü çàäà÷ó ñ ïðîèçâîëüíîé îòíîñèòåëüíîé ïîãðåøíîñòüþ ε
çà âðåìÿ O(qN2/ε+1(9/ε)3/ε). Ïîäõîä ê ïîñòðîåíèþ ñõåìû àíàëîãè÷åí ïîäõîäó, ïðåä-
ëîæåííîìó â [3], äëÿ ðåøåíèÿ áëèçêîé â ïîñòàíîâî÷íîì ïëàíå çàäà÷è. Ñóòü ïîä-
õîäà ñîñòîèò â ïîèñêå öåíòðà èñêîìîãî êëàñòåðà ñðåäè òî÷åê ëèíåéíûõ îáîëî÷åê
âñåõ ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà Y íåêîòîðîé ôèêñèðîâàííîé ìîùíîñòè t. Äëÿ ýôôåê-
òèâíîãî ïîèñêà êàæäàÿ èç òàêèõ ëèíåéíûõ îáîëî÷åê àïïðîêñèìèðóåòñÿ äèñêðåòíûì
ìíîæåñòâîì òî÷åê. Ïîãðåøíîñòü àëãîðèòìà îïðåäåëÿåòñÿ ïàðàìåòðîì t è ÷àñòîòîé
äèñêðåòèçàöèè ëèíåéíûõ îáîëî÷åê.

Ðàáîòà ïîääåðæàíà ãðàíòàìè ÐÔÔÈ �12-01-00090, �12-01-00125, �10-07-00195,
�11-07-12083-îôè-ì, ãðàíòîì ÔÖÏ ¾Íàó÷íûå è íàó÷íî-ïåäàãîãè÷åñêèå êàäðû èí-
íîâàöèîííîé Ðîññèè¿ (ãîñ. êîíòðàêò �14.740.11.0362), à òàêæå ãðàíòàìè öåëåâîé
ïðîãðàììû ÑÎ ÐÀÍ (èíòåãðàöèîííûå ïðîåêòû �7Á è �21À).
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ÓÑÒÎÉ×ÈÂÎÑÒÜ ÎÏÒÈÌÀËÜÍÎÃÎ ÏÎÐÒÔÅËß
ÈÍÂÅÑÒÈÖÈÎÍÍÎÉ ÇÀÄÀ×È Ñ ÊÐÈÒÅÐÈßÌÈ ÂÀËÜÄÀ

Â.À. Åìåëè÷åâ, Â.Â. Êîðîòêîâ

Ðàññìàòðèâàåòñÿ âåêòîðíûé (s-êðèòåðèàëüíûé) äèñêðåòíûé âàðèàíò óïðàâëåíèÿ
èíâåñòèöèÿìè, îñíîâàííûé íà ïîðòôåëüíîé òåîðèè Ìàðêîâèöà [1], ñ óïîðÿäî÷åííûìè
êðèòåðèÿìè ýôôåêòèâíîñòè Âàëüäà [2]:

max
x∈X

min
i∈Nm

∑
j∈Nn

eijkxj, k ∈ Ns = {1, 2, . . . , s}. (1)

Çäåñü Nn � èíâåñòèöèîííûå ïðîåêòû; Nm � ðûíî÷íûå ñèòóàöèè; Ns � âèäû (ïî-
êàçàòåëè) ýôôåêòèâíîñòè (äîõîäíîñòè) èíâåñòèöèîííîãî ïðîåêòà; x = (x1, x2, . . . ,
xn)

T ∈ X ⊆ En � èíâåñòèöèîííûé ïîðòôåëü, ãäå xj = 1, åñëè èíâåñòèöèîííûé
ïðîåêò j ∈ Nn ðåàëèçóåòñÿ, è xj = 0 â ïðîòèâíîì ñëó÷àå; eijk � îöåíêè ýôôåê-
òèâíîñòè âèäà k ∈ Ns èíâåñòèöèîííîãî ïðîåêòà j ∈ Nn â ñëó÷àå, êîãäà ðûíîê íàõî-
äèòñÿ â ñîñòîÿíèè i ∈ Nm. Ìíîæåñòâî âñåõ ëåêñèêîãðàôè÷åñêè îïòèìàëüíûõ ïîðò-
ôåëåé (ËÎÏ) çàäà÷è ïîñëåäîâàòåëüíîé ìàêñèìèçàöèè (1) îáîçíà÷èì ÷åðåç Ls(E),
ãäå E = [eijk] ∈ Rm×n×s. Ðàäèóñîì óñòîé÷èâîñòè ËÎÏ x0 ∈ Ls(E), êàê îáû÷íî [3],
íàçûâàåì ÷èñëî ρs(x0, E) = sup Ξ, åñëè Ξ ̸= ∅, è ρs(x0, E) = 0, åñëè Ξ = ∅, ãäå
Ξ = {ε > 0 : ∀E ′ ∈ Ω(ε) x0 ∈ Ls(E + E ′)}, Ω(ε) = {E ′ ∈ Rm×n×s : ∥E ′∥ < ε}.

Òåîðåìà. Äëÿ ðàäèóñà óñòîé÷èâîñòè ËÎÏ x0 ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå äîñòè-
æèìûå îöåíêè:

1) φ ≤ ρs(x0, E) ≤ 2φ, åñëè ∥E ′∥ =
∑

(i,j,k)∈Nm×Nn×Ns

|e′ijk|,

2) φ/2 ≤ ρs(x0, E) ≤ φ, åñëè ∥E ′∥ = max
i∈Nm

max
k∈Ns

∑
j∈Nn

|e′ijk|,

ãäå E ′ = [e′ijk] ∈ Rm×n×s, φ = min
x∈X\{x0}

max
i∈Nm

min
i′∈Nm

(
∑

j∈Nn

ei′j1x
0
j −

∑
j∈Nn

eij1xj).

Ðàáîòà ïîääåðæàíà ãðàíòîì Áåëîðóññêîãî ðåñïóáëèêàíñêîãî ÔÔÈ Ô11Ê-095.
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ÎÁ ÎÄÍÎÉ ÇÀÄÀ×Å ÏÎÑÒÐÎÅÍÈß
ÊÎÌÌÓÍÈÊÀÖÈÎÍÍÎÃÎ ÎÑÒÎÂÍÎÃÎ ÄÅÐÅÂÀ

À.È. Åðçèí, Ð.Â. Ïëîòíèêîâ, Þ.Â. Øàìàðäèí

Â äàííîé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëåäóþùàÿ çàäà÷à ìèíèìèçàöèè ñóììàðíûõ
ýíåðãîçàòðàò íà ñâÿçü ýëåìåíòîâ áåñïðîâîäíîé ñåòè, êîòîðàÿ âîçíèêàåò â ðàçëè÷íûõ
ïðèëîæåíèÿõ [1,2]. Çàäàí ïðîñòîé íåîðèåíòèðîâàííûé âçâåøåííûé ãðàô G = (V,E)
ñ ìíîæåñòâîì âåðøèí V , |V | = n, è ìíîæåñòâîì ðåáåð E. Ïóñòü cij ≥ 0 � âåñ ðåá-
ðà (i, j) ∈ E. Òðåáóåòñÿ íàéòè îñòîâíîå äåðåâî T ∗ ãðàôà G, ÿâëÿþùååñÿ ðåøåíèåì
çàäà÷è:

W (T ) =
∑
i∈V

max
j∈Ni(T )

cij → min
T
,

ãäå Ni(T ) � ìíîæåñòâî âåðøèí, ñìåæíûõ ñ âåðøèíîé i â äåðåâå T .
Àâòîðàìè ðàáîòû íàéäåíû ÷àñòíûå ñëó÷àè ïîëèíîìèàëüíîé ðàçðåøèìîñòè;

ïîêàçàíî, ÷òî ìèíèìàëüíûé îñòîâ, âåñà ð¼áåð êîòîðîãî ïðèíàäëåæàò îòðåçêó [a, b],

ÿâëÿåòñÿ
(
2− 2a

a+b+2b/(n−2)

)
-ïðèáëèæåííûì ðåøåíèåì è, ÷òî çàäà÷à ïîñòðîåíèÿ

1,00048-ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ NP-òðóäíà; ïðåäëîæåí ýâðèñòè÷åñêèé ïîëèíîìè-
àëüíûé àëãîðèòì è îñóùåñòâë¼í åãî àïîñòåðèîðíûé àíàëèç.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå Ðîññèéñêîãî ôîíäà ôóíäàìåíòàëüíûõ èññëå-
äîâàíèé (ïðîåêòû 10-01-00149-à è 12-07-92690-ÈÍÄ_à), à òàêæå ÔÖÏ �Íàó÷íûå è
íàó÷íî-ïåäàãîãè÷åñêèå êàäðû èííîâàöèîííîé Ðîññèè� íà 2009-2013 ãã. (ãîñ. êîíòðàêò
� 14.740.11.0362)
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ÀËÃÎÐÈÒÌÛ ÎÏÒÈÌÀËÜÍÎÃÎ ÐÀÇÌÅÙÅÍÈß
ÏÐßÌÎÓÃÎËÜÍÈÊÎÂ ÍÀ ÏÀÐÀËËÅËÜÍÛÕ ËÈÍÈßÕ

Ã.Ã. Çàáóäñêèé, È.Â. Àìçèí

Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à îïòèìàëüíîãî ðàçìåùåíèÿ n ïðÿìîóãîëüíèêîâ
âäîëü m ïàðàëëåëüíûõ ëèíèé, J = {1, 2, . . . , n} è M = {1, 2, . . . ,m} � ìíîæåñòâà
ñîîòâåòñòâóþùèõ íîìåðîâ. Äëÿ ïðÿìîóãîëüíèêà j èçâåñòíû äëèíà lj è øèðèíà hj,
j ∈ J . Íåîáõîäèìî ðàçìåñòèòü ïðÿìîóãîëüíèêè íà ëèíèÿõ òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû
äëèíà è øèðèíà ïðÿìîóãîëüíîé îáîëî÷êè áûëè ìèíèìàëüíûìè. Äâóõêðèòåðèàëüíàÿ
ìîäåëü ñôîðìóëèðîâàííîé çàäà÷è èìååò ñëåäóþùèé âèä [1]:

Q1(z) = max
k∈M

{∑
j∈J

ljzjk

}
→ min,

Q2(z) =
∑
k∈M

max
j∈J
{hjzjk} → min,

∑
k∈M

zjk = 1, j ∈ J,

∑
j∈J

zjk ≥ 1, k ∈M,

zjk ∈ {0, 1}, j ∈ J, k ∈M,

ãäå áóëåâà ïåðåìåííàÿ zjk = 1, åñëè îáúåêò ñ íîìåðîì j ðàñïîëîæåí íà ëèíèè ñ
íîìåðîì k, èíà÷å zjk = 0 è z = (zjk), j ∈ J , k ∈M .

Ïðè ïðîèçâîëüíîì m äëÿ ïîñòðîåíèÿ ìíîæåñòâà Ïàðåòî-îïòèìàëüíûõ ðåøåíèé
èñïîëüçóåòñÿ ìåòîä óñòóïîê, â êîòîðîì ðåøàåòñÿ ñåðèÿ çàäà÷ öåëî÷èñëåííîãî ëèíåé-
íîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Ïîèñê ðåøåíèÿ, ïðèáëèæåííîãî ê Ïàðåòî-îïòèìàëüíîìó ñ
ìèíèìàëüíîé äëèíîé, îñíîâàí íà äèíàìè÷åñêîì ïðîãðàììèðîâàíèè (ÄÏ). Òî÷íûå
ðåøåíèÿ â ñëó÷àåm = 2 òàêæå íàõîäÿòñÿ ñ ïîìîùüþ ÄÏ. Ïðîâåäåí âû÷èñëèòåëüíûé
ýêñïåðèìåíò ñ ïðèìåíåíèåì óêàçàííûõ àëãîðèòìîâ è ïàêåòà IBM ILOG CPLEX.

Ðàáîòà ïîääåðæàíà ãðàíòîì ÐÔÔÈ (ïðîåêò � 10-01-00598).
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ÎÁ ÎÄÍÎÉ ÇÀÄÀ×Å ÐÀÇÌÅÙÅÍÈß ÎÁÚÅÊÒÎÂ ÍÀ ÏËÎÑÊÎÑÒÈ
Ñ ÇÎÍÀÌÈ ÎÒÐÈÖÀÒÅËÜÍÎÃÎ ÂËÈßÍÈß

Ã.Ã. Çàáóäñêèé, Ò.È. Êåéíåð

Çàäà÷è îïòèìàëüíîãî ðàçìåùåíèÿ ñâÿçàíû ñ ïîèñêîì íàèëó÷øåãî ðàñïîëîæåíèÿ
îáúåêòîâ, êîòîðûìè ìîãóò áûòü ïóíêòû îáñëóæèâàíèÿ, åäèíèöû òåõíîëîãè÷åñêîãî
îáîðóäîâàíèÿ, ïðåäïðèÿòèÿ è ò.ä. Çíà÷èòåëüíîå ÷èñëî ïóáëèêàöèé ïîñâÿùåíî ðàç-
ìåùåíèþ îïàñíûõ îáúåêòîâ, ó êîòîðûõ èìåþòñÿ çîíû îòðèöàòåëüíîãî âëèÿíèÿ, è
íàõîæäåíèå â íèõ íàñåëåííûõ ïóíêòîâ íåæåëàòåëüíî [1,2].

Â äîêëàäå ðàññìàòðèâàåòñÿ ìèíèìàêñíàÿ çàäà÷à îïòèìàëüíîãî ðàçìåùåíèÿ îïàñ-
íûõ îáúåêòîâ â ïðÿìîóãîëüíîé îáëàñòè ñ ïðÿìîóãîëüíûìè çîíàìè âëèÿíèÿ [1].

max
j∈J
{

∑
i∈I(Qj(xj ,yj))

wi} → min,

Int(Qj(xj, yj))
∩

Int(Qk(xk, yk)) = ∅, j ̸= k, j, k ∈ J,

Qj(xj, yj) ∈ S, j ∈ J,
ãäå I, J � ìíîæåñòâî íîìåðîâ ôèêñèðîâàííûõ è ðàçìåùàåìûõ îáúåêòîâ ñîîòâåòñòâåí-
íî, wi > 0 � âåñ îáúåêòà i, i ∈ I, I(Qj(xj, yj)) � ìíîæåñòâî íîìåðîâ ôèêñèðîâàííûõ
îáúåêòîâ â çîíå Qj, êîãäà åå ëåâûé íèæíèé óãîë íàõîäèòñÿ â òî÷êå (xj, yj), j ∈ J .
Çàäà÷à äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ÷èñëà îïàñíûõ îáúåêòîâ ÿâëÿåòñÿ NP-òðóäíîé.

Â ðàáîòå îïècàíà ïðîöåäóðà ñâåäåíèÿ èñõîäíîé íåïðåðûâíîé çàäà÷è ê äèñêðåò-
íîé ñ ïîìîùüþ ðàçáèåíèÿ äîïóñòèìîé îáëàñòè íà êîíå÷íîå ÷èñëî êëàññîâ. Íàéäåíû
íåêîòîðûå ñâîéñòâà çàäà÷è è ïðåäëîæåíû àëãîðèòìû åå ðåøåíèÿ äëÿ äâóõ îïàñíûõ
îáúåêòîâ. Ïðîâåäåí âû÷èñëèòåëüíûé ýêñïåðèìåíò ñ èñïîëüçîâàíèåì ðàçðàáîòàííûõ
àëãîðèòìîâ è ïàêåòà IBM ILOG CPLEX.

Ðàáîòà ïîääåðæàíà èíòåãðàöèîííûì ïðîåêòîì ÑÎ ÐÀÍ � 7Á; ïðîåêòîì Ïðåçè-
äèóìà ÐÀÍ �15.8.
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ÐÅØÅÍÈÅ ÌÀÊÑÈÌÈÍÍÎÉ ÇÀÄÀ×È ÐÀÇÌÅÙÅÍÈß ÎÁÚÅÊÒÎÂ ÍÀ
ÏËÎÑÊÎÑÒÈ Ñ ÌÈÍÈÌÀËÜÍÎ ÄÎÏÓÑÒÈÌÛÌÈ ÐÀÑÑÒÎßÍÈßÌÈ

Ã.Ã. Çàáóäñêèé, À.À. Êîâàëü

Íåîáõîäèìîñòü ðåøåíèÿ ìàêñèìèííûõ çàäà÷ ðàçìåùåíèÿ âîçíèêàåò ïðè ïîèñêå
ìåñò ðàñïîëîæåíèÿ îïàñíûõ îáúåêòîâ. Îíè äîëæíû íàõîäèòüñÿ �êàê ìîæíî äàëü-
øå� îò íàñåëåííûõ ïóíêòîâ, òàê êàê îêàçûâàþò âðåäíîå âîçäåéñòâèå íà çäîðîâüå
æèòåëåé. Îäíîé èç òàêèõ çàäà÷ ïîñâÿùåíà äàííàÿ ðàáîòà.

Äëÿ çàïèñè ìîäåëè ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ: V = {vi|i ∈ N} � ìíîæåñòâî ôèêñèðî-
âàííûõ îáúåêòîâ (íàñåëåííûõ ïóíêòîâ); S � ïðÿìîóãîëüíàÿ îáëàñòü, ñîäåðæàùàÿ
ìíîæåñòâî V ; O = {oj|j ∈ P} � ìíîæåñòâî îïàñíûõ îáúåêòîâ; Rij è M � ìèíèìàëüíî
äîïóñòèìûå ðàññòîÿíèÿ ìåæäó vi è oj, i ∈ N, j ∈ P è ìåæäó ïàðàìè ðàçìåùàåìûõ
îáúåêòîâ ñîîòâåòñòâåííî; wi > 0 � âåñ îáúåêòà (âåëè÷èíà, îáðàòíàÿ êîëè÷åñòâó íà-
ñåëåíèÿ) i, i ∈ N ; ρ � ÷åáûøåâñêàÿ ìåòðèêà. Íåîáõîäèìî ðàçìåñòèòü ìíîæåñòâî O
â S òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû íå íàðóøàëèñü îãðàíè÷åíèÿ, è âçâåøåííîå ìèíèìàëüíîå
ðàññòîÿíèå îò ðàçìåùàåìûõ îáúåêòîâ äî ôèêñèðîâàííûõ áûëî ìàêñèìàëüíûì.

Ñ ïîìîùüþ ïåðåìåííîé L ìîäåëü çàïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì [1, 2]:

L→ max,

ρ(oj, vi) ≥ max(Rij,
L

wi

), i ∈ N, j ∈ P,

ρ(oi, oj) ≥M, i, j ∈ P,
oj ∈ S, j ∈ P.

Íàéäåíû ñâîéñòâà çàäà÷è êîãäà wi = 1 è Rij = 0, i ∈ N, j ∈ P , ïîçâîëÿþùèå
äëÿ åå ðåøåíèÿ ïðîñìàòðèâàòü êîíå÷íîå ìíîæåñòâî çíà÷åíèé ïàðàìåòðà L. Äëÿ
îáùåãî ñëó÷àÿ ïðåäëîæåí àëãîðèòì ïîèñêà ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ ñ çàäàííîé
òî÷íîñòüþ. Ïðîâåäåí âû÷èñëèòåëüíûé ýêñïåðèìåíò ïî ðàçìåùåíèþ äâóõ îáúåêòîâ
ñ ïîìîùüþ ðàçðàáîòàííîãî àëãîðèòìà è ïðîãðàììíîãî ïðîäóêòà IBM ILOG CPLEX
ñ ïðèìåíåíèåì ìîäåëè öåëî÷èñëåííîãî ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ.

Ðàáîòà ïîääåðæàíà ïðîåêòàìè ÐÔÔÈ �10-01-00598 è Ïðåçèäèóìà ÐÀÍ �15.8.
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Î ÏÎËÈÍÎÌÈÀËÜÍÎÉ ÐÀÇÐÅØÈÌÎÑÒÈ
ÄÅÖÅÍÒÐÀËÈÇÎÂÀÍÍÎÉ ÒÐÀÍÑÏÎÐÒÍÎÉ ÇÀÄÀ×È
Ñ ÁËÎ×ÍÎÉ ÌÀÒÐÈÖÅÉ ÄÎÕÎÄÎÂ ÏÎÒÐÅÁÈÒÅËÅÉ

Ð.Ò. Çàéíóòäèíîâ, Þ.Â. Øàìàðäèí

Ðàññìàòðèâàåòñÿ ÷àñòíûé ñëó÷àé äåöåíòðàëèçîâàííîé òðàíñïîðòíîé çàäà÷è [1].
Ìàòðèöà äîõîäîâ (cij) èìååò n ñòðîê è kn ñòîëáöîâ, ãäå, n ≥ 3, k ≥ 2. Êàæäàÿ ñòðîêà
i = 1, . . . , n ìàòðèöû äîõîäîâ (cij) ñîäåðæèò 2k ðàçëè÷íûõ ÷èñëà, êîòîðûå îáîçíà÷èì
÷åðåç ai1, . . . , aik, bi1, . . . , bik. Îñòàëüíûå ýëåìåíòû ñòðîêè ðàâíû äîñòàòî÷íî áîëüøîìó
ïî ìîäóëþ îòðèöàòåëüíîìó ÷èñëó èëè ôîðìàëüíî cij = −∞. Êîíå÷íûå ýëåìåíòû
ìàòðèöû (cij) ñîñòàâëÿþò ïîäìàòðèöû ðàçìåðà 2 × k, íàçûâàåìûå áëîêàìè. Áëîê,
ðàñïîëîæåííûé â ñòðîêàõ i, i+1, èìååò âèä:(

ai,1 ai,2 . . . ai,k−1 ai,k
bi+1,1 bi+1,2 . . . bi+1,k−1 bi+1,k

)
.

Îáîçíà÷èì ïåðâóþ ñòðîêó äàííîãî áëîêà ÷åðåç Ai, à âòîðóþ ÷åðåç Bi+1. Òîãäà ìàò-
ðèöà (cij) èìååò ñëåäóþùèé âèä:

A1 −∞ · · · · · · −∞ B1

B2 A2 −∞ · · · · · · −∞
−∞ B3 A3 −∞ · · · −∞

. . . . . .
−∞ · · · −∞ Bn−1 An−1 −∞
−∞ · · · · · · −∞ Bn An


.

Ïðåäëàãàåòñÿ àëãîðèòì ðåøåíèÿ çàäà÷è íà îñíîâå ìåòîäà äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàì-
ìèðîâàíèÿ ñ âðåìåííîé ñëîæíîñòüþ O(k2n+ kn2).
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ÈÑÑËÅÄÎÂÀÍÈÅ ÑÐÅÄÍÅÃÎ ×ÈÑËÀ ÄÎÏÓÑÒÈÌÛÕ ÐÅØÅÍÈÉ
ÍÅÊÎÒÎÐÛÕ ÊËÀÑÑÎÂ ÇÀÄÀ× ÁÓËÅÂÀ ÏÐÎÃÐÀÌÌÈÐÎÂÀÍÈß

Ë.À. Çàîçåðñêàÿ

Äëÿ àíàëèçà òðóäîåìêîñòè ðÿäà àëãîðèòìîâ áóëåâà ïðîãðàììèðîâàíèÿ âàæíûì
ÿâëÿåòñÿ îïðåäåëåíèå ìîùíîñòè ìíîæåñòâà äîïóñòèìûõ ðåøåíèé çàäà÷. Â [1] ïðåä-
ëîæåí ïîäõîä ê ïîñòðîåíèþ âåðõíèõ îöåíîê ñðåäíåãî ÷èñëà èòåðàöèé àëãîðèòìîâ,
îñíîâàííûõ íà àïïàðàòå íåïðåðûâíîé îïòèìèçàöèè. Îí áàçèðóåòñÿ íà ìåòîäå ðåãó-
ëÿðíûõ ðàçáèåíèé è âåðõíèõ îöåíêàõ ñðåäíåãî ÷èñëà äîïóñòèìûõ ðåøåíèé çàäà÷. Íà
îñíîâå ýòîãî ïîäõîäà ïîëó÷åíû âåðõíèå îöåíêè ñðåäíåãî ÷èñëà èòåðàöèé íåêîòîðûõ
àëãîðèòìîâ óêàçàííîãî òèïà äëÿ èçâåñòíûõ ïîäêëàññîâ çàäà÷ îá óïàêîâêå ìíîæåñòâà
è î ìíîãîìåðíîì ðþêçàêå ñ áóëåâûìè ïåðåìåííûìè, à òàêæå è èõ ðàñøèðåíèé [2].

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó îá óïàêîâêå ìíîæåñòâà:

max{cx | Ax ≤ 1, x ∈ {0, 1}n}, (1)

ãäå A = (aij)m×n � áóëåâà ìàòðèöà, cj > 0 � öåëûå, j = 1, ..., n. Íàìè èññëåäîâàëñÿ
êëàññ Pn,p çàäà÷ äàííîãî âèäà, â êîòîðîì aij � íåçàâèñèìûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû,
ïðè÷åì P{aij = 1} = p, ãäå p ∈ (0, 1). ×åðåç Xk îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî äîïóñòèìûõ
ðåøåíèé çàäà÷è (1), èìåþùèõ ðîâíî k åäèíèö, k = 0, 1, ..., n. Äëÿ êëàññà Pn,p îïðåäå-
ëèì ôóíêöèþ g(k) = E|Xk+1|/E|Xk|, ãäå k = 0, 1, ..., n−1. Çäåñü Eξ � ìàòåìàòè÷åñêîå
îæèäàíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ. Ðàíåå íàìè óñòàíîâëåíî, ÷òî ôóíêöèÿ g(k) ÿâëÿåò-
ñÿ óáûâàþùåé. Ýòî ïîçâîëèëî ïîëó÷èòü ïîëèíîìèàëüíûå âåðõíèõ îöåíêè ñðåäíåãî
÷èñëà äîïóñòèìûõ ðåøåíèé çàäà÷ èç Pn,p â çàâèñèìîñòè îò ñîîòíîøåíèé íà èõ ïàðà-
ìåòðû. Àíàëîãè÷íûå ðåçóëüòàòû ïîëó÷åíû äëÿ çàäà÷è î ïîêðûòèè ìíîæåñòâà [3].

Â äàííîé ðàáîòå ìîíîòîííîñòü ôóíêöèè g(k) äîêàçàíà äëÿ íåêîòîðûõ îáîáùå-
íèé çàäà÷ îá óïàêîâêå è ïîêðûòèè ìíîæåñòâà. Ýêñïåðèìåíòàëüíî ïîêàçàíî, ÷òî ýòî
ñâîéñòâî èìååò ìåñòî è äëÿ ìíîãîìåðíîé çàäà÷è î ðþêçàêå ñ áóëåâûìè ïåðåìåííûìè.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ïðîåêòà ÐÔÔÈ � 10-01-00598,
Èíòåãðàöèîííîãî ïðîåêòà ÑÎ ÐÀÍ � 7Á.
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ÎÐÀÊÓËÜÍÀß ÑËÎÆÍÎÑÒÜ ÊËÀÑÑÀ ÀËÃÎÐÈÒÌÎÂ
ÄËß ÐÅØÅÍÈß ÇÀÄÀ×È Î ÐÞÊÇÀÊÅ

Í.Þ. Çîëîòûõ

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó î ðþêçàêå ñ äâóñòîðîííèìè îãðàíè÷åíèÿìè: íàéòè max cx, ãäå

M = {x ∈ En
k : ax ≤ a0} , (1)

Ek = {0, 1, . . . , k − 1}, c ∈ Zn, a ∈ Zn, a0 ∈ Z, k ≥ 2, cx =
∑n

j=1 cjxj. Áóäåì ïðåäïîëà-
ãàòü, ÷òî M çàäàíî ñ ïîìîùüþ îðàêóëà, îòâå÷àþùåãî íà âîïðîñ, âûïîëíåíî èëè íåò
íåðàâåíñòâî ax ≤ a0, ãäå x � òî÷êà, âûáèðàåìàÿ èç Qn.

Îáîçíà÷èìM(n, k) ìíîæåñòâî âñåõM , óäîâëåòâîðÿþùèõ (1), è ðàññìîòðèì çàäà-
÷ó P: �Äëÿ çàäàííûõ öåëûõ n ≥ 2, k ≥ 2 è c1, . . . , cn ñ ïîìîùüþ îáðàùåíèé ê îðàêóëó
îïðåäåëèòü, ÿâëÿåòñÿ ëè ïóñòûì ìíîæåñòâî M, è åñëè íåò, íàéòè max cx�. Ïóñòü A �
íåêîòîðûé àëãîðèòì, ðåøàþùèé çàäà÷ó P . Îáîçíà÷èì τ(A, n, k) è ρ(A, n, k) ñîîòâåò-
ñòâåííî ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî îáðàùåíèé ê îðàêóëó è ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî îïåðàöèé,
ñîâåðøàåìûõ àëãîðèòìîì A, åñëè ìàêñèìóì áåðåòñÿ ïî âñåì âîçìîæíûì c ∈ Zn è
M ∈M(n, k).

Ècïîëüçóÿ ìîùíîñòíûå ñîîáðàæåíèÿ, ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáîãî àëãîðèòìà
A, ðåøàþùåãî çàäà÷ó P ,

τ(A, n, k) ≥ log2 |En
k | = n log2 k.

Ìû ïðåäëàãàåì àëãîðèòì A′, ðåøàþùèé çàäà÷ó P , äëÿ êîòîðîãî ρ(A, n, k) ïðè ôèê-
ñèðîâàííîì n îãðàíè÷åíî íåêîòîðûì ïîëèíîìîì îò log2max{k, c1, . . . , cn} è

τ(A, n, k) ≤ n4

2
log2(n+ 1) + 2n3 log2 k.

Çàìåòèì, ÷òî â [1] ðàññìîòðåíà çàäà÷à î ðþêçàêå, â êîòîðîé M çàäàíî (áîëåå
ñëàáûì) îðàêóëîì, îòâå÷àþùèì íà âîïðîñ �x ∈ M?�, ãäå x � òî÷êà, âûáèðàåìàÿ èç
En

k .
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ÇÀÄÀ×À ÀÏÏÐÎÊÑÈÌÀÖÈÈ ÍÀÑËÅÄÑÒÂÅÍÍÎÉ ÑÈÑÒÅÌÛ
Â.Ï. Èëüåâ, À.À. Íàâðîöêàÿ

Ïóñòü U � íåïóñòîå êîíå÷íîå ìíîæåñòâî. Îïðåäåëèì íàñëåäñòâåííóþ ñèñòåìó íà
ìíîæåñòâå U êàê ïàðó S = (U,D), ãäå D � íåïóñòîå ñåìåéñòâî ïîäìíîæåñòâ ìíîæå-
ñòâà U , óäîâëåòâîðÿþùåå ñëåäóþùåé àêñèîìå íàñëåäñòâåííîñòè ¾ââåðõ¿:

D1 ∈ D, D1 ⊆ D2 ⇒ D2 ∈ D.
Ìíîæåñòâà ñåìåéñòâà D íàçîâåì çàâèñèìûìè ìíîæåñòâàìè íàñëåäñòâåííîé ñèñòå-
ìû S, âñå îñòàëüíûå ïîäìíîæåñòâà U � íåçàâèñèìûìè. Öèêëàìè íàñëåäñòâåííîé
ñèñòåìû íàçûâàþòñÿ åå ìèíèìàëüíûå ïî âêëþ÷åíèþ çàâèñèìûå ìíîæåñòâà. Ñèñòåìà
S íàçûâàåòñÿ êîìàòðîèäîì, åñëè ñåìåéñòâî C åå öèêëîâ óäîâëåòâîðÿåò àêñèîìå:

C1, C2 ∈ C, c1 ∈ C1 \ C2 ⇒ ∃c2 ∈ C2 \ C1 : (C1 \ {c1}) ∪ {c2} ∈ C.
Íàñëåäñòâåííàÿ ñèñòåìà, â êîòîðîé ïîäîáíûì ñâîéñòâîì îáëàäàåò ñåìåéñòâî áàç (ò. å.
ìàêñèìàëüíûõ ïî âêëþ÷åíèþ íåçàâèñèìûõ ìíîæåñòâ), íàçûâàåòñÿ ìàòðîèäîì.

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ çàäà÷ó êîìáèíàòîðíîé îïòèìèçàöèè:

min{f(X) : X ∈ D}, (1)

ãäå f : 2U → R+ � íåîòðèöàòåëüíàÿ àääèòèâíàÿ ôóíêöèÿ, D � ñåìåéñòâî çàâèñèìûõ
ìíîæåñòâ íåêîòîðîé íàñëåäñòâåííîé ñèñòåìû S = (U,D).

Çàäà÷à (1) â îáùåì ñëó÷àå NP-òðóäíà, íî â ñëó÷àå, êîãäà S � êîìàòðîèä, îíà
áûñòðî ðàçðåøèìà îáðàòíûì æàäíûì àëãîðèòìîì [1]. Â ñâÿçè ñ ýòèì ïðåäñòàâëÿåò
èíòåðåñ ñëåäóþùèé âîïðîñ: êàê ñèëüíî äàííàÿ íàñëåäñòâåííàÿ ñèñòåìà îòëè÷àåò-
ñÿ îò êîìàòðîèäà? Òàê ìû ïðèõîäèì ê çàäà÷å àïïðîêñèìàöèè íàñëåäñòâåííîé ñè-
ñòåìû, â êîòîðîé òðåáóåòñÿ íàéòè áëèæàéøèé ê äàííîé íàñëåäñòâåííîé ñèñòåìå
S = (U,D) êîìàòðîèä S∗ = (U,D∗) íà òîì æå ìíîæåñòâå U . Èìåÿ â âèäó çàäà÷ó (1),
îïðåäåëèì ìåðó áëèçîñòè ρ(S, S∗) íàñëåäñòâåííîé ñèñòåìû S è êîìàòðîèäà S∗ êàê
ρ(S, S∗) = |f(OptS)− f(OptS∗)|, ãäå OptS è OptS∗ � îïòèìàëüíûå ðåøåíèÿ çàäà÷è
(1) è àíàëîãè÷íîé çàäà÷è íà êîìàòðîèäå S∗ ñ òîé æå öåëåâîé ôóíêöèåé.

Äîêàçàíî, ÷òî äëÿ âñÿêîé íàñëåäñòâåííîé ñèñòåìû S = (U,D)
ρ(S, S∗) ≤ max{|f(u)− f(v)| : u, v ∈ U}.

Àíàëîãè÷íûé ðåçóëüòàò ïîëó÷åí äëÿ çàäà÷è àïïðîêñèìàöèè íàñëåäñòâåííîé ñè-
ñòåìû ìàòðîèäàìè, ñâÿçàííîé ñ çàäà÷åé ìàêñèìèçàöèè íåîòðèöàòåëüíîé àääèòèâíîé
ôóíêöèè íà ñåìåéñòâå íåçàâèñèìûõ ìíîæåñòâ íàñëåäñòâåííîé ñèñòåìû.
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Î ÇÀÄÀ×Å ÀÏÏÐÎÊÑÈÌÀÖÈÈ ÃÐÀÔÀÌÈ
Ñ ÎÃÐÀÍÈ×ÅÍÍÛÌ ÑÂÅÐÕÓ ×ÈÑËÎÌ ÊÎÌÏÎÍÅÍÒ

Ñ.Ä. Èëüåâà, Â.Ï. Èëüåâ

Çàäà÷à àïïðîêñèìàöèè ãðàôà ÿâëÿåòñÿ òåîðåòèêî-ãðàôîâîé ìîäåëüþ çàäà÷è êëàñ-
ñèôèêàöèè ñèñòåìû âçàèìîñâÿçàííûõ îáúåêòîâ, â íàèáîëüøåé ñòåïåíè ó÷èòûâàþùåé
ñóùåñòâóþùóþ ñòðóêòóðó ñâÿçåé ìåæäó îáúåêòàìè ñèñòåìû.

Áóäåì ðàññìàòðèâàòü òîëüêî îáûêíîâåííûå ãðàôû, ò. å. íåîðèåíòèðîâàííûå ãðà-
ôû áåç ïåòåëü è êðàòíûõ ðåáåð. Åñëè G1 = (V,E1), G2 = (V,E2) � ãðàôû íà îäíîì
è òîì æå ìíîæåñòâå âåðøèí V , òî ðàññòîÿíèå ρ(G1, G2) ìåæäó íèìè îïðåäåëèì êàê
|E1△E2| = |(E1\E2)∪(E2\E1)|, ò. å. ρ(G1, G2) � ÷èñëî íåñîâïàäàþùèõ ðåáåð â ãðàôàõ
G1, G2.

Îáûêíîâåííûé ãðàô áóäåì íàçûâàòü M -ãðàôîì, åñëè êàæäàÿ åãî êîìïîíåíòà
ñâÿçíîñòè ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì ãðàôîì. Îáîçíà÷èì ÷åðåçM1...k(V ) êëàññ âñåõM -ãðàôîâ
íà ìíîæåñòâå âåðøèí V , èìåþùèõ íå áîëåå k êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè, 2 ≤ k ≤ |V |.

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùèé âàðèàíò çàäà÷è àïïðîêñèìàöèè ãðàôà.

Äàí ãðàô G = (V,E) è öåëîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî k, 2 ≤ k ≤ |V |. Òðåáóåòñÿ
íàéòè òàêîé ãðàô MO ∈M1...k(V ), ÷òî ρ(G,MO) = min

M∈M1...k(V )
ρ(G,M).

Èçâåñòíî [1], ÷òî ýòà çàäà÷à NP-òðóäíà äëÿ ëþáîãî ôèêñèðîâàííîãî k ≥ 2. Â
ñòàòüå [2] äëÿ åå ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ ïðåäëîæåí àëãîðèòì ñ ãàðàíòèðîâàííîé
îöåíêîé òî÷íîñòè (3− 6

n
)k−1. Òåì ñàìûì ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ ëþáîãî ôèêñèðîâàííîãî

k ≥ 2 óêàçàííàÿ çàäà÷à ïðèíàäëåæèò êëàññó APX. Òàêèì îáðàçîì, ó íàñ èìååòñÿ
3-ïðèáëèæåííûé àëãîðèòì ïðè k = 2 è 9-ïðèáëèæåííûé àëãîðèòì ïðè k = 3.

Â äàííîé ðàáîòå äëÿ ñëó÷àÿ k = 3 ïðåäëîæåí 6-ïðèáëèæåííûé àëãîðèòì. Áîëåå
òî÷íî, äîêàçàíî, ÷òî äëÿ ëþáîãî n-âåðøèííîãî ãðàôà G = (V,E) àëãîðèòì íàõîäèò
òàêîé M -ãðàô M ∈ M1...3(V ), ÷òî ðàññòîÿíèå îò ãðàôà G äî ãðàôà M ïðåâîñõîäèò
ðàññòîÿíèå îò ãðàôà G äî îïòèìàëüíî àïïðîêñèìèðóþùåãîM -ãðàôàMO ∈M1...3(V )
íå áîëåå, ÷åì â 6− 6

n
ðàç.

Ïðåäëîæåííûé àëãîðèòì ìîæåò áûòü åñòåñòâåííûì îáðàçîì ìîäèôèöèðîâàí äëÿ
ïðîèçâîëüíîãî k ≥ 3.
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ÝÊÂÈÂÀËÅÍÒÍÛÅ ÏÐÅÎÁÐÀÇÎÂÀÍÈß Â ÇÀÄÀ×ÀÕ
ÎÐÒÎÃÎÍÀËÜÍÎÉ ÓÏÀÊÎÂÊÈ

Â.Ì. Êàðòàê, Ì.À. Ìóõà÷åâà

Ðàññìàòðèâàåòñÿ êëàññè÷åñêàÿ çàäà÷à N -ìåðíîé îðòîãîíàëüíîé óïàêîâêè â
çàìêíóòóþ îáëàñòü, êîòîðàÿ ñîñòîèò â ñëåäóþùåì. Äàíû m ïàðàëëåëåïèïåäîâ
W = {Wj}, j ∈ J = {1, . . . ,m}, çàäàííûõ ñâîèìè ðàçìåðàìè Wj = (wj

1, . . . , w
j
N) ∈

∈ RN
+ , è îáëàñòü S = (S1, S2, . . . , SN) ∈ RN

+ , ÿâëÿþùàÿñÿ òàêæå N -ìåðíûì îðòî-
ãîíàëüíûì ïàðàëëåëåïèïåäîì. Òðåáóåòñÿ âûÿñíèòü, ìîæíî ëè âñå ïðåäìåòû èç W
óïàêîâàòü â S̃ áåç ïåðåêðûòèÿ. Ïîâîðîò ïðåäìåòîâ çàïðåùåí. Ýòà çàäà÷àNP òðóäíàÿ
è ÿâëÿåòñÿ êëþ÷åâîé äëÿ ìíîãèõ ïðîáëåì äèñêðåòíîé îïòèìèçàöèè (òðàíñïîðòíîé
çàäà÷è, çàäà÷è ëîãèñòèêè, çàäà÷è ñîñòàâëåíèÿ ðàñïèñàíèÿ è ò.ä.) [1].

Â ïîñëåäíåå âðåìÿ àêòèâíî ðàçâèâàþòñÿ ìåòîäû, îñíîâàííûå íà èñïîëüçîâàíèè
ðàñòðîâûõ ìíîæåñòâ Ri, i ∈ {1, . . . , N}, ãäå

Ri =

{∑
j∈J

wj
iaj :

∑
j∈J

wj
iaj ≤ Si, aj ∈ {0, 1}

}
.

Çäåñü ïðîáëåìà óïàêîâêè ïðåäñòàâëÿåòñÿ êàê çàäà÷à ëèíåéíîãî öåëî÷èñëåííîãî ïðî-
ãðàììèðîâàíèÿ ñ ÷èñëîì ïåðåìåííûõ, çàâèñÿùèì îò |Ri|, è ðåøàåòñÿ ñ èñïîëüçîâà-
íèåì èçâåñòíûõ ïàêåòîâ [2].

Â äîêëàäå ââîäèòñÿ ïîíÿòèå ýêâèâàëåíòíîñòè äâóõ çàäà÷ ìíîãîìåðíîé îðòî-
ãîíàëüíîé óïàêîâêè â çàìêíóòóþ îáëàñòü. Äîêàçàíû íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå
óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíîñòè äâóõ ïðîèçâîëüíûõ çàäà÷. Äëÿ ëþáîé çàäàííîé çàäà-
÷è ïðåäëîæåí ìåòîä ïîñòðîåíèÿ ïîëíîãî ìíîæåñòâà ýêâèâàëåíòíûõ åé çàäà÷.
Òåì ñàìûì äëÿ èçâåñòíûõ îïòèìèçàöèîííûõ àëãîðèòìîâ ïîÿâèëàñü âîçìîæíîñòü
âûáîðà íàèáîëåå óäà÷íîé ïîñòàíîâêè çàäà÷è ñðåäè êëàññà çàäà÷ åé ýêâèâàëåíò-
íûõ. Âûðàáîòàíû êðèòåðèè, êîòîðûå ïîçâîëÿþò ïîñòðîèòü ýêâèâàëåíòíóþ çàäà÷ó ñ
ìåíüøèì ÷èñëîì ðàñòðîâûõ òî÷åê. Ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû ÷èñëåííîãî ýêñïåðèìåíòà.

Ðàáîòà ïîääåðæàíà ãðàíòîì ÐÔÔÈ 12-07-00631-à.
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ÎÁ ÎÄÍÎÉ ÇÀÄÀ×Å ÐÀÑÏÎÇÍÀÂÀÍÈß ÏÎÑËÅÄÎÂÀÒÅËÜÍÎÑÒÈ,
ÈÌÅÞÙÅÉ ÑÅÐÈÉÍÓÞ ÑÒÐÓÊÒÓÐÓ

À.Â. Êåëüìàíîâ, Ë.Â. Ìèõàéëîâà

Ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëåäóþùàÿ ýêñòðåìàëüíàÿ
Çàäà÷à RSVS (Recognizing a Serial Vector Sequence). Äàíî: àëôàâèò

U = {u1, . . . , uK} âåêòîðîâ èç Rq, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü yn ∈ Rq, n ∈ N = {1, . . . , N}, è
íàòóðàëüíûå ÷èñëà Tmin è Tmax. Íàéòè: ñîâîêóïíîñòü (u1, . . . , uL) âåêòîðîâ èç àëôà-
âèòà U , à òàêæå íàáîðû {µ1, . . . , µL} ⊆ {1, . . . ,M} è {n1, . . . , nM} ⊆ N òàêèå,÷òî

L∑
i=1

µi∑
m=µi−1+1

{2(ynm , ui)− ∥ui∥2} → max,

ïðè îãðàíè÷åíèÿõ Tmin ≤ nm− nm−1 ≤ Tmax, m = 2, ...,M , 0 = µ0 < µ1 < ... < µL =M
íà êîìïîíåíòû íàáîðîâ {n1, . . . , nM} è {µ1, . . . , µL}.

Ê ýòîé çàäà÷å ñâîäèòñÿ îäíà èç àêòóàëüíûõ ïðîáëåì àíàëèçà äàííûõ. Ñóòü
ïðîáëåìû çàêëþ÷àåòñÿ â ïîìåõîóñòîé÷èâîì ðàñïîçíàâàíèè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè yn,
n ∈ N , êàê ñòðóêòóðû, êîòîðàÿ â îòñóòñòâèå ïîìåõè ñîñòîèò èç L ïðèìûêàþùèõ
ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòåé, âêëþ÷àþùèõ ñåðèè èç µi−µi−1 èäåíòè÷íûõ íåíóëåâûõ âåê-
òîðîâ èç àëôàâèòà U âåêòîðîâ åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà, ïåðåìåæàþùèõñÿ ñ íóëü-
âåêòîðàìè; ñóììàðíîå ÷èñëî íåíóëåâûõ âåêòîðîâ â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè îáîçíà÷åíî
ñèìâîëîì M . ×àñòíûå ñëó÷àè ýòîé çàäà÷è, êîãäà L = 1, µ1 = M , è êîãäà L = M ,
µi − µi−1 = 1, i = 1, . . . ,M , áûëè ðàññìîòðåíû â [1, 2]. Òàì æå ïðåäëîæåíû ýôôåê-
òèâíûå àëãîðèòìû, îáåñïå÷èâàþùèå òî÷íîå ðåøåíèå óêàçàííûõ ñëó÷àåâ ýòîé çàäà÷è
çà âðåìÿ O(KN(N + q)) è O(N(N +Kq)) ñîîòâåòñòâåííî.

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå äëÿ çàäà÷è RSVS îáîñíîâàí ïîëèíîìèàëüíûé àëãîðèòì, ðå-
àëèçóþùèé ñõåìó äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ è ãàðàíòèðóþùèé îïòèìàëü-
íîñòü ðåøåíèÿ çà âðåìÿ O(KN5(N + q)). Ðàíåå êàêèå-ëèáî ýôôåêòèâíûå àëãîðèòìû
ñ îöåíêàìè òî÷íîñòè äëÿ ýòîé çàäà÷è îòñóòñòâîâàëè.

Ðàáîòà ïîääåðæàíà ãðàíòàìè ÐÔÔÈ �12-01-00090, �11-01-00696, �10-07-00195,
�11-07-12083-îôè-ì, ãðàíòîì ÔÖÏ ¾Íàó÷íûå è íàó÷íî-ïåäàãîãè÷åñêèå êàäðû èí-
íîâàöèîííîé Ðîññèè¿ (ãîñ. êîíòðàêò �14.740.11.0362), à òàêæå ãðàíòàìè öåëåâîé
ïðîãðàììû ÑÎ ÐÀÍ (èíòåãðàöèîííûå ïðîåêòû �7Á è �21À).

ËÈÒÅÐÀÒÓÐÀ

1. Êåëüìàíîâ À.Â., Õàìèäóëëèí Ñ.À., Îêîëüíèøíèêîâà Ë.Â. Ðàñïîçíàâàíèå êâàçèïå-
ðèîäè÷åñêîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, âêëþ÷àþùåé îäèíàêîâûå ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè-
ôðàãìåíòû // Ñèá. æóðí. èíäóñòð. ìàòåìàòèêè. � 2002. � Ò. 5, � 4(12). � Ñ. 38-54.
2. Êåëüìàíîâ À.Â., Îêîëüíèøíèêîâà Ë.Â. Àïîñòåðèîðíîå ñîâìåñòíîå îáíàðóæåíèå
è ðàçëè÷åíèå ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòåé â êâàçèïåðèîäè÷åñêîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè //
Ñèá. æóðí. èíäóñòð. ìàòåìàòèêè. � 2000. � Ò. 3, � 2(6). � Ñ. 115-139.

c⃝ Êåëüìàíîâ Àëåêñàíäð Âàñèëüåâè÷, Ìèõàéëîâà Ëþäìèëà Âèêòîðîâíà,
Èíñòèòóò ìàòåìàòèêè èì. Ñ.Ë. Ñîáîëåâà ÑÎ ÐÀÍ,
ïð-ò Àêàäåìèêà Êîïòþãà, 4, Íîâîñèáèðñê, 630090, Ðîññèÿ,
ôàêñ (383)332-25-98, òåë.: (383) 363-46-79, (383) 363-46-68,
E-mail: kelm@math.nsc.ru, mikh@math.nsc.ru
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Î ÑËÎÆÍÎÑÒÈ ÍÅÊÎÒÎÐÛÕ ÇÀÄÀ× ÊËÀÑÒÅÐÍÎÃÎ ÀÍÀËÈÇÀ
ÂÅÊÒÎÐÍÛÕ ÏÎÑËÅÄÎÂÀÒÅËÜÍÎÑÒÅÉ

À.Â. Êåëüìàíîâ, À.Â. Ïÿòêèí

Ðàññìàòðèâàþòñÿ ñëåäóþùèå ýêñòðåìàëüíûå çàäà÷è ñ íàòóðàëüíûìè ïàðàìåòðà-
ìè Tmax ≥ Tmin ≥ 1.

Çàäà÷à J-MSSCS-NF(Tmin, Tmax). Äàíî: ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Y = (y1, . . . , yN)
âåêòîðîâ èç Rq, è ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî A. Âîïðîñ: ñóùåñòâóåò ëè ðàçáèåíèå ìíîæå-
ñòâà N = {1, . . . , N} íîìåðîâ ýëåìåíòîâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Y íà íåïóñòûå ïîäìíî-
æåñòâàM1, . . . ,MJ è N \ (M1 ∪ . . . ∪MJ) òàêîå, ÷òî

J∑
j=1

∑
m∈Mj

∥ynm − y(Mj)∥2 +
∑

y∈N\(M1∪...∪MJ )

∥y∥2 ≤ A, (1)

ãäå y(Mj) =
1

|Mj |
∑

n∈Mj

yn,M1 ∪ . . . ∪MJ = {n1, . . . , nM}, ïðè îãðàíè÷åíèÿõ

Tmin ≤ nm − nm−1 ≤ Tmax, m = 2, . . . ,M, (2)

íà ýëåìåíòû íàáîðà {n1, . . . , nM}?
Çàäà÷à J-MSSCS-F(Tmin, Tmax). Äàíî: ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Y = (y1, . . . , yN) âåê-

òîðîâ èç Rq, íàòóðàëüíûå ÷èñëàM1, . . . ,MJ è ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî A. Âîïðîñ: ñóùå-
ñòâóåò ëè ðàçáèåíèå ìíîæåñòâà N = {1, . . . , N} íîìåðîâ ýëåìåíòîâ ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòè Y íà íåïóñòûå ïîäìíîæåñòâàM1, . . . ,MJ è N \ (M1∪ . . .∪MJ) òàêîå, ÷òî èìååò
ìåñòî íåðàâåíñòâî (1) ïðè óñëîâèè, ÷òî |Mj| =Mj, j = 1, . . . , J , è ïðè îãðàíè÷åíèÿõ
(2) íà ýëåìåíòû íàáîðà {n1, . . . , nM}?

Ê ýòèì çàäà÷àì ñâîäÿòñÿ [1] àêòóàëüíûå ïðîáëåìû àíàëèçà äàííûõ è ðàñïîçíà-
âàíèÿ îáðàçîâ.

Óñòàíîâëåíî, ÷òî îáå çàäà÷è NP-ïîëíû â ñèëüíîì ñìûñëå â ñëó÷àÿõ, êîãäà:
1) J = 1 è Tmin < Tmax, 2) J ≥ 2 è Tmin ≤ Tmax. Åñëè æå J = 1 è Tmin = Tmax,
òî îáå çàäà÷è ðàçðåøèìû çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ. NP-ïîëíîòà çàäà÷ óñòàíîâëåíà
ïóòåì ïîëèíîìèàëüíîãî ñâåäåíèÿ ê íèì êëàññè÷åñêîé çàäà÷è Ìàêñèìàëüíûé ðàçðåç
(MaxCut).

Ðàáîòà ïîääåðæàíà ãðàíòàìè ÐÔÔÈ �12-01-00090, �10-07-00195, �11-07-12083-
îôè-ì, ãðàíòîì ÔÖÏ ¾Íàó÷íûå è íàó÷íî-ïåäàãîãè÷åñêèå êàäðû èííîâàöèîííîé Ðîñ-
ñèè¿ (ãîñ. êîíòðàêò �14.740.11.0362), ãðàíòîì EPSRC EP/F064551/1, à òàêæå ãðàí-
òàìè öåëåâîé ïðîãðàììû ÑÎ ÐÀÍ (èíòåãðàöèîííûå ïðîåêòû �7Á è �21À).

ËÈÒÅÐÀÒÓÐÀ

1. Êåëüìàíîâ À.Â., Ïÿòêèí À.Â. Î ñëîæíîñòè íåêîòîðûõ çàäà÷ ïîèñêà ïîäìíîæåñòâ
âåêòîðîâ è êëàñòåðíîãî àíàëèçà // Æóðí. âû÷èñë. ìàòåìàòèêè è ìàò. ôèçèêè. �
2009. � Ò. 49, � 11. � Ñ. 2059-2067.

c⃝ Êåëüìàíîâ Àëåêñàíäð Âàñèëüåâè÷, Ïÿòêèí Àðòåì Âàëåðüåâè÷,
Èíñòèòóò ìàòåìàòèêè èì. Ñ.Ë. Cîáîëåâà ÑÎ ÐÀÍ,
ïð-ò Àêàäåìèêà Êîïòþãà, 4, Íîâîñèáèðñê, 630090, Ðîññèÿ,
òåë. (383) 363-46-79, (383) 363-45-46, ôàêñ (383) 332-25-98.
E-mail: kelm@math.nsc.ru, artem@math.nsc.ru



134 Äèñêðåòíàÿ îïòèìèçàöèÿ

ÒÎ×ÍÛÉ ÏÑÅÂÄÎÏÎËÈÍÎÌÈÀËÜÍÛÉ ÀËÃÎÐÈÒÌ ÄËß ÎÄÍÎÉ
NP-ÒÐÓÄÍÎÉ ÇÀÄÀ×È ÏÎÈÑÊÀ ÏÎÄÏÎÑËÅÄÎÂÀÒÅËÜÍÎÑÒÈ ÂÅÊÒÎÐÎÂ

À.Â. Êåëüìàíîâ, Ñ.Ì. Ðîìàí÷åíêî, Ñ.À. Õàìèäóëëèí

Ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëåäóþùåå îáîáùåíèå NP-òðóäíîé â ñèëüíîì ñìûñëå [1] çàäà÷è
ïîèñêà ïîäìíîæåñòâà âåêòîðîâ.

Çàäà÷à VSS2 (Vector Subsequence in a Sequence 2). Äàíî: ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
Y = (y1, . . . , yN) âåêòîðîâ èç Rq, íàòóðàëüíûå ÷èñëà Tmin, Tmax è M > 1. Íàéòè:
íàáîðM = {n1, . . . , nM} íîìåðîâ ýëåìåíòîâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Y òàêîé, ÷òî

M∑
m=1

∥ynm − y(M)∥2 → min,

ãäå y(M) = 1
|M|
∑

n∈M yn, ïðè îãðàíè÷åíèÿõ Tmin ≤ nm − nm−1 ≤ Tmax, m = 2, . . . ,M,
íà ýëåìåíòû íàáîðàM.

Ê ýòîé çàäà÷å ñâîäèòñÿ [1] îäíà èç àêòóàëüíûõ ïðîáëåì àíàëèçà äàííûõ è ðàñïî-
çíàâàíèÿ îáðàçîâ. Â ðàáîòå [2] äëÿ çàäà÷è VSS2 ïðåäëîæåí 2-ïðèáëèæ¼ííûé ïîëèíî-
ìèàëüíûé àëãîðèòì, èìåþùèé âðåìåííóþ ñëîæíîñòü O(N2(M(Tmax−Tmin+1)+ q)).

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà êîìïîíåíòû âåêòîðîâ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòè Y öåëî÷èñëåíû, ïîñòðîåí òî÷íûé àëãîðèòì, îñíîâàííûé íà ñõåìå äè-
íàìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ, âðåìåííàÿ ñëîæíîñòü êîòîðîãî åñòü âåëè÷èíà
O(N(M(Tmax−Tmin+1)+q)(2MB+1)q), ãäå B � ìàêñèìàëüíîå àáñîëþòíîå çíà÷åíèå
êîîðäèíàòû âåêòîðîâ âõîäíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Åñëè ðàçìåðíîñòü q ïðîñòðàí-
ñòâà ôèêñèðîâàíà, òî àëãîðèòì ïñåâäîïîëèíîìèàëåí, òàê êàê Tmax − Tmin + 1 ≤ N è
M ≤ N .

Ðàáîòà ïîääåðæàíà ãðàíòàìè ÐÔÔÈ �12-01-00090, �10-07-00195, �11-07-12083-
îôè-ì, ãðàíòîì ÔÖÏ ¾Íàó÷íûå è íàó÷íî-ïåäàãîãè÷åñêèå êàäðû èííîâàöèîííîé Ðîñ-
ñèè¿ (ãîñ. êîíòðàêò �14.740.11.0362), à òàêæå ãðàíòàìè öåëåâîé ïðîãðàììû ÑÎ ÐÀÍ
(èíòåãðàöèîííûå ïðîåêòû �7Á è �21À).

ËÈÒÅÐÀÒÓÐÀ
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äëÿ íåêîòîðûõ òðóäíîðåøàåìûõ çàäà÷ ïîèñêà ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè âåêòîðîâ //
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2-ÏÐÈÁËÈÆÅÍÍÛÉ ÏÎËÈÍÎÌÈÀËÜÍÛÉ ÀËÃÎÐÈÒÌ ÄËß ÎÄÍÎÉ
ÇÀÄÀ×È ÊËÀÑÒÅÐÍÎÃÎ ÀÍÀËÈÇÀ

À.Â. Êåëüìàíîâ, Â.È. Õàíäååâ

Ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëåäóþùàÿ NP-òðóäíàÿ [1, 2] â ñèëüíîì ñìûñëå
Çàäà÷à 1-MSSC-NF. Äàíî: ìíîæåñòâî Y = {y1, . . . , yN} âåêòîðîâ èç Rq. Íàéòè:

ïîäìíîæåñòâî (êëàñòåð) C ⊆ Y òàêîå, ÷òî∑
y∈C

∥y − y(C)∥2 +
∑

y∈Y\C

∥y∥2 → min,

ãäå y(C) = 1
|C|
∑

y∈C y � öåíòð êëàñòåðà.
Ê ýòîé çàäà÷å ñâîäèòñÿ [1, 2] îäíà èç àêòóàëüíûõ ïðîáëåì ïîìåõîóñòîé÷èâîãî àíà-

ëèçà äàííûõ è ðàñïîçíàâàíèÿ îáðàçîâ. Ñîäåðæàòåëüíàÿ ïðîáëåìà çàêëþ÷àåòñÿ â ðàç-
áèåíèè òàáëèöû ñ ðåçóëüòàòàìè èçìåðåíèÿ íàáîðà ÷èñëîâûõ õàðàêòåðèñòèê íåêîòî-
ðîãî îáúåêòà íà äâà òàêèõ ïîäìíîæåñòâà, ÷òî îäíî èç íèõ ñîîòâåòñòâóåò àêòèâíîìó
ñîñòîÿíèþ ýòîãî îáúåêòà, à äðóãîå � ïàññèâíîìó.

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå îáîñíîâàí 2-ïðèáëèæåííûé ïîëèíîìèàëüíûé àëãîðèòì ðå-
øåíèÿ çàäà÷è, âðåìåííàÿ ñëîæíîñòü êîòîðîãî åñòü âåëè÷èíà O(qN2). Ñóòü àëãî-
ðèòìè÷åñêîãî ðåøåíèÿ ñîñòîèò â ñëåäóþùåì. Äëÿ êàæäîãî âåêòîðà èç èñõîäíîãî
ìíîæåñòâà ñòðîèòñÿ ãèïåðïëîñêîñòü, ïåðïåíäèêóëÿðíàÿ ýòîìó âåêòîðó è ïðîõîäÿ-
ùàÿ ÷åðåç åãî ñåðåäèíó. Ïîäìíîæåñòâî âåêòîðîâ, ëåæàùèõ â ïîëóïðîñòðàíñòâå, íå
âêëþ÷àþùåì íà÷àëî êîîðäèíàò, îáúÿâëÿåòñÿ ïðåòåíäåíòîì íà ðåøåíèå. Äëÿ êàæ-
äîãî ïîäìíîæåñòâà-ïðåòåíäåíòà âû÷èñëÿåòñÿ çíà÷åíèå âñïîìîãàòåëüíîé îöåíî÷íîé
ôóíêöèè. Â êà÷åñòâå ðåøåíèÿ âûáèðàåòñÿ ïîäìíîæåñòâî, äëÿ êîòîðîãî çíà÷åíèå ýòîé
ôóíêöèè ìèíèìàëüíî.

Ðàáîòà ïîääåðæàíà ãðàíòàìè ÐÔÔÈ �12-01-00090, �10-07-00195, �11-07-12083-
îôè-ì, ãðàíòîì ÔÖÏ ¾Íàó÷íûå è íàó÷íî-ïåäàãîãè÷åñêèå êàäðû èííîâàöèîííîé Ðîñ-
ñèè¿ (ãîñ. êîíòðàêò �14.740.11.0362), à òàêæå ãðàíòàìè öåëåâîé ïðîãðàììû ÑÎ ÐÀÍ
(èíòåãðàöèîííûå ïðîåêòû �7Á è �21À).
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2. Êåëüìàíîâ À.Â., Ïÿòêèí À.Â. Îá îäíîì âàðèàíòå çàäà÷è âûáîðà ïîäìíîæåñòâà
âåêòîðîâ // Äèñêðåòíûé àíàëèç è èññëåäîâàíèå îïåðàöèé. � 2008. � Ò. 15, � 5. �
Ñ. 20-34.

c⃝ Êåëüìàíîâ Àëåêñàíäð Âàñèëüåâè÷,
Èíñòèòóò ìàòåìàòèêè èì. Ñ.Ë. Ñîáîëåâà ÑÎ ÐÀÍ,
ïð-ò Àêàäåìèêà Êîïòþãà, 4, Íîâîñèáèðñê, 630090, Ðîññèÿ,
òåë. (383) 363-46-79, ôàêñ (383) 332-25-98.
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ÎÁ ÎÄÍÎÉ ÀÏÏÐÎÊÑÈÌÀÖÈÈ ÇÀÄÀ×È
Î ÌÈÍÈÌÀËÜÍÎÌ ÊÎÌÈÒÅÒÅ Â IR3

Ê.Ñ. Êîáûëêèí

Ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à î ìèíèìàëüíîì êîìèòåòå íåñîâìåñòíîé òðåõìåðíîé ñè-
ñòåìû ñòðîãèõ îäíîðîäíûõ ëèíåéíûõ íåðàâåíñòâ. Ê ýòîé çàäà÷å ñâîäèòñÿ [1] èçâåñò-
íàÿ òðóäíîðåøàåìàÿ çàäà÷à î ïîêðûòèè êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà òî÷åê ïðÿìûìè íà
ïëîñêîñòè. Çàäà÷à î ìèíèìàëüíîì êîìèòåòå íåñîâìåñòíîé ñèñòåìû

(cj, h) > bj, j ∈ Nm, cj, h ∈ IR2, bj ∈ IR, rank{ci, cj} = 2, i ̸= j, (1)

ÿâëÿåòñÿ óäîáíîé àïïðîêñèìàöèåé òðåõìåðíîé çàäà÷è. Êîìèòåòîì [2] ñèñòåìû (1)
íàçûâàåòñÿ òàêîå êîíå÷íîå ïîäìíîæåñòâî K èç IR2, ÷òî ëþáîìó íåðàâåíñòâó ñèñòå-
ìû (1) óäîâëåòâîðÿåò áîëåå, ÷åì |K|/2 ýëåìåíòîâ èç K. Êîìèòåò ñ íàèìåíüøåé äëÿ
äàííîé ñèñòåìû (1) ìîùíîñòüþ íàçûâàåòñÿ ìèíèìàëüíûì.

Ïóñòü i, j ∈ Nm, i ̸= j.Íàçîâåì i-å íåðàâåíñòâî ñèñòåìû (1) íåñóùåñòâåííûì â íåé
ïî îòíîøåíèþ ê j-ìó íåðàâåíñòâó, åñëè i-å íåðàâåíñòâî âõîäèò âî âñå ìàêñèìàëüíûå
ïî âêëþ÷åíèþ ñîâìåñòíûå ïîäñèñòåìû (ÌÑÏ) ñèñòåìû (1), â êîòîðûõ ñîäåðæèòñÿ
j-å íåðàâåíñòâî. Îáîçíà÷èì ÷åðåç J (j,∆bj) ñèñòåìó, ïîëó÷åííóþ èç ñèñòåìû (1) èñ-
êëþ÷åíèåì íåðàâåíñòâà (cj, h) > bj è äîáàâëåíèåì âìåñòî íåãî (ñ òåì æå íîìåðîì j)
íåðàâåíñòâà (cj, h) > bj +∆bj, ãäå ∆bj ∈ IR. ×åðåç ρ1(i, j) îáîçíà÷èì íèæíþþ ãðàíü
âñåõ òàêèõ ∆bj, äëÿ êîòîðûõ i-å íåðàâåíñòâî ñèñòåìû J (j,∆bj) íåñóùåñòâåííî â íåé
ïî îòíîøåíèþ ê j-ìó, à ÷åðåç ρ2(i, j) � íèæíþþ ãðàíü âñåõ òàêèõ ∆bj, ÷òî ñóùå-
ñòâóåò íåñîâìåñòíàÿ ïîäñèñòåìà èç òðåõ íåðàâåíñòâ ñèñòåìû J (j,∆bj), âêëþ÷àþùàÿ
íåðàâåíñòâà (ci, h) > bi è (cj, h) > bj +∆bj.

Òåîðåìà. Åñëèmin{ρ1(i, j), ρ2(i, j)} ≤ 0 äëÿ ëþáûõ ðàçëè÷íûõ i, j ∈ Nm, òî ÷èñëî
ýëåìåíòîâ ìèíèìàëüíîãî êîìèòåòà äëÿ (1) ðàâíî òàêîâîìó äëÿ îäíîðîäíîé ñèñòåìû

(cj, h) > 0, j ∈ Nm.

Ðàáîòà ïîääåðæàíà Ïðåçèäèóìîì ÓðÎ ÐÀÍ (ïðîåêòû �12-Ï-1-1016 è 12-Ñ-1-
1017/1), ãðàíòàìè ÐÔÔÈ �10-01-00273 è 10-07-00134.
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ÒÅÎÐÅÒÈ×ÅÑÊÎÅ È ÝÊÑÏÅÐÈÌÅÍÒÀËÜÍÎÅ ÈÑÑËÅÄÎÂÀÍÈÅ
ÇÀÄÀ×È ÎÏÒÈÌÀËÜÍÎÉ ÐÅÊÎÌÁÈÍÀÖÈÈ ÄËß ÎÄÍÎÉ ÇÀÄÀ×È

ÒÅÎÐÈÈ ÐÀÑÏÈÑÀÍÈÉ
Þ.Â. Êîâàëåíêî

Ðàññìàòðèâàåòñÿ NP-òðóäíàÿ çàäà÷à òåîðèè ðàñïèñàíèé 1|lij|Cmax. Çàäàíî ìíî-
æåñòâî ðàáîò I, êîòîðûå äîëæíû áûòü âûïîëíåíû íà åäèíñòâåííîì èìåþùåìñÿ
óñòðîéñòâå. Êàæäàÿ ðàáîòà i ∈ I õàðàêòåðèçóåòñÿ äëèòåëüíîñòüþ pi ∈ IR+. Ïðåðû-
âàíèå âûïîëíåíèÿ ðàáîò íå äîïóñêàåòñÿ. Â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè óñòðîéñòâî íå
ìîæåò áûòü çàäåéñòâîâàíî áîëåå ÷åì â îäíîé ðàáîòå. Ïðè ýòîì åñëè óñòðîéñòâî ïåðå-
êëþ÷àåòñÿ ñ îäíîé ðàáîòû íà äðóãóþ, òî íåîáõîäèìî âûïîëíÿòü ïåðåíàëàäêó. Ïóñòü
lij ∈ IR+ � äëèòåëüíîñòü ïåðåíàëàäêè ñ ðàáîòû i íà ðàáîòó j äëÿ âñåõ i, j ∈ I, ãäå i ̸= j.
Òðåáóåòñÿ ñîñòàâèòü ðàñïèñàíèå, ìèíèìèçèðóþùåå âðåìÿ çàâåðøåíèÿ âñåõ ðàáîò.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç π = (π1, . . . , π|I|) ïåðåñòàíîâêó, îïðåäåëÿþùóþ ïîðÿäîê âûïîë-
íåíèÿ ðàáîò, à èìåííî, πk � ðàáîòà, âûïîëíÿåìàÿ k-òîé ïî ñ÷åòó, k = 1, . . . , |I|. Ïóñòü
l(π) =

∑|I|−1
k=1 lπk,πk+1

. Òîãäà çàäà÷à 1|lij|Cmax ýêâèâàëåíòíà ïîèñêó òàêîé ïåðåñòàíîâ-
êè π∗, ïðè êîòîðîé ìèíèìèçèðóåòñÿ ñóììàðíàÿ äëèòåëüíîñòü ïåðåíàëàäêè l(π∗).

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå èññëåäóåòñÿ çàäà÷à ïîèñêà äëÿ ïðîèçâîëüíûõ çàäàííûõ ðî-
äèòåëüñêèõ ðåøåíèé π1 è π2 òàêîé ïåðåñòàíîâêè π′, ïðè êîòîðîé:
1) π′

k = π1
k èëè π

′
k = π2

k äëÿ âñåõ k = 1, . . . , |I|;
2) π′ èìååò ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå öåëåâîé ôóíêöèè l(π′) ñðåäè âñåõ ïåðåñòàíîâîê,
óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ 1).

Ïîèñê òàêîé ïåðåñòàíîâêè ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé çàäà÷ó îïòèìàëüíîé ðåêîìáèíà-
öèè è âîçíèêàåò ïðè îòûñêàíèè íàèëó÷øåãî âîçìîæíîãî ðåçóëüòàòà îïåðàòîðà êðîñ-
ñèíãîâåðà â ãåíåòè÷åñêèõ àëãîðèòìàõ äëÿ çàäà÷è 1|lij|Cmax.

Ñ èñïîëüçîâàíèåì ðåçóëüòàòîâ [1] ïîêàçàíà NP-òðóäíîñòü â ñèëüíîì ñìûñëå çà-
äà÷è îïòèìàëüíîé ðåêîìáèíàöèè 1) � 2) è ðàçðàáîòàí òî÷íûé àëãîðèòì åå ðåøåíèÿ.
Äîêàçàíî, ÷òî òðóäîåìêîñòü ýòîãî àëãîðèòìà ïîëèíîìèàëüíà äëÿ ¾ïî÷òè âñåõ¿ èí-
äèâèäóàëüíûõ çàäà÷ îïòèìàëüíîé ðåêîìáèíàöèè.

Öåëåñîîáðàçíîñòü ðåøåíèÿ çàäà÷è îïòèìàëüíîé ðåêîìáèíàöèè 1) � 2) â îïåðàòî-
ðå êðîññèíãîâåðà ãåíåòè÷åñêîãî àëãîðèòìà äëÿ 1|lij|Cmax ïîäòâåðæäåíà ýêñïåðèìåí-
òàëüíî íà òåñòîâûõ ïðèìåðàõ èç áèáëèîòåêè [3]. Â ïðîâåäåííîì âû÷èñëèòåëüíîì ýêñ-
ïåðèìåíòå ñðåäíåå âðåìÿ ïîëó÷åíèÿ îïòèìóìà ãåíåòè÷åñêèì àëãîðèòìîì ñîñòàâëÿëî
íå áîëåå 3% îò ïîëíîãî âðåìåíè ðàáîòû òî÷íîãî ìåòîäà, îñíîâàííîãî íà ïîäõîäå [2].

Ðàáîòà ïîääåðæàíà ãðàíòîì ÐÔÔÈ 12-01-00122.
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ÎÁ ÎÄÍÎÌ ÊËÀÑÑÅ ÌÅÒÀÝÂÐÈÑÒÈÊ
ÄËß ÄÈÑÊÐÅÒÍÛÕ ÎÏÒÈÌÈÇÀÖÈÎÍÍÛÕ ÇÀÄÀ×

È.Â. Êîçèí

Ðÿä ïðèêëàäíûõ çàäà÷ äèñêðåòíîé îïòèìèçàöèè ÿâëÿþòñÿ ñëîæíûìè. Èçâåñòíûå
òî÷íûå àëãîðèòìû ïîèñêà îïòèìóìà â ïîäîáíûõ çàäà÷àõ ñâîäÿòñÿ ê ïåðåáîðó ðåøå-
íèé è ïðè áîëüøèõ ðàçìåðíîñòÿõ íå ìîãóò áûòü ðåàëèçîâàíû. Ïîýòîìó äëÿ òàêèõ
çàäà÷ îïðàâäàíî ïðèìåíåíèå ìåòàýâðèñòèê ðàçëè÷íûõ êëàññîâ. Â ñîîòâåòñòâèè ñ [1],
ìåòàýâðèñòèêîé áóäåì íàçûâàòü ëþáîé ñòîõàñòè÷åñêèé àëãîðèòì (êëàññ àëãîðèòìîâ)
ïîèñêà ïðèáëèæåííûõ îïòèìàëüíûõ ðåøåíèé çàäà÷è.

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà ìíîæåñòâî X ÿâëÿåòñÿ ìåòðè÷åñêèì ïðîñòðàíñòâîì ñ
ìåòðèêîé ρ : X ×X → R1. Â ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå X îòðåçêîì, ñîåäèíÿþùèì
äâå òî÷êè a, b ∈ X, áóäåì íàçûâàòü ìíîæåñòâî òî÷åê [a, b] = {z ∈ X : ρ(a, b) =
= ρ(a, z)+ρ(z, b)}. Âûïóêëûì ìíîæåñòâîì â ïðîñòðàíñòâå X áóäåì íàçûâàòü ìíîæå-
ñòâî, êîòîðîå âìåñòå ñ ëþáûìè äâóìÿ ñâîèìè òî÷êàìè ñîäåðæèò âñå òî÷êè îòðåçêà,
ñîåäèíÿþùåãî ýòè äâå òî÷êè. Åñòåñòâåííûì îáðàçîì îïðåäåëÿåòñÿ âûïóêëàÿ îáî-
ëî÷êà Ȳ ïîäìíîæåñòâà Y ⊆ X, êàê ïåðåñå÷åíèå âñåõ âûïóêëûõ ïîäìíîæåñòâ â X,
ñîäåðæàùèõ ïîäìíîæåñòâî Y .

Íà øàãå ñ íîìåðîì k ìåòàýâðèñòèêè îïðåäåëÿåòñÿ íåêîòîðîå êîíå÷íîå ïîäìíî-
æåñòâî òî÷åê Xk ⊆ X. Ñæèìàþùèìè ìåòàýâðèñòèêàìè áóäåì íàçûâàòü òàêèå àë-
ãîðèòìû ïîèñêà îïòèìóìà íà ìíîæåñòâå X, äëÿ êîòîðûõ ñïðàâåäëèâî óñëîâèå
X̄k+1 ⊆ X̄k. Òàêèì îáðàçîì, ïðîñòðàíñòâî ïîèñêà äëÿ ñæèìàþùèõ ìåòàýâðèñòèê îãðà-
íè÷åííî âûïóêëîé îáîëî÷êîé íà÷àëüíîãî ìíîæåñòâà ðåøåíèé X̄1. Áåçóñëîâíî, òàêèå
ìåòàýâðèñòèêè íå ìîãóò ãàðàíòèðîâàòü ïðèáëèæåíèå ê ãëîáàëüíîìó îïòèìóìó.

Äðóãàÿ ãðóïïà ìåòàýâðèñòèê íàïðàâëåíà íà ðàñøèðåíèå ïðîñòðàíñòâà ïîèñêà.
Äëÿ ýòîé ãðóïïû íà êàæäîì øàãå àëãîðèòìà èìååò ìåñòî ñîîòíîøåíèå X̄k+1 ̸= X̄k.

Èäåÿ ñîñòîèò â îáúåäèíåíèè ýòèõ äâóõ ïîäõîäîâ è ïîñòðîåíèè ãèáðèäíîé ìåòà-
ýâðèñòèêè, êîòîðàÿ íà íåêîòîðûõ øàãàõ óìåíüøàåò ïðîñòðàíñòâî ïîèñêà ïðè óâå-
ëè÷åíèè ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ öåëåâîé ôóíêöèè, íî ìîæåò è ðàñøèðÿòü ïðîñòðàíñòâî
ïîèñêà íà îòäåëüíûõ øàãàõ àëãîðèòìà äëÿ ïîèñêà ãëîáàëüíîãî îïòèìóìà. Â ÷àñòíî-
ñòè, ïî òàêîìó ïðèíöèïó ïîñòðîåíà ìåòàýâðèñòèêà íà ôðàãìåíòàðíûõ ñòðóêòóðàõ,
ïîçâîëÿþùàÿ îòûñêèâàòü ïðèáëèæåííûå îïòèìàëüíûå ðåøåíèÿ äëÿ ðÿäà äèñêðåò-
íûõ îïòèìèçàöèîííûõ çàäà÷ [2].
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ÎÁÐÀÒÍÀß ÇÀÄÀ×À ÂÛÁÎÐÀ ÏÎÐßÄÊÀ ÏÐÅÇÅÍÒÀÖÈÈ
ÌÅÄÈÀ-ÎÁÚÅÊÒÎÂ

Ï.À. Êîíîíîâà

Ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëåäóþùàÿ çàäà÷à, âîçíèêàþùàÿ â ìóëüòèìåäèà. Èìååòñÿ íàáîð
ôàéëîâ, ñîñòàâëÿþùèõ ïðåçåíòàöèþ, êàæäûé èç êîòîðûõ äîëæåí áûòü ñíà÷àëà çà-
ãðóæåí â áóôåð êîìïüþòåðà, à çàòåì ïðîñìîòðåí. Ðàçìåð áóôåðà îãðàíè÷åí. Ïîñëå
ïðîñìîòðà ôàéë óäàëÿåòñÿ èç áóôåðà è îñâîáîæäàåò çàíÿòîå ìåñòî. Èçâåñòíî âðåìÿ
çàãðóçêè êàæäîãî ôàéëà è âðåìÿ åãî ïðîñìîòðà. Âðåìÿ çàãðóçêè ïðîïîðöèîíàëüíî
ðàçìåðó ôàéëà. Íåëüçÿ íà÷èíàòü çàãðóçêó ôàéëà, åñëè ñâîáîäíîãî ïðîñòðàíñòâà â
áóôåðå íåäîñòàòî÷íî äëÿ ïîìåùåíèÿ ôàéëà öåëèêîì. Â [1] ðàññìàòðèâàëàñü çàäà÷à
íàõîæäåíèÿ ïîðÿäêà çàãðóçêè ôàéëîâ è èõ ïðîñìîòðà, ïðè êîòîðîì âðåìÿ îêîí÷àíèÿ
âñåé ïðåçåíòàöèè áóäåò ìèíèìàëüíûì ïðè çàäàííîì ðàçìåðå áóôåðà. Â íàñòîÿùåé
ðàáîòå èññëåäóåòñÿ îáðàòíàÿ çàäà÷à, â êîòîðîé íåîáõîäèìî íàéòè áóôåð ìèíèìàëü-
íîãî ðàçìåðà äëÿ ïðîñìîòðà âñåõ ôàéëîâ çà óêàçàííîå âðåìÿ.

Îáå çàäà÷è ÿâëÿþòñÿ NP-òðóäíûìè â ñèëüíîì ñìûñëå [3], òàê êàê ê íèì ñâîäèòñÿ
èçâåñòíàÿ NP-òðóäíàÿ çàäà÷à óïàêîâêè â êîíòåéíåðû.

Ïðè ïîñòðîåíèè òî÷íûõ è ïðèáëèæåííûõ àëãîðèòìîâ äëÿ ðåøåíèÿ îáðàòíîé çà-
äà÷è íåîáõîäèìî íàõîäèòü îïòèìàëüíîå çíà÷åíèå áóôåðà äëÿ ôèêñèðîâàííîé ïåðå-
ñòàíîâêè ôàéëîâ. Ïîêàçàíî, ÷òî ýòà çàäà÷à ïîëèíîìèàëüíî ðàçðåøèìà ïðè çàäàííîé
äëèòåëüíîñòè ïðåçåíòàöèè.

Ðåøåíèå îáðàòíîé çàäà÷è ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü âåðõíþþ îöåíêó äëÿ ïðÿìîé çàäà÷è
ïðè íàéäåííîì ðàçìåðå áóôåðà. Ïîýòîìó ðåøåíèå îáðàòíîé çàäà÷è ìîæíî èñïîëüçî-
âàòü äëÿ ïîñòðîåíèÿ òåñòîâûõ ïðèìåðîâ äëÿ ïðÿìîé çàäà÷è. Ïðîâîäèòñÿ ñðàâíåíèå
ðåøåíèé ïðÿìîé è îáðàòíîé çàäà÷è, íàéäåííûõ ñ ïîìîùüþ ëîêàëüíîãî ïîèñêà ñ ÷åðå-
äóþùèìèñÿ îêðåñòíîñòÿìè [2]. Îáñóæäàþòñÿ ðåçóëüòàòû ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ
íà ñëó÷àéíî ñãåíåðèðîâàííûõ ïðèìåðàõ ïðè ÷èñëå ôàéëîâ äî 50.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ (ãðàíò 11-07-00474).
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3. Kononov A., Hong J.-S., Kononova P., Lin F.-C. Quantity-based bu�er-constrained
two machine �owshop problem: active and passive prefetch models for multimedia
applications // Journal of Scheduling. (ïðèíÿòà ê ïå÷àòè) Journal of Scheduling DOI:
10.1007/s10951-011-0235-z. http://www.springerlink.com/content/82762q4066w16th8/
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ÏÀÐÀËËÅËÜÍÛÉ ÀËÃÎÐÈÒÌ ÄËß ÎÄÍÎÉ ÇÀÄÀ×È
ÐÀÇÌÅÙÅÍÈß ÕÀÁÎÂ (USApHMP)

Í.À. Êîñàðåâ

Ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à ðàçìåùåíèÿ p õàáîâ (uncapacitated single allocation p-hub
median problem, USApHMP), êîòîðàÿ ìîæåò áûòü ñôîðìóëèðîâàíà ñëåäóþùèì îá-
ðàçîì. Èìååòñÿ ìíîæåñòâî óçëîâ ñåòè I = {1, . . . ,m}, ìåæäó êîòîðûìè äîëæíà áûòü
îñóùåñòâëåíà òðàíñïîðòèðîâêà îäíîðîäíîé ïðîäóêöèè. Ïîñòàâêè îñóùåñòâëÿþòñÿ íå
íàïðÿìóþ èç ïóíêòà îòïðàâëåíèÿ â ïóíêò íàçíà÷åíèÿ, à ÷åðåç âûäåëåííûå êðóïíûå
öåíòðû � õàáû, èìåþùèå íåîãðàíè÷åííóþ ïðîïóñêíóþ ñïîñîáíîñòü. Êàæäûé óçåë
ïðèêðåïëåí ê îäíîìó èç õàáîâ. Èçâåñòíû îáúåì Wij íåîáõîäèìûõ ïåðåâîçîê è ñòîè-
ìîñòü Cij òðàíñïîðòèðîâêè åäèíèöû òîâàðà äëÿ êàæäîé ïàðû ïóíêòîâ i è j (i, j ∈ I).
Âåëè÷èíû χ, α, δ � äèñêîíòíûå êîýôôèöèåíòû äëÿ ïåðåâîçîê âèäà �ïóíêò îòïðàâëå-
íèÿ→ õàá� , �õàá→ õàá� , �õàá→ ïóíêò íàçíà÷åíèÿ� ñîîòâåòñòâåííî. Ñîîòâåòñòâåííî,
ïåðåâîçêà ïðîäóêöèè èç ïóíêòà i â ïóíêò j ïðè óñëîâèè, ÷òî i ïîäêëþ÷åí ê õàáó k,
à j � ê õàáó l, îñóùåñòâëÿåòñÿ ïî ìàðøðóòó i → k → l → j, à åå ñòîèìîñòü ðàâíà
Wij(χCik + αCkl + δClj). Òðåáóåòñÿ âûáðàòü p ïóíêòîâ, â êîòîðûõ áóäóò ðàçìåùåíû
õàáû, à äëÿ êàæäîãî èç îñòàâøèõñÿ m− p óçëîâ îïðåäåëèòü ïðèêðåïëåíèå ê îäíîìó
èç õàáîâ òàêèì îáðàçîì,÷òîáû ìèíèìèçèðîâàòü ñóììàðíûå çàòðàòû íà òðàíñïîðòè-
ðîâêó ïðîäóêöèè.

Â ïðèâåäåííîé ïîñòàíîâêå äàæå îïðåäåëåíèå îïòèìàëüíîãî ïðèêðåïëåíèÿ êëèåí-
òîâ ê óæå îòêðûòûì õàáàì ÿâëÿåòñÿ NP-òðóäíîé çàäà÷åé [2], ïîýòîìó íåóäèâèòåëü-
íî, ÷òî äëÿ ðàñïðîñòðàíåííûõ òåñòîâûõ ïðèìåðîâ, ñîäåðæàùèõ 100 âåðøèí è áî-
ëåå, íåèçâåñòíî îïòèìàëüíûõ ðåøåíèé [1]. Íàìè ïðåäëàãàåòñÿ òî÷íûé ïàðàëëåëüíûé
àëãîðèòì äëÿ ðåøåíèÿ äàííîé çàäà÷è. Îáñóæäàþòñÿ ðåçóëüòàòû âû÷èñëèòåëüíûõ
ýêñïåðèìåíòîâ.

ËÈÒÅÐÀÒÓÐÀ

1. Ilic A, Urosevic D, Brimberg J and Mladenovic N. Variable neighborhood search for
solving the uncapacitated single allocation p-hub median problem // European J. Oper.
Res. � 2010. � Vol. 206, � 2. � P. 289-300.
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ÀËÜÒÅÐÍÈÐÓÞÙÀß ÝÂÐÈÑÒÈÊÀ ÄËß ÊÎÍÊÓÐÅÍÒÍÎÉ ÇÀÄÀ×È
ÐÀÇÌÅÙÅÍÈß Ñ ÐÀÑÏÐÅÄÅËÅÍÍÛÌÈ ÇÀÊÓÏÊÀÌÈ

Í.À. Êî÷åòîâà

Ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëåäóþùàÿ çàäà÷à äâóõóðîâíåâîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Äâà èã-
ðîêà � Ëèäåð è Êîíêóðåíò îòêðûâàþò ñâîè ïðåäïðèÿòèÿ äëÿ îáñëóæèâàíèÿ êëèåí-
òîâ, ñòðåìÿñü ïîëó÷èòü ìàêñèìàëüíûé äîõîä. Ñíà÷àëà ïðèíèìàåò ðåøåíèå Ëèäåð,
çàòåì Êîíêóðåíò. Ïðåäïðèÿòèÿ ìîãóò èìåòü ðàçëè÷íóþ ïðèâëåêàòåëüíîñòü äëÿ êëè-
åíòîâ. Êàæäûé èãðîê èìååò îãðàíè÷åííûé áþäæåò íà îòêðûòèå ïðåäïðèÿòèé è çà-
òðàò íà èõ ïðèâëåêàòåëüíîñòè. Êàæäûé êëèåíò äåëàåò çàêóïêè âî âñåõ îòêðûòûõ
ïðåäïðèÿòèÿõ, ïðèíîñÿ òåì ñàìûì äîõîä îáîèì èãðîêàì. Åãî âêëàä â äîõîä òîãî èëè
èíîãî ïðåäïðèÿòèÿ ïðÿìî ïðîïîðöèîíàëåí ïðèâëåêàòåëüíîñòè ýòîãî ïðåäïðèÿòèÿ è
îáðàòíî ïðîïîðöèîíàëåí ðàññòîÿíèþ äî íåãî [1]. Ëèäåð è Êîíêóðåíò ìîãóò îòêðû-
âàòü ïðåäïðèÿòèÿ â îäíîì è òîì æå ìåñòå. Çàäà÷à Ëèäåðà çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òîáû
òàê îòêðûòü ïðåäïðèÿòèÿ è íàçíà÷èòü èì ïðèâëåêàòåëüíîñòè, íå âûõîäÿ çà ðàì-
êè ñâîåãî áþäæåòà, ÷òîáû èçâëå÷ü ìàêñèìàëüíûé äîõîä, ïðè íàëè÷èè Êîíêóðåíòà,
ñòðåìÿùåãîñÿ ìàêñèìèçèðîâàòü ñîáñòâåííûé äîõîä.

Äëÿ ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è ðàçðàáîòàíà ñëåäóþùàÿ ýâðèñòèêà. Ïðè çàäàííîì
ðåøåíèè îäíîãî èãðîêà ñòðîèòñÿ îïòèìàëüíûé îòâåò äðóãîãî. Àëãîðèòì îñòàíàâ-
ëèâàåòñÿ, êîãäà íè îäíîìó èç èãðîêîâ íå óäàåòñÿ óâåëè÷èòü ñâîé äîõîä â òå÷åíèå
çàäàííîãî ÷èñëà èòåðàöèé. Íà êàæäîé èòåðàöèè ðåøàåòñÿ çàäà÷à öåëî÷èñëåííîãî
ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ ñïåöèàëüíîãî âèäà. Íàèëó÷øåå íàéäåííîå ðåøåíèå
(ðàâíîâåñèå ïî Íýøó, åñëè îíî ñóùåñòâóåò) ïðåäúÿâëÿåòñÿ â êà÷åñòâå îòâåòà. Ïðè-
âîäÿòñÿ ðåçóëüòàòû ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ äëÿ ñëó÷àÿ îäèíàêîâûõ áþäæåòîâ
èãðîêîâ è ñòîèìîñòåé îòêðûòèÿ ïðåäïðèÿòèé. Â ýòîì ñëó÷àå èìååòñÿ î÷åâèäíàÿ
âåðõíÿÿ îöåíêà íà ìàêñèìàëüíûé äîõîä Ëèäåðà. Ðàçðàáîòàííûé àëãîðèòì áûñòðî
íàõîäèò ðàâíîâåñèå ïî Íýøó äëÿ ïðèìåðîâ ñ åâêëèäîâîé ìàòðèöåé ðàññòîÿíèé.
Ïîëó÷àåìîå ðåøåíèå, êàê ïðàâèëî, ñîâïàäàåò ñ âåðõíåé îöåíêîé ïðè ðàçìåðíîñòè íå
áîëåå 50 ìåñò äëÿ îòêðûòèÿ ïðåäïðèÿòèé è 50 êëèåíòîâ. Èññëåäóåòñÿ çàâèñèìîñòü
äîõîäà Ëèäåðà ïðè ðàçíûõ áþäæåòàõ èãðîêîâ.

Ðàáîòà ïîääåðæàíà ãðàíòîì ÐÔÔÈ 11-07-00474.
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ÒÐÅÕÌÅÐÍÀß ÓÏÀÊÎÂÊÀ ÖÈËÈÍÄÐÎÂ È
ÏÀÐÀËËÅËÅËÅÏÈÏÅÄÎÂ Â ÏÎËÓÁÅÑÊÎÍÅ×ÍÛÉ ÊÎÍÒÅÉÍÅÐ Ñ

Ó×ÅÒÎÌ ÐÀÑÏÎËÎÆÅÍÈß ÖÅÍÒÐÀ ÌÀÑÑ
È.Ñ. Êîùååâ

Ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à òðåõìåðíîé óïàêîâêè öèëèíäðîâ è ïàðàëëåëåëåïèïåäîâ
â ïîëóáåñêîíå÷íûé êîíòåéíåð ñ ó÷åòîì äîïîëíèòåëüíûõ îãðàíè÷åíèé (ó÷åò ìàññû
ïðåäìåòîâ).

Äàííàÿ çàäà÷à îòíîñèòñÿ ê êëàññó çàäà÷ òðåõìåðíîé óïàêîâêè ñëåäóþùåãî ñîäåð-
æàíèÿ: çàäàí êîíòåéíåð (ñ èçâåñòíîé äëèíîé L, øèðèíîéW è áåñêîíå÷íîé âûñîòîé),
Nc � êîëè÷åñòâî öèëèíäðîâ (ñ èçâåñòíûì ðàäèóñîì ri, âûñîòîé hci è ìàññîé mci), Np

� êîëè÷åñòâî ïàðàëëåëåïèïåäîâ (ñ èçâåñòíîé äëèíîé lj, øèðèíîé wj, âûñîòîé hj è
ìàññîé mpj). Íåîáõîäèìî ðàçìåñòèòü ïðåäìåòû â êîíòåéíåðå òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû
ìèíèìèçèðîâàòü ðàññòîÿíèå ìåæäó öåíòðîì ìàññ ðàçìåùåííûõ ïðåäìåòîâ è çàäàí-
íîé òî÷êîé:

min{ρ(Rc, T )}, ãäå Rc =
∑

spjmpj+
∑

scimci∑
mpj+

∑
mci

� ðàäèóñ âåêòîð öåíòðà ìàññ ðàçìåùåí-

íûõ ïðåäìåòîâ, T � ðàäèóñ âåêòîð çàäàííàé òî÷êè, spj � ðàäèóñ âåêòîð öåíòðà ìàññ
j-ãî ïàðàëëåëåïèïåäà, sci � ðàäèóñ âåêòîð i-ãî öèëèíäðà, ρ � ýâêëèäîâà ìåòðèêà.

Ïðè ýòîì íåîáõîäèìî âûïîëíèòü ñëåäóþùèå îãðàíè÷åíèÿ:
1. Còîðîíû ïàðàëëåëåëîãðàììîâ ïàðàëëåëüíû ñòîðîíàì êîíòåéíåðà.
2. Îñíîâàíèÿ öèëèíäðîâ ïàðàëëåëüíû íèæíåé ñòåíêå êîíòåéíåðà.
3. Ïðåäìåòû íå âûõîäÿò çà ïðåäåëû êîíòåéíåðà.
4. Ïðåäìåòû íå ïåðåêðûâàþòñÿ äðóã ñ äðóãîì.
Ðàññìàòðèâàåìàÿ çàäà÷à îòíîñèòñÿ ê êëàññó NP-òðóäíûõ. Ïðåäëàãàåòñÿ ìåòîä

ðåøåíèÿ, îñíîâàííûé íà ýâîëþöèîííîì àëãîðèòìå (1+1)EA è êîíñòðóêòèâíîé
ýâðèñòèêå ABLP 3D, ÿâëÿþùåéñÿ ëîãè÷åñêèì ïðîäîëæåíèåì ðàáîò [1,2]. Â ñîîáùå-
íèè ðàññìàòðèâàþòñÿ ðåçóëüòàòû ïðîâåäåíèÿ ýêñïåðèìåíòîâ. Òàêæå îáñóæäàåòñÿ
âîçìîæíûé ïîäõîä ê îöåíêå íèæíåé ãðàíèöû ðåøàåìîé çàäà÷è.

Ðàáîòà ïîääåðæàíà ãðàíòàìè ÐÔÔÈ ÈÔ-ÂÊ-23-10-ÃÔ è âûïîëíÿåòñÿ ïî õîçäî-
ãîâîðíîé òåìàòèêå ÈÔ-ÂÊ-03-10-ÕÊ.
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ÏÎÈÑÊ ÍÈÆÍÈÕ ÃÐÀÍÈÖ ÄËß ÐÅØÅÍÈß ÇÀÄÀ×È ÐÀÇÌÅÙÅÍÈß
ÒÐÅÕÌÅÐÍÛÕ ÎÁÚÅÊÒÎÂ Â ÊÎÍÒÅÉÍÅÐÛ

È.Ì. Ëàòûïîâ

Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à ðàçìåùåíèÿ ãðóçîâ ïàðàëëåëåïèïåäíîé ôîð-
ìû â êîíòåéíåðû òðàíñïîðòíûõ ñðåäñòâ äëÿ äàëüíåéøåé ïåðåâîçêè. Ïðåäëàãàåòñÿ
ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü çàäà÷è, ó÷èòûâàþùåé òåõíîëîãè÷åñêèå îãðàíè÷åíèÿ.

Çàäà÷à òðåõìåðíîé óïàêîâêè îòíîñèòñÿ ê êëàññó NP-òðóäíûõ çàäà÷. Ïîýòîìó
äëÿ åå ðåøåíèÿ èñïîëüçóþòñÿ ðàçëè÷íûå ýâðèñòèêè. Ñóùåñòâóåò áîëüøîå êîëè÷å-
ñòâî ðàçëè÷íûõ àëãîðèòìîâ è ïîäõîäîâ äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è, ïîçâîëÿþùèõ ïîëó÷àòü
óäîâëåòâîðèòåëüíûå ðåøåíèÿ çà ïðèåìëåìîå âðåìÿ [3].

Äëÿ êëàññè÷åñêîé çàäà÷è òðåõìåðíîé óïàêîâêè (áåç ó÷åòà òåõíîëîãè÷åñêèõ îãðà-
íè÷åíèé) íà áàçå ãèïåðýâðèñòè÷åñêèõ àëãîðèòìîâ ðàçðàáîòàí àëãîðèòì ðîåâîé ãè-
ïåðýâðèñòèêè [4]. Ìîäèôèêàöèÿ ñîñòîèò â èñïîëüçîâàíèè ìåõàíèçìà ïîñòðîåíèÿ ñî-
ñòàâíûõ àëãîðèòìîâ, îñíîâàííîì íà àëãîðèòìå ï÷åë.

Ðàçðàáîòàííûé àëãîðèòì áûë àäàïòèðîâàí äëÿ èñïîëüçîâàíèÿ â ïðàêòè÷åñêèõ
çàäà÷àõ äëÿ ïåðåâîçîê ãðóçîâ íà òðàíñïîðòíûõ ñðåäñòâàõ. Â ÷èñëå òåõíîëîãè÷åñêèõ
îãðàíè÷åíèé: îòñóòñòâèå áîëüøèõ ïóñòîò, ïðîâèñàíèé â ðåçóëüòèðóþùåì ðàçìåùå-
íèè, îãðàíè÷åíèÿ íà óñòîé÷èâîñòü ãðóçà. Ïðèâîäÿòñÿ ðåçóëüòàòû ýêñïåðèìåíòîâ àë-
ãîðèòìà â ñðàâíåíèè ñ äðóãèìè èçâåñòíûìè àëãîðèòìàìè.

Äëÿ îöåíêè êà÷åñòâà ðàáîòû àëãîðèòìà ïðåäëàãàþòñÿ ìîäåëè äëÿ ïîèñêà íèæíèõ
ãðàíèö çàäà÷ òðåõìåðíîé óïàêîâêè ïàðàëëåëåïèïåäîâ. Ìîäåëè ñòðîèëèñü íà îñíîâå
ðàáîò [1,2]. Ìîäåëè îñíîâàíû íà ðåëàêñàöèè èñõîäíîé çàäà÷è óïàêîâêè. Ïðèâîäèòñÿ
ñðàâíåíèå ýòèõ ìîäåëåé ìåæäó ñîáîé, à òàêæå ñ òðèâèàëüíîé ãðàíèöåé ïî îáúåìó íà
îñíîâå ýêñïåðèìåíòîâ íà òåñòîâûõ íàáîðàõ ñ èçâåñòíûì îïòèìàëüíûì çíà÷åíèåì.

Ðàáîòà ïîääåðæàíà ãðàíòàìè ÐÔÔÈ ÈÔ-ÂÊ-23-10-ÃÔ è âûïîëíÿåòñÿ ïî õîçäî-
ãîâîðíîé òåìàòèêå ÈÔ-ÂÊ-03-10-ÕÊ.
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ÎÁ ÎÄÍÎÌ ÀËÃÎÐÈÒÌÅ ÐÅØÅÍÈß ÇÀÄÀ×È
Î p�ÌÅÄÈÀÍÅ Ñ ÎÃÐÀÍÈ×ÅÍÈßÌÈ ÍÀ ÌÎÙÍÎÑÒÈ

Ò.Â. Ëåâàíîâà, Å.À. Òêà÷óê

Ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à î p-ìåäèàíå ñ îãðàíè÷åíèÿìè íà ìîùíîñòè â ñëåäóþùåé
ïîñòàíîâêå. Äàíî ìíîæåñòâî I = {1, ...,m} ìåñò âîçìîæíîãî îòêðûòèÿ ïðåäïðèÿòèé
è ìíîæåñòâî J = {1, ..., n} êëèåíòîâ. Èçâåñòíû ìîùíîñòè ïóíêòîâ ïðîèçâîäñòâà ai è
îáú¼ìû ïîòðåáëåíèÿ bj, à òàêæå òðàíñïîðòíûå çàòðàòû (tij) íà îáñëóæèâàíèå êëèåí-
òà j ïðåäïðèÿòèåì i. Íåîáõîäèìî ðàçìåñòèòü p ïðåäïðèÿòèé òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû
ìèíèìèçèðîâàòü îáùèå òðàíñïîðòíûå çàòðàòû íà îáñëóæèâàíèå âñåõ êëèåíòîâ ïðè
óñëîâèè óäîâëåòâîðåíèÿ èõ ñïðîñà. Ïóñòü ïåðåìåííàÿ xij ïðèíèìàåò çíà÷åíèå 1, åñëè
ïðåäïðèÿòèå i îáåñïå÷èâàåò êëèåíòà j, è ðàâíà 0 â ïðîòèâíîì ñëó÷àå. Ìàòåìàòè÷å-
ñêàÿ ìîäåëü çàäà÷è èìååò âèä:

F (S) =
∑
j∈J

min
i∈S

tij → min
S⊆I

ïðè óñëîâèÿõ
∑
j∈J

bjxij ≤ ai, i ∈ S, | S |= p.

Ðàçâèâàåòñÿ ïîäõîä ê ðåøåíèþ çàäà÷ îïòèìàëüíîãî ðàçìåùåíèÿ, îñíîâàííûé íà
èñïîëüçîâàíèè ìóëüòèàãåíòíûõ ñèñòåì (ñì., íàïðèìåð, [1, 2]). Äîêëàä ïîñâÿùåí ðàç-
ðàáîòêå àëãîðèòìà ï÷åëèíîãî ðîÿ (ÀÏÐ) äëÿ óêàçàííîé çàäà÷è î p-ìåäèàíå. Âïåðâûå
ÀÏÐ áûë ïðåäñòàâëåí Lu�ci�c è Teodorovi�c (2001) äëÿ çàäà÷è êîììèâîÿæåðà è â íà-
ñòîÿùåå âðåìÿ íàõîäèò âñ¼ áîëüøåå ïðèìåíåíèå [2].

Ïðåäëîæåí âàðèàíò àëãîðèòìà ï÷åëèíîãî ðîÿ, ñîäåðæàùèé ëîêàëüíûé ïîèñê ïî
îêðåñòíîñòè. Ïðîâåäåí âû÷èñëèòåëüíûé ýêñïåðèìåíò è ñðàâíèòåëüíûé àíàëèç ðàç-
ðàáîòàííîãî àëãîðèòìà íà çàäà÷àõ èç áèáëèîòåêè òåñòîâûõ ïðèìåðîâ OR-Library
(http://people.brunel.ac.uk/mastjjb/jeb/info.html).

Ðàáîòà ïîääåðæàíà ãðàíòîì öåëåâîé ïðîãðàììû ÑÎ ÐÀÍ (èíòåãðàöèîííûì ïðî-
åêòîì �7Á) è ïðîåêòîì Ïðåçèäèóìà ÐÀÍ �15.8.
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ÍÅÊÎÒÎÐÛÅ ÀÑÏÅÊÒÛ ÐÀÑÏÀÐÀËËÅËÈÂÀÍÈß
ËÎÊÀËÜÍÎÃÎ ÝËÈÌÈÍÀÖÈÎÍÍÎÃÎ ÀËÃÎÐÈÒÌÀ

ÄËß ÇÀÄÀ× ÄÈÑÊÐÅÒÍÎÉ ÎÏÒÈÌÈÇÀÖÈÈ
Ä.Â. Ëåìòþæíèêîâà, Î.À. Ùåðáèíà

Ïåðñïåêòèâíûìè ìåòîäàìè ñòðóêòóðíîé äåêîìïîçèöèè, èñïîëüçóþùèìè ðàçðå-
æåííîñòü ìàòðèöû îãðàíè÷åíèé çàäà÷ äèñêðåòíîé îïòèìèçàöèè (ÄÎ), ïðåäñòàâëÿ-
þòñÿ ëîêàëüíûå ýëèìèíàöèîííûå àëãîðèòìû (ËÝÀ) [1].

Ðàñïàðàëëåëèâàíèå ìîæåò ñóùåñòâåííî óìåíüøèòü âðåìÿ íàõîæäåíèÿ ðåøåíèé
äëÿ çàäà÷ ÄÎ áîëüøîé ðàçìåðíîñòè, â ñâÿçè ñ ÷åì ðàçðàáîòêà ìåòîäîâ ïàðàëëåëüíîãî
ïîèñêà ðåøåíèé äëÿ çàäà÷ ÄÎ ÷ðåçâû÷àéíî àêòóàëüíà.

Àëãîðèòìè÷åñêàÿ ñõåìà ËÝÀ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ýëèìèíàöèîííîå äåðåâî, âåðøè-
íû êîòîðîãî ñîîòâåòñòâóþò ëîêàëüíûì ïîäçàäà÷àì, à ðåáðà âûðàæàþò çàâèñèìîñòü
ïîäçàäà÷ äðóã îò äðóãà.

Äëÿ ËÝÀ ñóùåñòâóþò ñëåäóþùèå èñòî÷íèêè ðàñïàðàëëåëèâàíèÿ: íåçàâèñèìûå
âåòâè ýëèìèíàöèîííîãî äåðåâà è ðåøåíèå ïàêåòà çàäà÷ ÄÎ, ñîîòâåòñòâóþùèõ áëî-
êàì. Äëÿ ïàðàëëåëüíîé ðåàëèçàöèè ËÝÀ ìîãóò èñïîëüçîâàòüñÿ ñèñòåìû ñ ðàñïðåäå-
ëåííîé ïàìÿòüþ: èõ ïàðàëëåëüíîå ïðîãðàììíîå îáåñïå÷åíèå èñïîëüçóåò ÿâíóþ äå-
êîìïîçèöèþ ðåøàåìîé çàäà÷è íà ïîäçàäà÷è è íàçíà÷åíèå èõ ïðîöåññîðàì, à òàê-
æå áûñòðóþ êîììóíèêàöèîííóþ ñåòü, îáåñïå÷èâàþùóþ ñèíõðîííûé îáìåí äàííûìè
ìåæäó ïðîöåññîðàìè. Ïðîãðàììèðîâàíèå òàêîé ñèñòåìû ìîæåò îñóùåñòâëÿòüñÿ ñ
ïîìîùüþ ñòàíäàðòíîãî ÿçûêà âûñîêîãî óðîâíÿ òèïà C++ èëè Fortran ñ ÿâíîé ïåðå-
äà÷åé ñîîáùåíèé. Òàêæå ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíà ïàðàëëåëüíàÿ ñèñòåìà ïðîãðàìì-
íîãî îáåñïå÷åíèÿ äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ ñìåøàííîãî ÖËÏ � SYMPHONY. Â íàñòîÿùåå
âðåìÿ ðàçðàáîòàíû òàêèå íîâåéøèå âèäû ïàðàëëåëüíûõ àðõèòåêòóð, êàê ìíîãîÿäåð-
íûå ïðîöåññîðû, ãðàôè÷åñêèå ïðîöåññîðû [2] è GRID-ñðåäû, ïðèìåíåíèå êîòîðûõ
ìîãëî áû ñóùåñòâåííî ñíèçèòü âðåìÿ ñ÷åòà äëÿ ËÝÀ.
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ÀÍÀËÈÇ ÑÒÎÕÀÑÒÈ×ÅÑÊÎÉ ÑÅÒÅÂÎÉ ÌÎÄÅËÈ
Ñ ÎÃÐÀÍÈ×ÅÍÍÛÌÈ ÑÊËÀÄÈÐÓÅÌÛÌÈ ÐÅÑÓÐÑÀÌÈ

Â.Â. Ëåîíîâ

Äàí ïðîåêò â âèäå ñåòåâîé ìîäåëè G = (V,E) � îðèåíòèðîâàííîãî âçâåøåííîãî
ãðàôà áåç êîíòóðîâ è ïåòåëü. Ýëåìåíòû ìíîæåñòâà âåðøèí V ñîîòâåòñòâóþò ñîáû-
òèÿì ñåòåâîé ìîäåëè, à ýëåìåíòû ìíîæåñòâà äóã E ⊂ V × V � ðàáîòàì ïðîåêòà.
Íà âûïîëíåíèå ðàáîò âûäåëÿþòñÿ ñêëàäèðóåìûå ðåñóðñû ðàçëè÷íûõ òèïîâ. Êàæ-
äàÿ ðàáîòà çàäàåòñÿ äëèòåëüíîñòüþ è ïîòðåáíîñòüþ â ðåñóðñàõ â êàæäûé åäèíè÷-
íûé èíòåðâàë â òå÷åíèå âûïîëíåíèÿ ýòîé ðàáîòû. Ïðåðûâàíèå ðàáîò íå äîïóñêàåòñÿ.
Â ìíîæåñòâå V âûäåëåíî ïîäìíîæåñòâî òàê íàçûâàåìûõ ðåøàþùèõ ñîáûòèé, äëÿ
êàæäîãî èç êîòîðûõ çàäàþòñÿ âåðîÿòíîñòè ðåàëèçàöèè äóã-ðàáîò, èíöèäåíòíûõ äàí-
íîìó ðåøàþùåìó ñîáûòèþ. Â äàííîì ñîîáùåíèè ðàññìàòðèâàåòñÿ äâà òèïà âõîäîâ
è ÷åòûðå òèïà âûõîäîâ. Ìîäåëü ïðîåêòà ïðè íàëè÷èè ðåøàþùèõ ñîáûòèé íàçûâà-
þò ñòîõàñòè÷åñêîé ñåòåâîé ìîäåëüþ (ÑÑÌ) [1]. Àíàëèç ÑÑÌ îñóùåñòâëÿåòñÿ ïîñëå
ñòàòèñòè÷åñêîãî ðîçûãðûøà çàäàííîãî ÷èñëà íåçàâèñèìûõ ðåàëèçàöèé ìîäåëè.

Ïðîåêò, îïèñûâàåìûé êîíêðåòíîé ðåàëèçàöèåé G̃ ñòîõàñòè÷åñêîé ñåòè, ñ÷èòàåòñÿ
âûïîëíèìûì, åñëè ñóùåñòâóåò äîïóñòèìîå ðàñïèñàíèå ðàáîò S(G̃), óäîâëåòâîðÿþùåå
óñëîâèÿì ïðåäøåñòâîâàíèÿ è ðåñóðñíûì îãðàíè÷åíèÿì, âûïîëíÿåìîå çà ìèíèìàëü-
íûé ñðîê â ïðåäåëàõ ïëàíîâîãî ïåðèîäà [2]. Â ñëó÷àå ñêëàäèðóåìîñòè îãðàíè÷åííûõ
ðåñóðñîâ òàêîå ðàñïèñàíèå íàõîäèòñÿ çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ [3].

Òðåáóåòñÿ íàéòè ýìïèðè÷åñêóþ ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ âðåìåíè âûïîëíåíèÿ
ïðîåêòà â ïðåäåëàõ çàäàííîãî ïëàíîâîãî ïåðèîäà. Â äàííîé ðàáîòå ïðåäëàãàåòñÿ ïðî-
ãðàììíàÿ ðåàëèçàöèÿ ïîëèíîìèàëüíîãî àëãîðèòìà àíàëèçà îïèñàííîé âûøå ÑÑÌ
ïðè îãðàíè÷åíèÿõ íà ðåñóðñû ñêëàäèðóåìîãî òèïà.

Ðàáîòà ïîääåðæàíà ãðàíòîì ÐÔÔÈ (ïðîåêòû 12-01-00093 è 10-07-00195), öåëåâîé
ïðîãðàììû � 15 Ïðåçèäèóìà ÐÀÍ (ïðîåêò � 8 ÑÎ ÐÀÍ), öåëåâîé ïðîãðàììû ÑÎ
ÐÀÍ (èíòåãðàöèîííûé ïðîåêò � 7Á), à òàêæå ãðàíòîì ÔÖÏ ¾Íàó÷íûå è íàó÷íî-
ïåäàãîãè÷åñêèå êàäðû èííîâàöèîííîé Ðîññèè¿ (ãîñ. êîíòðàêò 14.740.11.0362).
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ÐÀÑÏÈÑÀÍÈÅ Ñ ÍÅÏÐÅÐÛÂÍÛÌ ÏÐÅÏÎÄÀÂÀÍÈÅÌ
À.Ì. Ìàãîìåäîâ

Â òåêñòå èñïîëüçîâàíû îáîçíà÷åíèÿ è îïðåäåëåíèÿ êíèãè [1]; â ÷àñòíîñòè, â ãðàôå
äîïóñêàþòñÿ ïàðàëëåëüíûå ð¼áðà.

Èñõîäíûå äàííûå ê ðàñïèñàíèþ ó÷åáíûõ çàíÿòèé ïðåïîäàâàòåëåé ìíîæåñòâà X ñ
ó÷åáíûìè ãðóïïàìè ìíîæåñòâà Y ïðåäñòàâëåíû äâóäîëüíûì ãðàôîì G = (X, Y,E),
ãäå ðåáðî (x, y) ïðèñóòñòâóåò â ìíîæåñòâå E òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ïðåïîäàâà-
òåëþ x çàïëàíèðîâàíî çàíÿòèå ñ ó÷åáíîé ãðóïïîé y. Ð¼áåðíóþ ∆-ðàñêðàñêó ãðàôà
G îïðåäåëèì êàê ñþðúåêöèþ E → {1, . . . ,∆}. Ð¼áåðíóþ ∆-ðàñêðàñêó ãðàôà áóäåì
íàçûâàòü èíòåðâàëüíîé, åñëè â ëþáîé âåðøèíå v ãðàôà öâåòà èíöèäåíòíûõ ð¼áåð
îáðàçóþò íàáîð èç dGv ïîñëåäîâàòåëüíûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë. Ïîä íåïðåðûâíûì ðàñ-
ïèñàíèåì áóäåì ïîíèìàòü èíòåðâàëüíóþ ð¼áåðíóþ ðàñêðàñêó ãðàôà G.

Òðåáóåòñÿ óêàçàòü íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ íåïðåðûâ-
íîãî ðàñïèñàíèÿ, äîïóñêàþùèå ýôôåêòèâíóþ ïðîâåðêó. Â îáùåì ñëó÷àå ýòî îêàçûâà-
åòñÿ íåâîçìîæíûì, åñëè ãèïîòåçà P ̸= NP âåðíà: çàäà÷à îá èíòåðâàëüíîé ðàñêðàñêå
NP -ïîëíà, äàæå åñëè dGx = 6 ∀x ∈ X, dGy = 3 ∀y ∈ Y [2].

Ìû ñôîðìóëèðóåì ýòè óñëîâèÿ äëÿ ñëó÷àÿ

dGx = 2 ∀x ∈ X, dGy = ∆ ∀y ∈ Y. (1)

Äëÿ êàæäîé âåðøèíû xi ∈ X è èíöèäåíòíûõ åé ð¼áåð (xi, yj), (xi, yk) âûïîëíèì çà-
ìåíó êîíñòðóêöèè xi, (xi, yj), (xi, yk) ðåáðîì (yj, yk); äëÿ ïîëó÷åííîãî ãðàôà G′ ÷åðåç
D(G′) îáîçíà÷èì ìàêñèìóì îòíîøåíèÿ ìîùíîñòè ìíîæåñòâà ð¼áåð ïîäãðàôàG′′ ⊆ G′

ê ìîùíîñòè ìíîæåñòâà âåðøèí ïîäãðàôà G′′.
Òåîðåìà 1. Ïóñòü äëÿ ãðàôà G = (X, Y,E) âûïîëíåíû ñîîòíîøåíèÿ (1). Òî-

ãäà äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ èíòåðâàëüíîé ð¼áåðíîé ∆-ðàñêðàñêè ãðàôà G íåîáõîäèìî è
äîñòàòî÷íî âûïîëíåíèå íåðàâåíñòâà

D(G′) ≤ ⌊∆/2⌋ .

Ðàáîòà ïîääåðæàíà ãîñ.çàäàíèåì 1.1923.2011.
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ÌÓËÜÒÈÏÐÎÖÅÑÑÎÐÍÀß ÎÁÐÀÁÎÒÊÀ Ñ ÎÄÍÎÂÐÅÌÅÍÍÛÌ ÍÀ×ÀËÎÌ
Ò.À. Ìàãîìåäîâ

Â òåêñòå èñïîëüçîâàíû îáîçíà÷åíèÿ è îïðåäåëåíèÿ èç [1].
Ïóñòü êàæäîìó ïðîöåññîðy èç ìíîæåñòâà X = {xi} âûäåëåí íàáîð çàäàíèé èç

ìíîæåñòâà Y = {yk}. Ïðîöåññîð xi äîëæåí âûïîëíèòü òî÷íî îäíó îïåðàöèþ íàä êàæ-
äûì âûäåëåííûì åìó çàäàíèåì yk; äëèòåëüíîñòü êàæäîé îïåðàöèè ðàâíà åäèíèöå,
çàïðåùåíî ó÷àñòèå ïðîöåññîðà èëè çàäàíèÿ â íåñêîëüêèõ îïåðàöèÿõ îäíîâðåìåííî,
óñëîâèÿ ÷àñòè÷íîãî ïðåäøåñòâîâàíèÿ îòñóòñòâóþò. Òðåáóåòñÿ ñîñòàâèòü ðàñïèñàíèå,
â êîòîðîì âñå ïðîöåññîðû âêëþ÷àþòñÿ îäíîâðåìåííî è êàæäûé ïðîöåññîð ðàáîòàåò
áåç ïðîñòîåâ ñ ìîìåíòà âêëþ÷åíèÿ äî ñâîåãî âûêëþ÷åíèÿ. Òàêîé ðåæèì âîñòðåáîâàí
â ðÿäå ýêîíîìè÷åñêèõ çàäà÷.

Èñõîäíûå äàííûå ê ðàñïèñàíèþ î÷åâèäíûì îáðàçîì èíäóöèðóþò äâóäîëüíûé
ãðàô G = (X, Y,E), â êîòîðîì ðåáðî (xi, yk) ïðèñóòñòâóåò òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
ïðîöåññîðó xi çàïëàíèðîâàíà îïåðàöèÿ íàä çàäàíèåì yk. Âûïîëíåíèå îïåðàöèè ïðî-
öåññîðîì xi íàä çàäàíèåì yk â äèñêðåòíûé ìîìåíò âðåìåíè j áóäåì èíòåðïðåòèðîâàòü
êàê ïðèñâîåíèå ðåáðó (xi, yk) ∈ E ìåòêè j.

Çàäà÷à î íåïðåðûâíîì ðàñïèñàíèè ñ îäíîâðåìåííûì íà÷àëîì. Íàéòè ðàçáèåíèå
ìíîæåñòâà ð¼áåð E íà ïàðîñî÷åòàíèÿ E1, . . . , E∆ (Ej � íàáîð âñåõ ð¼áåð ãðàôà, ïî-
ìå÷åííûõ ìåòêîé j; êàæäîå Ej ñîîòâåòñòâóåò íàáîðó âñåõ îïåðàöèé, âûïîëíÿåìûõ
â ìîìåíò âðåìåíè j, 1 ≤ j ≤ ∆), ãäå äëÿ êàæäîé âåðøèíû x ∈ X ìåòêè ð¼áåð,
èíöèäåíòíûõ x, îáðàçóþò ìíîæåñòâî {1, . . . , dGx}.

Ïîä ïðåîáðàçîâàíèåì �âû÷èñëåíèå è óäàëåíèå� èñõîäíîãî ãðàôà G = (X,Y,E) (à
òàêæå ãðàôîâ � ðåçóëüòàòîâ ïðèìåíåíèÿ äàííîãî ïðèìåíåíèÿ) áóäåì ïîíèìàòü âû-
÷èñëåíèå è óäàëåíèå ìèíèìàëüíîãî ïàðîñî÷åòàíèÿ, íàñûùàþùåãî âñå âåðøèíû íàè-
áîëüøåé ñòåïåíè.

Òåîðåìà 1. Óñëîâèÿ
dGxi ≥ dGyk ∀(xi, yk) ∈ E (2)

èíâàðèàíòíû îòíîñèòåëüíî ïðåîáðàçîâàíèÿ �âû÷èñëåíèå è óäàëåíèå�. Ïðè âûïîëíå-
íèè (2) çàäà÷à î íåïðåðûâíîì ðàñïèñàíèè ñ îäíîâðåìåííûì íà÷àëîì âñåãäà èìååò
ðåøåíèå.

Ðàáîòà ïîääåðæàíà ãîñ. çàäàíèåì 1.1923.2011.
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ÈÑÑËÅÄÎÂÀÍÈÅ ÍÀÄÅÆÍÎÑÒÈ ÐÀÑÏÈÑÀÍÈÉ
ÏÐÈ ÏËÀÍÈÐÎÂÀÍÈÈ ÈÍÂÅÑÒÈÖÈÎÍÍÛÕ ÏÐÎÅÊÒÎÂ

Å.À. Ìàðòûíîâà, Â.Â. Ñåðâàõ

Ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à êàëåíäàðíîãî ïëàíèðîâàíèÿ èíâåñòèöèîííûõ ïðîåêòîâ ñ
îãðàíè÷åíèÿìè íà ôèíàíñîâûå ðåñóðñû è êðèòåðèåì ìàêñèìèçàöèè ïðèáûëè. Ïîä
ïðîåêòîì ïîíèìàåòñÿ ìíîæåñòâî âçàèìîñâÿçàííûõ ðàáîò V = {1, 2, . . . , n}. Ïðåäïî-
ëàãàåòñÿ, ÷òî â ãîä t = 1, 2, . . . , T èìåþòñÿ ôèíàíñîâûå ðåñóðñû â îáúåìå K(t), ãäå
T � ïåðèîä ïëàíèðîâàíèÿ ïðîåêòà. Äëèòåëüíîñòü ðàáîòû j ∈ V ðàâíà pj, à òðåáóåìûå
âëîæåíèÿ çàäàþòñÿ âåëè÷èíàìè kj(τ), τ = 1, 2, . . . , pj. Âûïîëíåíèå ðàáîò ïðèíîñèò
äîõîä cj(τ), êîòîðîé ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàí äëÿ äàëüíåéøåãî ôèíàíñèðîâàíèÿ. Îò-
ìåòèì, ÷òî cj(τ) ÿâëÿþòñÿ ñëó÷àéíûìè âåëè÷èíàìè.

Â [1,2] ïðåäëîæåí ïîäõîä ê îöåíêå íàäåæíîñòè ðàñïèñàíèÿ âûïîëíåíèÿ ðàáîò
ïðîåêòà. Ðàñïèñàíèå S îöåíèâàëîñü ïî ñëåäóþùèì ïàðàìåòðàì:

NPV (S) � ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ÷èñòîé ïðèâåäåííîé ïðèáûëè ïðîåêòà;
D(S) � äèñïåðñèÿ ïðèáûëè ïðîåêòà;
P (S) � âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî îãðàíè÷åíèÿ ïî ðåñóðñàì â íåêîòîðûé ìîìåíò âðå-

ìåíè áóäóò íàðóøåíû, è ïðîåêò íå ñìîæåò áûòü ïðîäîëæåí.
Ýòè ïàðàìåòðû ïîçâîëÿþò àíàëèçèðîâàòü ðàçëè÷íûå ðàñïèñàíèÿ ñ òî÷êè çðåíèÿ

íå òîëüêî ïðèáûëè, íî è ðèñêîâ. Ñ ïîìîùüþ òàêîãî ïîäõîäà ìîæíî ñðàâíèâàòü ðàñ-
ïèñàíèÿ ìåæäó ñîáîé, à òàêæå âûÿñíÿòü çàâèñèìîñòü èíòåðåñóþùèõ íàñ ïàðàìåòðîâ
îò âõîäíûõ äàííûõ. Â ïîñòðîåííîé ìîäåëè ó÷èòûâàåòñÿ âîçìîæíîñòü èñïîëüçîâàíèÿ
êðåäèòîâ. Èññëåäóåòñÿ óñòîé÷èâîñòü ðàñïèñàíèé ê èçìåíåíèþ îáúåìà íà÷àëüíîãî
êàïèòàëà è ïðîöåíòíîé ñòàâêè ïî êðåäèòàì.

Ðàáîòà ïîääåðæàíà ãðàíòîì ÐÔÔÈ 12-01-00122 è ãðàíòîì öåëåâîé ïðîãðàììû
ÑÎ ÐÀÍ (èíòåãðàöèîííûé ïðîåêò � 7Á).
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ÇÀÄÀ×È ÎÏÒÈÌÈÇÀÖÈÈ È ÈÕ ÑÂÎÉÑÒÂÀ
Â ËÎÃÈ×ÅÑÊÈÕ ÀËÃÎÐÈÒÌÀÕ ÐÀÑÏÎÇÍÀÂÀÍÈß

È.Ñ. Ìàñè÷

Ñîçäàíèå è èñïîëüçîâàíèå ëîãè÷åñêèõ àëãîðèòìîâ ðàñïîçíàâàíèÿ îñíîâûâàåòñÿ
íà âûÿâëåíèè â èñõîäíûõ äàííûõ çàêîíîìåðíîñòåé, èç íàáîðà êîòîðûõ ôîðìèðóåò-
ñÿ ðåøàþùàÿ ôóíêöèÿ. Ïîèñê çàêîíîìåðíîñòåé ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê çàäà÷ó
êîìáèíàòîðíîé îïòèìèçàöèè, ãäå êðèòåðèåì ÿâëÿåòñÿ ïîêðûòèå çàêîíîìåðíîñòüþ
îáúåêòîâ âûáîðêè.

Äëÿ ïîëó÷åíèÿ áîëåå ýôôåêòèâíîãî ðåøåíèÿ âûáîð àëãîðèòìà îïòèìèçàöèè ñëå-
äóåò ïðîèçâîäèòü èñõîäÿ èç õàðàêòåðíûõ ñâîéñòâ, ïðèñóùèõ ðàññìàòðèâàåìîé îïòè-
ìèçàöèîííîé çàäà÷å. Â äàííîé ðàáîòå ðàññìàòðèâàþòñÿ íåêîòîðûå ñâîéñòâà çàäà÷
îïòèìèçàöèè, ðåøàåìûõ â õîäå ïîèñêà ëîãè÷åñêèõ çàêîíîìåðíîñòåé â äàííûõ. Çàêî-
íîìåðíîñòè ÿâëÿþòñÿ ýëåìåíòàðíûìè áëîêàìè äëÿ ïîñòðîåíèÿ ëîãè÷åñêèõ àëãîðèò-
ìîâ ðàñïîçíàâàíèÿ.

Ðåçóëüòàòû èññëåäîâàíèé ïîêàçûâàþò, ÷òî â ïðîñòðàíñòâå ïîèñêà èìåþòñÿ ìíî-
æåñòâà ïîñòîÿíñòâà öåëåâîé ôóíêöèè, òî åñòü ñâÿçàííûå ìíîæåñòâà, â êîòîðûõ ôóíê-
öèÿ ïðèíèìàåò îäèíàêîâîå çíà÷åíèå. Íàëè÷èå ìíîæåñòâ ïîñòîÿíñòâà çàòðóäíÿåò ðà-
áîòó àëãîðèòìîâ îïòèìèçàöèè, íà÷èíàþùèõ ïîèñê èç äîïóñòèìîé òî÷êè è âåäóùèõ
åãî ïî ñîñåäíèì òî÷êàì, òàê êàê âû÷èñëåíèå öåëåâîé ôóíêöèè â ñèñòåìå îêðåñòíî-
ñòåé, ñîñòîÿùåé èç ñîñåäíèõ òî÷åê, íå äàåò èíôîðìàöèè î íàèëó÷øåì íàïðàâëåíèè
ïîèñêà.

Ïðè ðåøåíèè ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷ áîëüøèõ ðàçìåðíîñòåé ýòî ìíîæåñòâî ïîñòî-
ÿíñòâà ìîæåò áûòü òàêèì, ÷òî åìó ïðèíàäëåæèò áîëüøàÿ ÷àñòü òî÷åê äîïóñòèìîé
îáëàñòè. Ýòî óñëîæíÿåò èëè äåëàåò íåâîçìîæíîé ðàáîòó òàêèõ àëãîðèòìîâ êàê ãå-
íåòè÷åñêèé àëãîðèòì, ëîêàëüíûé ïîèñê ñ ìóëüòèñòàðòîì.

Îäèí èç ñïîñîáîâ óëó÷øèòü ñèòóàöèþ � èñïîëüçîâàòü èíôîðìàöèþ íå òîëüêî
î ïîêðûòèè çàêîíîìåðíîñòüþ îáúåêòîâ âûáîðêè, íî òàêæå èñïîëüçîâàòü äàííûå î
ðàññòîÿíèè îò ìíîæåñòâà òî÷åê, çàäàâàåìîãî çàêîíîìåðíîñòüþ, äî íåïîêðûòûõ ïîêà
îáúåêòîâ.

Ðåçóëüòàòû èññëåäîâàíèé ïîêàçûâàþò, ÷òî èñïîëüçîâàíèå ìåðû áëèçîñòè îáú-
åêòîâ âûáîðêè ê çàêîíîìåðíîñòè ïîçâîëÿåò ïðåîäîëåòü òðóäíîñòè, ñâÿçàííûå ñ
õàðàêòåðíûìè îñîáåííîñòÿìè ðåøàåìîé çàäà÷è îïòèìèçàöèè è ïðîÿâëÿþùèåñÿ â
íàëè÷èè ìíîæåñòâ ïîñòîÿíñòâà, è íàõîäèòü ëó÷øèå çàêîíîìåðíîñòè â äàííûõ äëÿ
èõ èñïîëüçîâàíèÿ â ðåøåíèè çàäà÷ ðàñïîçíàâàíèÿ.
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ÏÐÈÌÅÍÅÍÈÅ ÏÅÐÈÎÄÈ×ÅÑÊÈÕ ÐÀÑÏÈÑÀÍÈÉ ÏÐÈ ÎÁÐÀÁÎÒÊÅ
ÎÄÍÎÒÈÏÍÛÕ ÄÅÒÀËÅÉ

Ì.À. Ìåæåöêàÿ

Íà ïðîèçâîäñòâåííîé ëèíèè, ñîñòîÿùåé èç m ðàçëè÷íûõ ìàøèí, íåîáõîäèìî îá-
ðàáîòàòü ïàðòèþ N îäíîòèïíûõ äåòàëåé. Îáðàáîòêà äåòàëè çàêëþ÷àåòñÿ â ïîñëå-
äîâàòåëüíîì âûïîëíåíèè îïåðàöèé O1, O2, ..., On. Îïåðàöèÿ âûïîëíÿåòñÿ íà ìàøèíå
mi â òå÷åíèå pi åäèíèö âðåìåíè. Ìàøèíû â òåõíîëîãè÷åñêîì ìàðøðóòå ìîãóò ïîâòî-
ðÿòüñÿ. Ïðåðûâàíèÿ îïåðàöèé çàïðåùåíû. Îäíîâðåìåííîå âûïîëíåíèå äâóõ è áîëåå
îïåðàöèé íà îäíîé ìàøèíå íå äîïóñêàåòñÿ. Òðåáóåòñÿ ìèíèìèçèðîâàòü âðåìÿ îáðà-
áîòêè âñåõ äåòàëåé.

Ïðè áîëüøîì êîëè÷åñòâå äåòàëåé óäîáíî èñïîëüçîâàòü öèêëè÷åñêèå ðàñïèñàíèÿ
[1]. Òàêèå ðàñïèñàíèÿ îáåñïå÷èâàþò ðèòìè÷íîñòü çàãðóçêè îáîðóäîâàíèÿ è èñïîë-
íèòåëåé, ïîçâîëÿþò ýôôåêòèâíî ïëàíèðîâàòü êàê ïîñòàâêè ðåñóðñîâ, òàê è ñáûò
ãîòîâîé ïðîäóêöèè. Âàæíî, ÷òî ïðè ðàñïèñàíèè ñ ìèíèìàëüíûì âðåìåíåì öèêëà
ïðîèçâîäèòåëüíîñòü ëèíèè ìàêñèìàëüíà. Íåêîòîðûå ïîòåðè ïðîèñõîäÿò òîëüêî ïðè
çàïóñêå ïàðòèè â ïðîèçâîäñòâî è åå çàâåðøåíèè. Êðîìå òîãî, îïòèìàëüíîå öèêëè÷å-
ñêîå ðàñïèñàíèå ñòðîèòñÿ çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ.

Îäíàêî, öèêëè÷åñêèå ðàñïèñàíèÿ íå âñåãäà ýôôåêòèâíû, òàê êàê âîçíèêàþùèå
ïðîñòîè ìåæäó îïåðàöèÿìè òðåáóþò äîïîëíèòåëüíûõ çàòðàò íà òðàíñïîðòèðîâêó
è õðàíåíèå íåçàâåðøåííûõ äåòàëåé. Áîëåå óäîáíûìè îêàçûâàþòñÿ ïåðèîäè÷åñêèå
ðàñïèñàíèÿ [2].

Ðàñïèñàíèå íàçûâàåòñÿ L-ïåðèîäè÷åñêèì ñî âðåìåíåì ïåðèîäà T , åñëè äëÿ êàæ-
äîãî j = 1, 2, ..., n è íàòóðàëüíîãî k > L âûïîëíÿåòñÿ t(j; k) = t(j; k − L) + T , ãäå
t(j; k) � âðåìÿ íà÷àëà âûïîëíåíèÿ îïåðàöèè j äåòàëè k.

Ïåðèîäè÷åñêèå ðàñïèñàíèÿ, ñ îäíîé ñòîðîíû, ñîõðàíÿþò ðèòìè÷íîñòü ïðîèçâîä-
ñòâà, à ñ äðóãîé, ïîçâîëÿþò óëó÷øèòü äðóãèå ïðîèçâîäñòâåííûå õàðàêòåðèñòèêè: âðå-
ìÿ íàõîæäåíèÿ äåòàëè â ñèñòåìå, êîëè÷åñòâî îäíîâðåìåííî îáðàáàòûâàåìûõ äåòàëåé,
îáùåå âðåìÿ îáðàáîòêè è òàê äàëåå. Ýòî ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî öèêëè÷åñêèå ðàñïèñàíèÿ
ÿâëÿþòñÿ ïîäìíîæåñòâîì ïåðèîäè÷åñêèõ, è íà áîëåå øèðîêîì êëàññå íåêîòîðûå ïà-
ðàìåòðû ìîãóò áûòü óëó÷øåíû. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå èññëåäóþòñÿ ïðåèìóùåñòâà è
íåäîñòàòêè ïåðèîäè÷åñêèõ ðàñïèñàíèé, èõ îñíîâíûå õàðàêòåðèñòèêè.
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ÐÅÇÓËÜÒÀÒÛ ÝÊÑÏÅÐÈÌÅÍÒÀËÜÍÎÃÎ ÈÑÑËÅÄÎÂÀÍÈß
ÀËÃÎÐÈÒÌÀ ÂÅÒÂÅÉ È ÃÐÀÍÈÖ ÄËß ÇÀÄÀ×È

ÊÎÍÊÓÐÅÍÒÍÎÃÎ ÐÀÇÌÅÙÅÍÈß ÏÐÅÄÏÐÈßÒÈÉ
À.À. Ìåëüíèêîâ

Ðàññìàòðèâàåòñÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü äëÿ ñèòóàöèè, â êîòîðîé äâå ñîïåðíè÷à-
þùèå ñòîðîíû, èìåíóåìûå â òåðìèíîëîãèè èãðû Øòàêåëüáåðãà [1] Ëèäåðîì è Ïîñëå-
äîâàòåëåì, ïîñëåäîâàòåëüíî ðàçìåùàþò ñâîè ïðåäïðèÿòèÿ â êîíå÷íîì äèñêðåòíîì
ïðîñòðàíñòâå, ñòðåìÿñü çàõâàòèòü ïîòðåáèòåëåé è ìàêñèìèçèðîâàòü ñâîþ ïðèáûëü.
Êàæäûé ïîòðåáèòåëü ñðåäè îòêðûòûõ îáåèìè ñòîðîíàìè ïðåäïðèÿòèé äëÿ ñâîåãî îá-
ñëóæèâàíèÿ âûáèðàåò òî ïðåäïðèÿòèå, êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ íàèáîëåå ïðèâëåêàòåëüíûì
ñ åãî òî÷êè çðåíèÿ. Òàêèì îáðàçîì çàäà÷à ðàçìåùåíèÿ ïðåäïðèÿòèé ñ ïðåäïî÷òåíèÿ-
ìè ïîòðåáèòåëåé îáîáùàåòñÿ íà ñëó÷àé êîíêóðåíòíîé áîðüáû äâóõ ñòîðîí. Ïðîáëåìà
ïîèñêà íàèëó÷øåãî ðàçìåùåíèÿ Ëèäåðà ôîðìóëèðóåòñÿ â âèäå çàäà÷è äâóõóðîâíåâî-
ãî áóëåâà ïðîãðàììèðîâàíèÿ [2,3]. Â êà÷åñòâå äîïóñòèìûõ ðåøåíèé ýòîé çàäà÷è ðàñ-
ñìàòðèâàþòñÿ êîîïåðàòèâíûå è íåêîîïåðàòèâíûå ðåøåíèÿ. Äëÿ ïîèñêà îïòèìàëüíûõ
ðåøåíèé è ðåøåíèé ñ ãàðàíòèðîâàííîé îöåíêîé òî÷íîñòè ïðåäëîæåí ìåòîä âåòâåé
è ãðàíèö. Ïðîâåäåíû ÷èñëåííûå ýêñïåðèìåíòû, èñïîëüçóþùèå â êà÷åñòâå âõîäíûõ
äàííûõ ïðèìåðû èç áèáëèîòåêè [4].

Â äàííûõ ïðèìåðàõ äîñòóïíûìè äëÿ ðàçìåùåíèÿ ïðåäïðèÿòèé ìåñòàìè, à òàêæå
ìåñòàìè ðàñïîëîæåíèÿ ïîòðåáèòåëåé ÿâëÿþòñÿ âåðøèíû íåêîòîðîãî ãðàôà. Ïðåäïî-
÷òåíèÿ ïîòðåáèòåëåé çàäàþòñÿ ãðàôîâûìè ðàññòîÿíèÿìè. ×èñëî âåðøèí â ãðàôàõ
ðàâíî 20, 30, 40 è 50 äëÿ ïðèìåðîâ èç êëàññà À è 25, 49 � äëÿ ïðèìåðîâ êëàññà
Á. Êëàññ ïðèìåðîâ À ïîðîæäåí ãðàôàìè, îáðàçîâàííûìè ñëó÷àéíî âûáðàííûìè íà
åäèíè÷íîì êâàäðàòå òî÷êàìè, ñîåäèíåííûìè ñ íåêîòîðîé âåðîÿòíîñòüþ. Äëÿ ïðè-
ìåðîâ êëàññà Á çàðàíåå çàäàíà ãðàôîâàÿ ñòðóêòóðà è ìåíÿþòñÿ òîëüêî ÷èñëîâûå
ïàðàìåòðû, ëèáî òîëüêî ÷èñëîâûå ïàðàìåòðû è äëèíû ðåáåð ãðàôà.

Ðåçóëüòàòû ýêñïåðèìåíòîâ ïîêàçûâàþò ýôôåêòèâíîñòü ïðåäëàãàåìîãî àëãîðèòìà
ïðèìåíèòåëüíî ê ïðèìåðàì ìàëîé è ñðåäíåé ðàçìåðíîñòè.
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ÎÁ ÎÄÍÎÉ ÇÀÄÀ×Å ÊÀËÅÍÄÀÐÍÎÃÎ ÏËÀÍÈÐÎÂÀÍÈß
ÏÐÎÅÊÒÀ Ñ ÊÐÈÒÅÐÈÅÌ ÌÀÊÑÈÌÈÇÀÖÈÈ ÏÐÈÁÛËÈ

Ä.Ñ. Îðëîâà

Ïóñòü ïðîåêò îïèñûâàåòñÿ ñåòåâûì ãðàôîì G = (V,E). Â êàæäîì åäèíè÷íîì
ïðîìåæóòêå âðåìåíè [t − 1, t), t ∈ Z+, èíòåðâàëà ïëàíèðîâàíèÿ [0, T ) èìååòñÿ Qk(t)
ðåñóðñîâ âèäà k ∈ K. Ðàáîòà j ∈ V õàðàêòåðèçóåòñÿ ïðîäîëæèòåëüíîñòüþ pj ∈ Z+,
ïîòðåáíîñòüþ qki (τ) â ðåñóðñå âèäà k íà èíòåðâàëå âðåìåíè [τ − 1, τ), τ = 1, . . . , pj,
è ïðèáûëüíîñòüþ cj(sj) ðàáîòû j â çàâèñèìîñòè îò ìîìåíòà sj íà÷àëà âûïîëíåíèÿ
ðàáîòû. Â ïðåäïîëîæåíèè ñêëàäèðóåìîñòè îðàíè÷åííûõ ðåñóðñîâ çàäà÷à ìîæåò áûòü
çàïèñàíà â âèäå: 

∑
j∈V

cj(sj) −→ max;

si + pi ≤ sj, (i, j) ∈ E;
t∑

t′=1

∑
j∈N(S,t)

qkj (t
′ − sj) ≤

t∑
t′=1

Qk(t′), k ∈ K;

sj + pj ≤ T, j ∈ V,

ãäå N(S, t) = {j | sj < t ≤ sj + pj} � ìíîæåñòâî ðàáîò, âûïîëíÿåìûõ â èíòåðâàëå
(t− 1, t], S � ñîâîêóïíîñòü ìîìåíòîâ sj íà÷àë ðàáîò j ∈ V .

Äàííàÿ çàäà÷à NP-òðóäíà íåñìîòðÿ íà ïðåäïîëîæåíèå î ñêëàäèðóåìîñòè ðåñóðñîâ
[1, 2]. Â äàííîì ñîîáùåíèè äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è ïðåäëàãàåòñÿ ïðèáëèæåííûé àëãî-
ðèòì â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî ðàáîòàì ñ ïîëîæèòåëüíîé ïðèáûëüíîñòüþ ñîîòâåòñòâóþò
ìàêñèìàëüíûå ýëåìåíòû ÷àñòè÷íîãî ïîðÿäêàG. Ïðåäñòàâëåíû îöåíêè ñëîæíîñòè àë-
ãîðèòìà. Àëãîðèòì ïñåâäîïîëèíîìèàëåí ïðè êîíñòàíòíîì ÷èñëå ïðèáûëüíûõ ðàáîò.
Àëãîðèòì òåñòèðîâàëñÿ íà ïðèìåðå ïðîåêòîâ îñâîåíèÿ ìåñòîðîæäåíèé óãëåâîäîðîä-
íûõ ðåñóðñîâ Âîñòî÷íîé Ñèáèðè è Äàëüíåãî Âîñòîêà.

Ðàáîòà ïîääåðæàíà ãðàíòàìè ÐÔÔÈ (ïðîåêòû 12-01-00093, 10-07-00195), öåëåâîé
ïðîãðàììû � 15 Ïðåçèäèóìà ÐÀÍ (ïðîåêò � 8 ÑÎ ÐÀÍ), öåëåâîé ïðîãðàììû ÑÎ
ÐÀÍ (èíòåãðàöèîííûé ïðîåêò � 7Á), à òàêæå ãðàíòîì ÔÖÏ "Íàó÷íûå è íàó÷íî-
ïåäàãîãè÷åñêèå êàäðû èííîâàöèîííîé Ðîññèè" (ãîñ. êîíòðàêò 14.740.11.0362).
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ÝÉËÅÐÎÂÎ ÏÎÊÐÛÒÈÅ Ñ ÓÏÎÐßÄÎ×ÅÍÍÛÌ ÎÕÂÀÒÛÂÀÍÈÅÌ
ÄËß ÌÍÎÃÎÑÂßÇÍÎÃÎ ÏËÎÑÊÎÃÎ ÃÐÀÔÀ

Ò.À. Ïàíþêîâà

Ðàññìîòðèì òîïîëîãè÷åñêèé ãðàô íà ïëîñêîñòè, ò. å. ïëîñêèé ãðàô. Áóäåì ãîâî-
ðèòü, ÷òî öåïü â ãðàôå èìååò óïîðÿäî÷åííîå îõâàòûâàíèå, åñëè âíóòðåííîñòü ëþáîé
ïðîéäåííîé ÷àñòè öåïè íå ñîäåðæèò åùå íå ïðîéäåííûõ ðåáåð. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
ðåáåðíî-íåïåðåñåêàþùèõñÿ öåïåé, ñîñòîÿùàÿ èç öåïåé ñ óïîðÿäî÷åííûì îõâàòûâà-
íèåì, íàçûâàåòñÿ ïîêðûòèåì ñ óïîðÿäî÷åííûì îõâàòûâàíèåì. Òàêàÿ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü ìèíèìàëüíîé ìîùíîñòè áóäåò íàçûâàòüñÿ ýéëåðîâûì ïîêðûòèåì ñ óïîðÿäî-
÷åííûì îõâàòûâàíèåì. Àëãîðèòìû ïîñòðîåíèÿ ýéëåðîâûõ öèêëîâ è îïòèìàëüíûõ
ïîêðûòèé ñ óêàçàííûìè ñâîéñòâàìè äëÿ ñâÿçíîãî ãðàôà óæå ïðåäëîæåíû â ðàííèõ
ðàáîòàõ àâòîðà. È ñàìûì èíòåðåñíûì èç ðàññìîòðåííûõ ñëó÷àåâ ÿâëÿåòñÿ ïîñòðî-
åíèå îïòèìàëüíîãî ïîêðûòèÿ ñ ìèíèìàëüíîé äëèíîé äîïîëíèòåëüíûõ ïîñòðîåíèé
ìåæäó êîíöàìè ñîñåäíèõ öåïåé.

Ïðåäëîæèì àëãîðèòì MultiComponentOptimalCover äëÿ ïîñòðîåíèÿ îïòèìàëüíî-
ãî ýéëåðîâà ïîêðûòèÿ ñ óïîðÿäî÷åííûì îõâàòûâàíèåì äëÿ ìíîãîñâÿçíîãî ãðàôà.
Ýòîò àëãîðèòì ðàáîòàåò ñ ïîíÿòèåì ¾óðîâíÿ âëîæåííîñòè¿, êàê è îñòàëüíûå àëãî-
ðèòìû ïîèñêà öåïåé ñ óïîðÿäî÷åííûì îõâàòûâàíèåì.

Àëãîðèòì MultiComponentOptimalCover
Øàã 1. Ïðîñìîòðåòü âñå êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè ãðàôà è îïðåäåëèòü óðîâåíü

âëîæåííîñòè êàæäîé èç íèõ.
Øàã 2. Îòñîðòèðîâàòü êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè ïî óáûâàíèþ çíà÷åíèÿ óðîâíÿ âëî-

æåííîñòè.
Øàã 3. Äëÿ êàæäîé êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè ïîñòðîèòü îïòèìàëüíîå ýéëåðîâî ïî-

êðûòèå ñ óïîðÿäî÷åííûì îõâàòûâàíèåì ñ ïîìîùüþ àëãîðèòìà, èñïîëüçóåìîãî äëÿ
ñâÿçíîãî ãðàôà. Ïåðåéòè â áëèæàéøóþ êîìïîíåíòó ñâÿçíîñòè, íå âêëþ÷åííóþ â ïî-
êðûòèå.

Øàã 4. Îñòàíîâ.
Âû÷èñëèòåëüíàÿ ñëîæíîñòü àëãîðèòìà ñîñòàâëÿåò âåëè÷èíó O(|V |2), ãäå |V | �

÷èñëî âåðøèí ãðàôà. Òàêîé àëãîðèòì ïîçâîëÿåò ïîñòðîèòü òîëüêî äîïóñòèìîå ïî-
êðûòèå ñ óêàçàííûìè ñâîéñòâàìè. ×òî êàñàåòñÿ îïòèìàëüíîé äëèíû äîïîëíèòåëü-
íûõ ïîñòðîåíèé, òî â äàííîì ñëó÷àå êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè ñëåäóåò óïîðÿäî÷èòü íå
òîëüêî ïî óðîâíÿì âëîæåííîñòè. Èõ ñëåäóåò ïîäðàçäåëèòü íà òàê íàçûâàåìûå ¾âëî-
æåííûå ñîîáùåñòâà¿ (êîãäà êîìïîíåíòà ñ óðîâíåì âëîæåííîñòè k ñîäåðæèò â ñåáå
êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè ñ óðîâíåì âëîæåííîñòè áîëüøå k). Íåâîçìîæíî ïåðåêëþ÷èòü-
ñÿ íà ïîñòðîåíèå ïîêðûòèÿ â äðóãîì ñîîáùåñòâå, ïîêà èìåþòñÿ åùå íå ïðîéäåííûå
ðåáðà â òåêóùåì. Çàäà÷à ïîäðàçäåëåíèÿ êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè íà ñîîáùåñòâà ìîæåò
áûòü ðåøåíà íà ýòàïå ðàñïîçíàâàíèÿ êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè ñ ïîìîùüþ âîëíîâîãî àë-
ãîðèòìà. Òàêèì îáðàçîì, ýòà çàäà÷à èìååò òó æå âû÷èñëèòåëüíóþ ñëîæíîñòü, ÷òî è
âîëíîâîé àëãîðèòì.

Ðàáîòà ïîääåðæàíà ãðàíòîì ÐÔÔÈ 10-07-96002-ð_óðàë_à.

c⃝ Ïàíþêîâà Òàòüÿíà Àíàòîëüåâíà,
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ÎÖÅÍÊÈ ÒÎ×ÍÎÑÒÈ ÃÐÀÄÈÅÍÒÍÎÃÎ ÀËÃÎÐÈÒÌÀ ÄËß ÂÇÂÅØÅÍÍÎÉ
ÇÀÄÀ×È Î ÌÈÍÈÌÀËÜÍÎÉ ÐÀÑÊÐÀÑÊÅ ÃÐÀÔÀ

Ê.Í. Ïàõîìîâà

Ïóñòü äàí îáûêíîâåííûé ãðàô G = (V,E), ãäå V � ìíîæåñòâî âåðøèí, E � ìíî-
æåñòâî ðåáåð, n = |V |, m = |E|. Êàæäîé âåðøèíå v ∈ V ïðèïèñàí âåñ w(v) > 0.

Ðàñêðàñêîé ãðàôà G íàçûâàåòñÿ ðàçáèåíèå P = (V1, ..., Vk) ìíîæåñòâà V íà ïî-
ïàðíî íåïåðåñåêàþùèåñÿ ïîäìíîæåñòâà V1, ..., Vk, ãäå Vi � íåçàâèñèìîå ìíîæåñòâî
âåðøèí ãðàôà, i = 1, ..., k. ×èñëî k = |P | íàçûâàåòñÿ ìîùíîñòüþ ðàñêðàñêè. Ïîäìíî-
æåñòâà Vi � öâåòíûå êëàññû, i = 1, ..., k.

Èññëåäóåòñÿ âçâåøåííàÿ çàäà÷à î ìèíèìàëüíîé ðàñêðàñêå ãðàôà G = (V,E): òðå-
áóåòñÿ íàéòè òàêóþ ðàñêðàñêó P0 = (V1, ..., Vk), ÷òîáû ìèíèìèçèðîâàòü ñëåäóþùóþ
ôóíêöèþ:

f(P0) =
k∑

i=1

f(Vi), (1)

ãäå f(Vi) = max{w(v)|v ∈ Vi} � âåñ öâåòíîãî êëàññà, ãäå i = 1, ..., k.
Èçâåñòíî, ÷òî äàííàÿ çàäà÷à ÿâëÿåòñÿ NP -òðóäíîé äàæå äëÿ äâóäîëüíûõ ãðà-

ôîâ [1]. Äëÿ ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è (1) ïðåäëîæåí ãðàäèåíòíûé àëãîðèòì.
Àëãîðèòì WCOL.
Øàã 0. Óïîðÿäî÷èòü âåðøèíû ãðàôà: w(v1) ≥ ... ≥ w(vn). Íà÷àòü ñ òðèâèàëüíîé

ðàñêðàñêè P = (V1, ..., Vn), ãäå Vi = {vi}, i = 1, ..., n; ïåðåéòè íà Øàã 1.
Øàã i (i = 1, ..., n). Òåêóùàÿ ðàñêðàñêà P ñîäåðæèò ìíîæåñòâî Vi. Âûáðàòü íàè-

ìåíüøèé íîìåð j ∈ {i + 1, ..., n}, òàêîé, ÷òî ìíîæåñòâî Vi
∪
Vj íåçàâèñèìî â ãðàôå

G, Vj ← Vi
∪
Vj, è óäàëèòü Vi èç P . Åñëè i < n, òî ïåðåéòè íà Øàã (i + 1), èíà÷å

PWCOL ← P .
Êîíåö.
Ïîëó÷åíû ñëåäóþùèå ãàðàíòèðîâàííûå îöåíêè òî÷íîñòè àëãîðèòìà WCOL:

f(PWCOL)

f(P0)
≤ rw ·

⌊
n+χ(G)

2

⌋
rw + χ(G)− 1

,

f(PWCOL)

f(P0)
≤ rw ·

n

2
· n(n+ 1)− 2m

rw(n2 − 2m) + 2m
,

ãäå P0 � ðàñêðàñêà ãðàôà G ìèíèìàëüíîãî âåñà, PWCOL � ðàñêðàñêà, ïîëó÷åííàÿ
àëãîðèòìîì WCOL, rw = max{w(v)|v ∈ V }/min{w(v)|v ∈ V }, χ(G) � õðîìàòè÷åñêîå
÷èñëî ãðàôà G.

ËÈÒÅÐÀÒÓÐÀ
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ÄÈÑÊÐÅÒÈÇÀÖÈß ÇÀÄÀ×È ÐÀÇÌÅÙÅÍÈß ÊÎÍÊÓÐÈÐÓÞÙÈÕ
ÏÐÅÄÏÐÈßÒÈÉ ÍÀ ÏËÎÑÊÎÑÒÈ

Ì.Ã. Ïàùåíêî

Íà åâêëèäîâîé ïëîñêîñòè çàäàíî êîíå÷íîå ìíîæåñòâî êëèåíòîâ J ñ êîîðäèíàòàìè
xj ∈ R2 è îáú¼ìàìè ïîòðåáëåíèÿ ωj. Íà ïëîñêîñòè óæå ðàçìåùåíû ïðåäïðèÿòèÿ
Ëèäåðà. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî äëÿ êàæäîãî êëèåíòà j îïðåäåëåíà ôóíêöèÿ ïðèâëåêà-
òåëüíîñòè ïðåäïðèÿòèé Aj(ρ, α) =

ajα

ρ2
, çàâèñÿùàÿ îò ðàññòîÿíèÿ ρ ìåæäó êëèåíòîì è

ïðåäïðèÿòèåì, ïîëîæèòåëüíîãî âåùåñòâåííîãî ïàðàìåòðà α, îòðàæàþùåãî óðîâåíü
êà÷åñòâà ïðåäïðèÿòèÿ, è ïîëîæèòåëüíîé êîíñòàíòû aj. Êëèåíò îáñëóæèâàåòñÿ èç
ïðåäïðèÿòèÿ ñ ìàêñèìàëüíûì çíà÷åíèåì ïðèâëåêàòåëüíîñòè. Îáîçíà÷èì ÷åðåç A⋆

j

ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå ïðèâëåêàòåëüíîñòè ïðåäïðèÿòèé Ëèäåðà äëÿ êëèåíòà j.
Çàäà÷à Êîíêóðåíòà ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû ðàçìåñòèòü íà ïëîñêîñòè K ïðåäïðèÿòèé
è òàê óñòàíîâèòü èì çíà÷åíèÿ êà÷åñòâà, ÷òîáû ìàêñèìèçèðîâàòü ñâîþ ïðèáûëü îò
îáñëóæèâàíèÿ êëèåíòîâ. Â [1] ðàññìàòðèâàëàñü äàííàÿ çàäà÷à ïðè áîëåå îáùèõ
ïðåäïîëîæåíèÿõ íà ôóíêöèþ ïðèâëåêàòåëüíîñòè äëÿ åäèíñòâåííîãî ïðåäïðèÿòèÿ
Êîíêóðåíòà. Ïðèáûëü çàäà¼òñÿ ñëåäóþùåé ôóíêöèåé: P = c

∑
j∈J⋆ ωj −

∑
k ckαk;

ãäå c è ck ïîëîæèòåëüíûå êîíñòàíòû, αk � óðîâåíü êà÷åñòâà k-îãî ïðåäïðèÿòèÿ, à
J⋆ � ìíîæåñòâî êëèåíòîâ, îáñëóæèâàåìîå Êîíêóðåíòîì. Ïîëàãàåì, ÷òî j ∈ J⋆, åñëè
äëÿ íåêîòîðîãî ïðåäïðèÿòèÿ k ñ êîîðäèíàòàìè yk ∈ R2 è óðîâíåì êà÷åñòâà αk ∈ R+

âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî Aj(ρ(xj, yk), αk) ≥ A⋆
j .

Òåîðåìà. Ïóñòü (yk, αk), k = 1, ..., K � îïòèìàëüíîå ðåøåíèå çàäà÷è Êîíêóðåíòà.
Òîãäà äëÿ êàæäîãî k íàéäåòñÿ òàêîå ìíîæåñòâî Tk ⊂ J , ñîñòîÿùåå íå áîëåå, ÷åì
èç òðåõ êëèåíòîâ, ÷òî ïàðà (yk, αk) ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì ðåøåíèåì ñëåäóþùåé
çàäà÷è: íàéòè ìèíèìóì αk ïðè îãðàíè÷åíèÿõ Aj(ρ(xj, yk), αk) ≥ A⋆

j äëÿ âñåõ j ∈ Tk.

Ýòà çàäà÷à èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå, êîòîðîå íàõîäèòñÿ èç ãåîìåòðè÷åñêèõ
ñîîáðàæåíèé. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ êàæäîãî k äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü ïîðÿäêà
O(|J |3) ïàð (yk, αk). Åñëè çíà÷åíèå K ÿâëÿåòñÿ êîíñòàíòîé, òî ïîëó÷àåì ïîëè-
íîìèàëüíûé àëãîðèòì ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîíêóðåíòà ñ òðóäîåìêîñòüþ O(|J |3K). Â
ïðîòèâíîì ñëó÷àå çàäà÷à Êîíêóðåíòà ñâîäèòñÿ ê äèñêðåòíîé çàäà÷å î ïîêðûòèè íà
ìàêñèìóì.

Ðàáîòà ïîääåðæàíà ãðàíòîì ÐÔÔÈ 11-07-00474.
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Î ÕÀÐÀÊÒÅÐÈÇÀÖÈÈ ÍÀÑËÅÄÑÒÂÅÍÍÛÕ ÓÍÈÃÐÀÔÎÂ ÍÀ ÎÑÍÎÂÅ
ÊÀÍÎÍÈ×ÅÑÊÎÉ ÄÅÊÎÌÏÎÇÈÖÈÈ

Ð.À. Ïåòðîâè÷

Ãðàô, îïðåäåëÿåìûé ñ òî÷íîñòüþ äî èçîìîðôèçìà ñïèñêîì ñòåïåíåé ñâîèõ âåð-
øèí, íàçûâàåòñÿ óíèãðàôîì [1].

Óíèãðàô íàçûâàåòñÿ íàñëåäñòâåííûì óíèãðàôîì, åñëè êàæäûé åãî ïîðîæäåííûé
(âåðøèííî) ïîäãðàô òàêæå ÿâëÿåòñÿ óíèãðàôîì [2]. Èçâåñòíî, ÷òî íå âñå óíèãðàôû
íàñëåäñòâåííûå.

Îáîçíà÷èì HU êëàññ âñåõ íàñëåäñòâåííûõ óíèãðàôîâ. Â [2] ïðèâåäåíà õàðàêòå-
ðèçàöèÿ êëàññà HU â òåðìèíàõ êîíå÷íîãî ñïèñêà çàïðåùåííûõ ïîðîæäåííûõ ïîä-
ãðàôîâ è ïîñòàâëåíà çàäà÷à åãî õàðàêòåðèçàöèè èñõîäÿ òîëüêî èç ñòåïåíåé âåðøèí
ãðàôà. Î÷åâèäíî, ÷òî èç êîíå÷íîñòè ñïèñêà çàïðåùåííûõ ïîðîæäåííûõ ïîäãðàôîâ
âûòåêàåò, ÷òî çàäà÷à ðàñïîçíàâàíèÿ �G ∈ HU � ðàçðåøèìà çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ.

Â ïðåäñòàâëÿåìîì ñîîáùåíèè ïðåäëàãàåòñÿ ñõåìà ðåøåíèÿ âûøåóïîìÿíóòîé
çàäà÷è çà ëèíåéíîå âðåìÿ íà áàçå òåîðèè êàíîíè÷åñêîé äåêîìïîçèöèè ãðàôîâ
(ñì. Òûøêåâè÷ Ð.È. [3]).

Ñõåìà õàðàêòåðèçàöèè âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì:
1) Ïîèñê íàñëåäñòâåííûõ óíèãðàôîâ â êàòàëîãå íåðàçëîæèìûõ (îòíîñèòåëüíî

îïåðàöèè �êîìïîçèöèÿ� èç [3]) óíèãðàôîâ.
2) Äîêàçàòåëüñòâî óòâåðæäåíèÿ: â ñïèñêå çàïðåùåííûõ ïîäãðàôîâ èç [2] âñå ýëå-

ìåíòû � íåðàçëîæèìûå.
3) Äîêàçàòåëüñòâî óòâåðæäåíèÿ: ãðàô ÿâëÿåòñÿ íàñëåäñòâåííûì óíèãðàôîì

òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà êàæäàÿ åãî íåðàçëîæèìàÿ êîìïîíåíòà åñòü íàñëåäñòâåí-
íûé óíèãðàô.

Ðàáîòà âûïîëíåíà â ÁÃÓ â ðàìêàõ Ãîñóäàðñòâåííîé ïðîãðàììû íàó÷íûõ èññëå-
äîâàíèé Ðåñïóáëèêè Áåëàðóñü íà 2011 � 2015 ãîäû (ÃÏÍÈ Êîíâåðãåíöèÿ).
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Î ÑËÎÆÍÎÑÒÈ ÇÀÄÀ×È ÐÀÇÌÅÙÅÍÈß È ÖÅÍÎÎÁÐÀÇÎÂÀÍÈß
À.Â. Ïëÿñóíîâ, À.À. Ïàíèí

Ðàññìàòðèâàåòñÿ âû÷èñëèòåëüíàÿ ñëîæíîñòü çàäà÷è, êîòîðóþ ìîæíî îïèñàòü â
âèäå ñëåäóþùåé èãðû Øòàêêåëüáåðãà. Íà âåðõíåì óðîâíå Ëèäåð âûáèðàåò ïóíêòû
ïðîèçâîäñòâà è äëÿ êàæäîãî èç íèõ íàçíà÷àåò öåíó, êîòîðóþ âûïëà÷èâàåò ëþáîé èç
ïîòðåáèòåëåé çà îáñëóæèâàíèå â äàííîì ïóíêòå. Íà íèæíåì óðîâíå êàæäûé èç ïî-
òðåáèòåëåé âûáèðàåò òî ïðåäïðèÿòèå, íà êîòîðîì òðàíñïîðòíûå çàòðàòû è çàòðàòû
íà ïðèîáðåòåíèå ïðîäóêöèè â ñóììå ìèíèìàëüíû. Ïîêóïêà ñîâåðøàåòñÿ â òîì ñëó-
÷àå, êîãäà ýòî ïîçâîëÿåò áþäæåò ïîòðåáèòåëÿ. Ëèäåð ñòðåìèòñÿ ìàêñèìèçèðîâàòü
ñâîþ ïðèáûëü, êîòîðàÿ ñêëàäûâàåòñÿ èç äîõîäà çà îáñëóæèâàíèå ïîòðåáèòåëåé çà
âû÷åòîì çàòðàò, íåîáõîäèìûõ äëÿ îòêðûòèÿ âûáðàííûõ ïóíêòîâ ïðîèçâîäñòâà.

Ñòðàòåãèÿ öåíîîáðàçîâàíèÿ, èñïîëüçîâàííàÿ â ïîñòàíîâêå, íàçûâàåòñÿ ôàáðè÷-
íîé (mill pricing) [1]. Ïîìèìî ýòîé ñòðàòåãèè îáû÷íî ðàññìàòðèâàþòñÿ ñëåäóþùèå
äâå ñòðàòåãèè. Ðàâíîìåðíîå öåíîîáðàçîâàíèå (uniform pricing) [1], ò.å. íà âñåõ ïóíêòàõ
îáñëóæèâàíèÿ óñòàíàâëèâàåòñÿ îäíà è òà æå öåíà. Äèñêðèìèíàöèîííîå öåíîîáðàçî-
âàíèå (discriminator pricing) � ñòðàòåãèÿ öåíîîáðàçîâàíèÿ, ïðè êîòîðîé ìîãóò áûòü
óùåìëåíû èíòåðåñû êàêèõ-òî ãðóïï ïîêóïàòåëåé [1].

×àñòíûé ñëó÷àé çàäà÷è, êîãäà èçâåñòíû ïóíêòû ïðîèçâîäñòâà è èñïîëüçóåòñÿ
ôàáðè÷íîå öåíîîáðàçîâàíèå, èññëåäîâàí â [2]. Ýòà çàäà÷à NP-òðóäíà â ñèëüíîì ñìûñ-
ëå è ëåæèò â êëàññå log-APX. Ïîñòàíîâêè ñ ðàâíîìåðíûì è äèñêðèìèíàöèîííûì
öåíîîáðàçîâàíèåì ïîëèíîìèàëüíî ðàçðåøèìû.

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïîêàçàíî, ÷òî çàäà÷à ðàçìåùåíèÿ è öåíîîáðàçîâàíèÿ ïðè
ëþáîé ñòðàòåãèè âûáîðà öåí ÿâëÿåòñÿ NP-òðóäíîé â ñèëüíîì ñìûñëå è ïðèíàäëåæèò
êëàññó poly-APX.

Ðàáîòà ïîääåðæàíà ãðàíòîì ÐÔÔÈ 11-07-00474.
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ÝÔÔÅÊÒÈÂÍÀß ÐÀÇÐÅØÈÌÎÑÒÜ ÇÀÄÀ×È OPEN SHOP Ñ
ÌÀÐØÐÓÒÈÇÀÖÈÅÉ ÏÐÈ ÓÑËÎÂÈßÕ ÄÎÌÈÍÈÐÎÂÀÍÈß

À.À. Ïîäêîæóðíèêîâà, È.Ä. ×åðíûõ

Çàäà÷à open shop ñ ìàðøðóòèçàöèåé ðàññìàòðèâàëàñü â [1]. Â ýòîé ïîñòàíîâêå
ðàáîòû ðàñïîëîæåíû â óçëàõ òðàíñïîðòíîé ñåòè, à ìàøèíû, ïðåæäå ÷åì âûïîëíèòü
îïåðàöèþ, äîëæíû äîåõàòü äî ñîîòâåòñòâóþùåãî óçëà. Èçíà÷àëüíî âñå ìàøèíû íà-
õîäÿòñÿ â âûäåëåííîé âåðøèíå, íàçûâàåìîé áàçîé, è äîëæíû òóäà âåðíóòüñÿ ïîñëå
âûïîëíåíèÿ âñåõ ñâîèõ îïåðàöèé. Òðåáóåòñÿ ïîñòðîèòü äîïóñòèìîå ðàñïèñàíèå íàè-
ìåíüøåé âîçìîæíîé äëèíû. Â [1] ïîêàçàíà NP-òðóäíîñòü ýòîé çàäà÷è óæå äëÿ ñëó÷àÿ
ñ äâóìÿ ìàøèíàìè è äâóõâåðøèííîé ñåòè. Çàìåòèì, ÷òî êëàññè÷åñêàÿ çàäà÷à open
shop ñ äâóìÿ ìàøèíàìè ïîëèíîìèàëüíî ðàçðåøèìà, ïðè÷åì îïòèìóì ñîâïàäàåò ñ
íåêîòîðîé ñòàíäàðòíîé íèæíåé îöåíêîé C̄, à òð¼õìàøèííàÿ çàäà÷à NP-òðóäíà [2].

Â [3] ðàññìàòðèâàþòñÿ ïîëèíîìèàëüíî ðàçðåøèìûå ïîäêëàññû çàäà÷è open shop
â òåðìèíàõ äîìèíèðîâàíèÿ íàãðóçêè îäíîé èç ìàøèí. Ïóñòü pji � äëèòåëüíîñòü
âûïîëíåíèÿ îïåðàöèè ðàáîòû Jj íà ìàøèíå Mi, ℓi =

∑
j pji � íàãðóçêà ìàøèíû Mi.

Ïóñòü ìàøèíû çàíóìåðîâàíû â ïîðÿäêå íåâîçðàñòàíèÿ íàãðóçîê: ℓ1 ≥ ℓ2 ≥ · · · ≥ ℓm,
à ∆ = ℓ1 − ℓ2 � âåëè÷èíà äîìèíèðîâàíèÿ. Â [3] ïîêàçàíî, ÷òî ïðè ∆ ≥ (m − 1)pmax

äëÿ m ≤ 4 è ïðè ∆ ≥ mpmax äëÿ ïðîèçâîëüíîãî m çàäà÷à open shop ïîëèíîìèàëüíî
ðàçðåøèìà, ïðè÷åì îïòèìóì ñîâïàäàåò ñ ìàêñèìàëüíîé íàãðóçêîé ℓ1.

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ýòîò ðåçóëüòàò àäàïòèðóåòñÿ äëÿ çàäà÷è open shop ñ ìàðø-
ðóòèçàöèåé íà äâóõâåðøèííîé òðàíñïîðòíîé ñåòè. Ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ äâóõìàøèííîé
çàäà÷è óñëîâèå ∆ ≥ pmax ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íûì äëÿ òîãî, ÷òîáû îïòèìóì ñîâïàäàë
ñ íèæíåé îöåíêîé F̄ (ïðè ìåíüøåì ∆ ýòî íåâåðíî). Ïîëó÷åíû íåêîòîðûå îöåíêè íà
ìèíèìàëüíî íåîáõîäèìóþ âåëè÷èíó äîìèíèðîâàíèÿ äëÿ áîëüøåãî ÷èñëà ìàøèí.

Ðàáîòà ïîääåðæàíà ãðàíòîì ÐÔÔÈ 12-01-00184.
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ÎÁ ÎÏÒÈÌÀËÜÍÎÑÒÈ ÆÀÄÍÎÃÎ ÀËÃÎÐÈÒÌÀ ÍÀ ÓÏÎÐßÄÎ×ÅÍÍÛÕ
ÌÍÎÆÅÑÒÂÀÕ Ñ ÓÑËÎÂÈÅÌ ÆÎÐÄÀÍÀ-ÄÅÄÅÊÈÍÄÀ

À.Á. Ðàìàçàíîâ

Èçâåñòíî (ñì., íàïð., [1]), ÷òî æàäíûé àëãîðèòì íå âñåãäà ãàðàíòèðóåò ïîëó÷å-
íèå îïòèìàëüíîãî ðåøåíèÿ â çàäà÷å äèñêðåòíîé îïòèìèçàöèè. Ïîýòîìó, íàõîæäå-
íèå óñëîâèé îïòèìàëüíîñòè ýòîãî àëãîðèòìà ÿâëÿåòñÿ àêòóàëüíûì. Â äàííîé ðàáî-
òå ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à ìàêñèìèçàöèè ïîðÿäêîâî-âûïóêëîé ôóíêöèè íà êîíå÷-
íûõ óïîðÿäî÷åííûõ ìíîæåñòâàõ, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ Æîðäàíà-Äåäåêèíäà.
Èñïîëüçóÿ ìåðû èçìåíåíèÿ ãðàäèåíòà (äèñêðåòíûé àíàëîã ãðàäèåíòà), ïîëó÷åíî äî-
ñòàòî÷íîå óñëîâèå îïòèìàëüíîñòè æàäíîãî àëãîðèòìà, êîòîðîå äîïîëíÿåò ðàíåå èç-
âåñòíûå ðåçóëüòàòû (ñì., íàïð., [1]).

Ïóñòü H = (H,≺) � ìíîæåñòâî, íà êîòîðîì çàäàíî îòíîøåíèå ÷àñòè÷íîãî
ïîðÿäêà ≺. Ôóíêöèÿ f : H → R íàçûâàåòñÿ ρ-ïîðÿäêîâî-âûïóêëîé [2], åñëè
2f(y)− f(x)− f(z) ≥ ρ, ∀x ◃ y ◃ z, ãäå ρ � ôèêñèðîâàííîå íåîòðèöàòåëüíîå äåéñòâè-
òåëüíîå ÷èñëî; x ◃ y îçíà÷àåò, ÷òî y íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò çà x â H.

Ïðàâûì ãðàäèåíòîì ôóíêöèè f(x), êàê îáû÷íî [1,2], íàçûâàåì ôóíêöèþ
∆+f(x) = max{f(y)− f(x) |x ◃ y, x, y ∈ H} .

Ìåðîé èçìåíåíèÿ ãðàäèåíòà ôóíêöèè f(x) áóäåì íàçûâàòü âåëè÷èíó:

c(f) =

{
min{(∆+f(x−∆+f(y))/∆+f(x)|(x, y) ∈ I}, åñëè I ̸= ∅,
0, åñëè I = ∅,

ãäå I = {(x, y)|∆+f(x) > ∆+f(y) ≥ 0, x ◃ y, x, y ∈ H}.
Ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëåäóþùàÿ çàäà÷à A äèñêðåòíîé îïòèìèçàöèè: íàéòè

max{f(x)|x ∈ H},

ãäå f(x) � íåóáûâàþùàÿ ρ-ïîðÿäêîâî-âûïóêëàÿ ôóíêöèÿ, ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííîå
ìíîæåñòâî H óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Æîðäàíà-Äåäåêèíäà [3].

Ïóñòü x∗ îïòèìàëüíîå ðåøåíèå çàäà÷è A, à xg � ðåøåíèå, ïîëó÷åííîå ñ ïîìîùüþ
æàäíîãî àëãîðèòìà [1, 2].

Òåîðåìà. Åñëè â çàäà÷å A c(f) = 1, òî f(x∗) = f(xg).
Çàìå÷àíèå. Óòâåðæäåíèå òåîðåìû ÿâëÿåòñÿ òîëüêî äîñòàòî÷íûì.
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ÏÐÈÁËÈÆÅÍÍÎÅ ÐÅØÅÍÈÅ ÇÀÄÀ×È ÎÁÐÀÁÎÒÊÈ ÎÏÅÐÀÖÈÉ ÍÀ ÄÂÓÕ
ÌÀØÈÍÀÕ ÏÐÈ ÍÀËÈ×ÈÈ ×ÀÑÒÈ×ÍÎÃÎ ÏÎÐßÄÊÀ

À.À. Ðîìàíîâà

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ çàäà÷ó ïîñòðîåíèÿ ðàñïèñàíèÿ. Èìåþòñÿ äâà ìíîæåñòâà
îïåðàöèé V1 = {A1, . . . , Am}, V2 = {B1, . . . , Bn}. Îïåðàöèè ìíîæåñòâà Vk òðåáóåòñÿ
âûïîëíèòü íà ìàøèíå k, k = 1, 2. Äëèòåëüíîñòè âûïîëíåíèÿ âñåõ îïåðàöèé çàäàíû.
Ïðåðûâàíèÿ è îäíîâðåìåííîå âûïîëíåíèå äâóõ è áîëåå îïåðàöèé íà îäíîé ìàøèíå
íå äîïóñêàþòñÿ. ×àñòè÷íûé ïîðÿäîê âûïîëíåíèÿ îïåðàöèé ïðåäñòàâëåí äâóäîëüíûì
ãðàôîì G = (V,E), ãäå V = V1 ∪ V2 , E = {(Ai, Bj)|Ai → Bj, Ai ∈ V1, Bj ∈ V2} �
ìíîæåñòâî äóã, çàäàþùèõ îòíîøåíèÿ ïðåäøåñòâîâàíèÿ ìåæäó îïåðàöèÿìè.

Ðàñïèñàíèå ÿâëÿåòñÿ äîïóñòèìûì, åñëè ê íà÷àëó âûïîëíåíèÿ êàæäîé èç îïåðàöèé
Bj âûïîëíåíû âñå îïåðàöèè íà ïåðâîé ìàøèíå, ñâÿçàííûå ñ íåé îòíîøåíèÿìè ïðåä-
øåñòâîâàíèÿ. Íåîáõîäèìî íàéòè äîïóñòèìîå ðàñïèñàíèå, ïðè êîòîðîì îáùåå âðåìÿ
çàâåðøåíèÿ âñåõ îïåðàöèé Cmax ìèíèìàëüíî.

Â [1] ïîêàçàíî, ÷òî ðàññìàòðèâàåìàÿ çàäà÷à ÿâëÿåòñÿ NP-òðóäíîé â ñèëüíîì ñìûñ-
ëå êàê äëÿ ïðîèçâîëüíûõ, òàê è äëÿ åäèíè÷íûõ äëèòåëüíîñòåé îïåðàöèé. Â äàííîé
ðàáîòå ïðîäîëæàåòñÿ èññëåäîâàíèå çàäà÷è ñ åäèíè÷íûìè äëèòåëüíîñòÿìè, íà÷àòîå
ðàíåå â [2], ãäå áûëè âûäåëåíû íåêîòîðûå åå ïîëèíîìèàëüíî ðàçðåøèìûå ñëó÷àè.

Íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê íàõîæäåíèþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè π âû-
ïîëíåíèÿ îïåðàöèé íà ïåðâîé ìàøèíå. Îáîçíà÷èì ÷åðåç q íàèìåíüøèé íîìåð òàêîé,

÷òî
q∑

i=1

deg(Aπi
) >

m∑
i=1

deg(Aπi
)− n.

Óòâåðæäåíèå. Ïóñòü C∗
max � äëèíà îïòèìàëüíîãî ðàñïèñàíèÿ, Cmax(π) � íàè-

ìåíüøàÿ äëèíà ðàñïèñàíèÿ ïðè ôèêñèðîâàííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè π âûïîëíåíèÿ
îïåðàöèé íà ïåðâîé ìàøèíå. Òîãäà âûïîëíÿåòñÿ ñëåäóþùåå íåðàâåíñòâî:

Cmax(π)

C∗
max

≤ max{q + n,m}
max{n+ dAmin,m+ dBmin}

,

ãäå dAmin = min
i=1,...,m

deg(Ai), dBmin = min
j=1,...,n

deg(Bj).

Ïðè óïîðÿäî÷åíèè îïåðàöèé íà ïåðâîé ìàøèíå ïî íåâîçðàñòàíèþ ñòåïåíåé ñî-
îòâåòñòâóþùèõ âåðøèí ïîëó÷èì íàèìåíüøóþ îöåíêó ïîãðåøíîñòè. Ïîñòðîåí êëàññ
ïðèìåðîâ, äëÿ êîòîðûõ ýòà îöåíêà äîñòèãàåòñÿ. Òàêèì îáðàçîì, ïðåäëîæåí ïîëèíî-
ìèàëüíûé ïðèáëèæåííûé àëãîðèòì ðåøåíèÿ çàäà÷è ñ äîñòèæèìîé îöåíêîé òî÷íîñòè.

Ðàáîòà ïîääåðæàíà ãðàíòîì ÐÔÔÈ 12-01-00122.
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ÀÑÈÌÏÒÎÒÈ×ÅÑÊÈ ÒÎ×ÍÛÉ ÐÀÍÄÎÌÈÇÈÐÎÂÀÍÍÛÉ ÀËÃÎÐÈÒÌ
ÐÅØÅÍÈß ÇÀÄÀ×È ÂÛÁÎÐÀ ÏÎÄÌÍÎÆÅÑÒÂÀ ÂÅÊÒÎÐÎÂ

Â ÅÂÊËÈÄÎÂÎÌ ÏÐÎÑÒÐÀÍÑÒÂÅ
È.À. Ðûêîâ, Ý.Õ. Ãèìàäè

Ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëåäóþùàÿ çàäà÷à âûáîðà ïîäìíîæåñòâà âåêòîðîâ (m-ÏÂ):
ïóñòü â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå Rk çàäàíî êîíå÷íîå ñåìåéñòâî âåêòîðîâ
V = {v1, . . . , vn} è íàòóðàëüíîå ÷èñëî m, m < n. Â ìíîæåñòâå V òðåáóåòñÿ íàéòè
ïîäìíîæåñòâî X âåêòîðîâ, ñîñòîÿùåå èç m âåêòîðîâ è îáëàäàþùåå ìàêñèìàëüíîé
íîðìîé ñóììû ∥∥∑

v∈X

v
∥∥
2
→ max

X⊂V, |X|=m
. (1)

Â îáùåì ñëó÷àå çàäà÷à m-ÏÂ ÿâëÿåòñÿ NP-òðóäíîé [1]. Îäíàêî ïðè ôèêñèðîâàí-
íîé ðàçìåðíîñòè ïðîñòðàíñòâà k çàäà÷à ïîëèíîìèàëüíî ðàçðåøèìà [2].

Ïðåäëàãàåìûé àëãîðèòì A èñïîëüçóåò ðàíäîìèçèðîâàííîå ñåìåéñòâî íàïðàâëå-
íèé (âåêòîðîâ) W = {Wi}(i = 1, . . . , L), ãäå êàæäûé òàêîé âåêòîð âûáèðàåòñÿ ñëó-
÷àéíî è íåçàâèñèìî äðóã îò äðóãà. Äëÿ êàæäîãîWi àëãîðèòì íàõîäèòm-íàáîð âåêòî-
ðîâ èç V ñ ìàêñèìàëüíîé ñóììîé ïðîåêöèé íà ýòî íàïðàâëåíèå, ïîñëå ÷åãî â êà÷åñòâå
ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è (1) âûáèðàåòñÿm-íàáîð âåêòîðîâ èç V ñ íàèáîëüøåé
ñóììîé ïðîåêöèé ïî âñåì i = 1, . . . , L.

Òåîðåìà. Àëãîðèòì A íàõîäèò ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå çàäà÷è (1) ñî ñëåäóþ-
ùèìè îöåíêàìè îòíîñèòåëüíîé ïîãðåøíîñòè, âåðîÿòíîñòè íåñðàáàòûâàíèÿ è âðå-
ìåííîé ñëîæíîñòè:

ε = 1− cosϕ, δA ≤ exp

(
−4 sinϕk

π
√
k
L

)
, TA = O(nkL).

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå ÐÔÔÈ (ïðîåêòû � 12-01-00093 è � 10-07-00032)
è Èíòåãðàöèîííîãî ïðîåêòà 2012-2014 ÈÌ ÑÎÐÀÍ, ÈÌÌ ÓðÎ ÐÀÍ, ÈÑÝÌ ÑÎÐÀÍ.
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Î ÐÅÀËÈÇÀÖÈÈ ËÎÊÀËÜÍÎÃÎ ÝËÈÌÈÍÀÖÈÎÍÍÎÃÎ ÀËÃÎÐÈÒÌÀ
Ñ ÐÅËÀÊÑÀÖÈßÌÈ ÄËß ÇÀÄÀ× ÄÈÑÊÐÅÒÍÎÉ ÎÏÒÈÌÈÇÀÖÈÈ

À.Â. Ñâèðèäåíêî, Î.À. Ùåðáèíà

Ïåðñïåêòèâíûìè ìåòîäàìè ñòðóêòóðíîé äåêîìïîçèöèè, èñïîëüçóþùèìè ðàçðå-
æåííîñòü ìàòðèöû îãðàíè÷åíèé çàäà÷ äèñêðåòíîé îïòèìèçàöèè (ÄÎ), ïðåäñòàâëÿ-
þòñÿ ëîêàëüíûå ýëèìèíàöèîííûå àëãîðèòìû (ËÝÀ).

ËÝÀ èìååò äåêîìïîçèöèîííûé õàðàêòåð, ò.å. ñâîäèò ðåøåíèå èñõîäíîé çàäà÷è
ÄÎ áîëüøîé ðàçìåðíîñòè ê ðåøåíèþ ðÿäà çàäà÷ ìåíüøèõ ðàçìåðíîñòåé, êîòîðûå
çíà÷èòåëüíî ïðîùå ðåøàþòñÿ èçâåñòíûìè ìåòîäàìè, ò.å. ñ ïîìîùüþ èìåþùèõñÿ ðå-
øàòåëåé.

Îñíîâíûì íåäîñòàòêîì ËÝÀ ÿâëÿåòñÿ áîëüøàÿ âû÷èñëèòåëüíàÿ ñëîæíîñòü ðåøå-
íèÿ çàäà÷ ÄÎ ñ áîëüøèìè ñåïàðàòîðàìè (ïåðåìû÷êàìè ìåæäó áëîêàìè). Äëÿ ñíè-
æåíèÿ îáúåìà ïåðåáîðà ìîæíî ïîïðîáîâàòü ââåñòè â âû÷èñëèòåëüíóþ ñõåìó ËÝÀ
ðåëàêñàöèè, êàê ýòî äåëàåòñÿ â àëãîðèòìàõ âåòâåé è ãðàíèö.

Ïðè ðåøåíèè ïîäçàäà÷, ñîîòâåòñòâóþùèõ áëîêàì, íàìè ïðåäëàãàåòñÿ èñïîëüçî-
âàòü âìåñòî çíà÷åíèé öåëåâîé ôóíêöèè çàäà÷ ÄÎ çíà÷åíèÿ öåëåâûõ ôóíêöèé èõ
ðåëàêñèðîâàííûõ çàäà÷ (ëèíåéíîé ðåëàêñàöèè, êîãäà âìåñòî çàäà÷è ÄÎ ðàññìàòðè-
âàåòñÿ ñîîòâåòñòâóþùàÿ çàäà÷à ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ; ðàíöåâîé ðåëàêñàöèè,
â êîòîðîé âìåñòî îãðàíè÷åíèé èñõîäíîé çàäà÷è ðàññìàòðèâàåòñÿ ñóððîãàòíîå îãðà-
íè÷åíèå, ÿâëÿþùååñÿ ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé èñõîäíûõ îãðàíè÷åíèé).

Äëÿ ïðîâåäåíèÿ âû÷èñëèòåëüíîãî ýêñïåðèìåíòà ËÝÀ áûë ðåàëèçîâàí íà áàçå
ôðåéìâîðêà SYMPHONY, êîòîðûé èñïîëüçóåòñÿ äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ öåëî÷èñëåííîãî
ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ (ÖËÏ). Âñå òåñòîâûå çàäà÷è ÖËÏ ñ áèíàðíûìè ïåðå-
ìåííûìè èç ïðîâîäèìîãî íàìè ýêñïåðèìåíòà èìåëè èñêóññòâåííî ñãåíåðèðîâàííóþ
êâàçèáëî÷íóþ ñòðóêòóðó. Êàæäàÿ òåñòîâàÿ çàäà÷à ðåøàëàñü ñ ïîìîùüþ ÷åòûðåõ
ïîäõîäîâ, â òîì ÷èñëå èñïîëüçóþùèõ ðàçëè÷íûå âàðèàíòû ËÝÀ. Ïåðâûì áðàëñÿ áà-
çîâûé ðåøàòåëü SYMPHONY äëÿ çàäà÷ ÖËÏ. Äàëåå ïðèìåíÿëñÿ ËÝÀ â ñî÷åòàíèè
ñ ðåøàòåëåì SYMPHONY, ñ ïîìîùüþ êîòîðîãî ðåøàëèñü âûäåëåííûå ïîäçàäà÷è,
ñîîòâåòñòâóþùèå áëîêàì. È, íàêîíåö, ðàññìàòðèâàëèñü 2 âàðèàíòà àëãîðèòìà ËÝÀ
â ñî÷åòàíèè ñ ðåøàòåëåì SYMPHONY: ñ èñïîëüçîâàíèåì ëèíåéíîé è ðàíöåâîé ðå-
ëàêñàöèé. Ðåçóëüòàòû ïðåäâàðèòåëüíîãî âû÷èñëèòåëüíîãî ýêñïåðèìåíòà ïîäòâåðäè-
ëè öåëåñîîáðàçíîñòü èñïîëüçîâàíèÿ ðåëàêñàöèé â âû÷èñëèòåëüíîé ñõåìå ËÝÀ.
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ÝÂÐÈÑÒÈ×ÅÑÊÈÅ ÏÐÎÖÅÄÓÐÛ ÄËß ÈÄÅÍÒÈÔÈÊÀÖÈÈ ÎÄÍÎÃÎ
ÊËÀÑÑÀ ÍÅÐÀÂÅÍÑÒÂ Â ÇÀÄÀ×Å ÓÏÀÊÎÂÊÈ ÂÅÐØÈÍ

ÀÖÈÊËÈ×ÅÑÊÎÃÎ ÎÐÃÐÀÔÀ
Ð.Þ. Ñèìàí÷åâ, È.Â. Óðàçîâà

Äàí àöèêëè÷åñêèé îðãðàô G ñ ìíîæåñòâîì âåðøèí V è ìíîæåñòâîì äóã E,
|V | = n. ×åðåç i l j îáîçíà÷èì ïðåäøåñòâîâàíèå âåðøèíû i âåðøèíå j. Óïàêîâêîé
âåðøèí îðãðàôà G â ïîëîñó øèðèíû m íàçîâåì ôóíêöèþ σ : V → D = {1, 2, . . . , d},
óäîâëåòâîðÿþùóþ òðåáîâàíèÿì: 1) åñëè ilj, òî σ(i) < σ(j); 2) |σ−1(k)| ≤ m äëÿ êàæ-
äîãî k ∈ D. Âåêòîðîì èíöèäåíöèé óïàêîâêè σ íàçûâàåòñÿ òàêîé âåêòîð xσ ∈ Rnd,
÷òî xσik = 1 ïðè σ(i) = k è xσik = 0 â ïðîòèâíîì ñëó÷àå. Íàñ èíòåðåñóåò ìíîãîãðàííèê
Md, êîòîðûé îïðåäåëÿåòñÿ êàê âûïóêëàÿ îáîëî÷êà âåêòîðîâ èíöèäåíöèé óïàêîâîê.

Â ðàìêàõ ïðèìåíåíèÿ ïîëèýäðàëüíîãî ïîäõîäà ê ðåøåíèþ îïòèìèçàöèîííûõ çà-
äà÷ íà ìíîãîãðàííèêåMd âàæíóþ ðîëü èãðàþò ïðàâèëüíûå íåðàâåíñòâà. Íåîòúåìëå-
ìîé ÷àñòüþ ýòîé ïðîáëåìàòèêè ÿâëÿåòñÿ çàäà÷à èäåíòèôèêàöèè, êîòîðàÿ çàêëþ÷à-
åòñÿ â ñëåäóþùåì: â äàííîì êëàññå ïðàâèëüíûõ îòíîñèòåëüíî Md íåðàâåíñòâ íàéòè
òàêîå, êîòîðîå îòäåëÿåò äàííóþ òî÷êó x̄ /∈Md îò ìíîãîãðàííèêà Md; ëèáî äîêàçàòü,
÷òî â ðàññìàòðèâàåìîì êëàññå òàêîãî íåðàâåíñòâà íåò.

Â [1] áûëè ïîñòðîåíû äâà êëàññà ïðàâèëüíûõ îòíîñèòåëüíî Md íåðàâåíñòâ è ðàç-
ðàáîòàí ïîëèíîìèàëüíûé àëãîðèòì ðåøåíèÿ çàäà÷è èõ èäåíòèôèêàöèè. Â [2] ïðåä-
ëàãàåòñÿ åùå îäèí êëàññ ïðàâèëüíûõ îòíîñèòåëüíî Md íåðàâåíñòâ. Îí îïðåäåëÿåòñÿ
ñëåäóþùèì îáðàçîì. Îáîáùåííûì t-äîëüíûì ïîäãðàôîì â àöèêëè÷åñêîì îðãðàôå G
íàçûâàåòñÿ òàêîé ïîäãðàô H, ÷òî 1) V (H) = W1 ∪W2 ∪ . . . ∪Wt è Wα ∩Wβ = ∅ ïðè
α ̸= β; 2) åñëè i ∈ Wα, j ∈ Wα+1, òî ilj, α = 1, 2, . . . , t−1; 3) âåðøèíû, ñîäåðæàùèåñÿ
â îäíîé äîëå, ïîïàðíî íå ñâÿçàíû îòíîøåíèåì ïðåäøåñòâîâàíèÿ.

Ïóñòü H ⊂ G � t-äîëüíûé ïîäãðàô ñ óïîðÿäî÷åííûì ñïèñêîì äîëåé
W1,W2, . . . ,Wt, k ∈ D. Íåðàâåíñòâî

∑
i∈W1

d∑
l=k+1

xil +
t∑

α=1

∑
i∈Wα

xik +
∑
i∈Wt

k−1∑
l=1

xil ≤ max
α=1,2,...,t

|Wα|

ÿâëÿåòñÿ ïðàâèëüíûì îòíîñèòåëüíî Md.
Â íàñòîÿùåì äîêëàäå ïðåäëàãàþòñÿ ýâðèñòè÷åñêèå ïðîöåäóðû ðåøåíèÿ çàäà÷è

èäåíòèôèêàöèè íåðàâåíñòâ ýòîãî êëàññà.
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ÏÎÈÑÊ ÍÀÈÌÅÍÅÅ ÏËÎÒÍÎÃÎ ÐÅÃÓËßÐÍÎÃÎ ÏÎÊÐÛÒÈß
ÏËÎÑÊÎÑÒÈ ÊÐÓÃÀÌÈ ÐÀÇËÈ×ÍÛÕ ÐÀÄÈÓÑÎÂ

È.È. Òàõîíîâ

Ïóñòü Ω � ïëîñêàÿ îáëàñòü, à C = {D1, . . . ,Dm} � íàáîð êðóãîâ Di = D(xi, ri)
ðàäèóñà ri ñ öåíòðîì â xi ∈ Ω, i = 1, ...,m. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî íàáîð C ÿâëÿåòñÿ
ïîêðûòèåì Ω, åñëè Ω ⊆

m∪
i=1

Di. Ñðåäè âñåõ ïîêðûòèé âûäåëÿþòñÿ òàê íàçûâàåìûå

ðåãóëÿðíûå ïîêðûòèÿ, îïðåäåëÿåìûå â [1] ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïîêðûòèå C ÿâëÿåòñÿ
ðåãóëÿðíûì èç êëàññà ðåãóëÿðíîñòè COVk(p, q), åñëè:

• îáëàñòü Ω ðàçáèòà íà ïðàâèëüíûå k-óãîëüíèêè (ïëèòêè),

• âñå ïëèòêè ïîêðûâàþòñÿ åäèíîîáðàçíî p êðóãàìè q ðàäèóñîâ (q ≤ p),

• êàæäàÿ âåðøèíà ïëèòêè ÿâëÿåòñÿ öåíòðîì îäíîãî èç êðóãîâ.

Ïëîòíîñòüþ ρ(C) ïîêðûòèÿ C íàçîâåì îòíîøåíèå ñóììàðíîé ïëîùàäè êðóãîâ ê ìåðå
âñåé îáëàñòè Ω.

Â ðàáîòå èññëåäóåòñÿ çàäà÷à ïîèñêà íàèìåíåå ïëîòíîãî ðåãóëÿðíîãî ïîêðûòèÿ
âñåé ïëîñêîñòè. Íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî ðåãóëÿðíûå ïîêðûòèÿ øèðîêî èñïîëüçóþòñÿ
íà ïðàêòèêå (íàïðèìåð, ïðè ïîñòðîåíèè áåñïðîâîäíûõ ñåíñîðíûõ ñåòåé), à çàäà÷à
ïîèñêà íàèìåíåå ïëîòíîãî ïîêðûòèÿ � îäíà èç êëàññè÷åñêèõ çàäà÷ âû÷èñëèòåëüíîé
ãåîìåòðèè, ïðîáëåìà îòûñêàíèÿ íàèìåíåå ïëîòíîãî ðåãóëÿðíîãî ïîêðûòèÿ èññëåäî-
âàíà ñëàáî. Â ðàáîòå [2] áûëî íàéäåíî îïòèìàëüíîå ïîêðûòèå â êëàññå COV3(3, 3).
Â [3] ïîêàçàíî, ÷òî ïëîòíîñòü ïîêðûòèÿ, èñïîëüçóþùåãî êðóãè äâóõ ðàäèóñîâ, íå
ìîæåò áûòü ìåíüøå 1.0189, è ïðåäñòàâëåíà ñåðèÿ ðåãóëÿðíûõ ïîêðûòèé èç êëàññîâ
COV3(p, 2) (äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ p), ïëîòíîñòü êîòîðûõ ñêîëü óãîäíî áëèçêà ê ìè-
íèìàëüíîìó çíà÷åíèþ. Â ðàáîòå [1] áûëè íàéäåíû îïòèìàëüíûå ïîêðûòèÿ â êëàññàõ
COV3(4, 4) (ïîêðûòèå T3, ρ(T3) ≈ 1.108) è COV4(5, 2) (ïîêðûòèå Q3, ρ(Q3) ≈ 1.178).

Â äîêëàäå ðàññìàòðèâàþòñÿ êëàññû COV4(4, 4), COV4(5, 5) è COV4(6, 6). Ïîêà-
çàíî, ÷òî ïîêðûòèå Q3 ÿâëÿåòñÿ íàèìåíåå ïëîòíûì â êëàññå COV4(4, 4), à òàêæå
è â COV4(5, 5) ïðè íåêîòîðûõ äîïîëíèòåëüíûõ óñëîâèÿõ íà ñîîòíîøåíèÿ ðàäèóñîâ
êðóãîâ. Ïîñòðîåíû ïîêðûòèÿ Q5 ∈ COV4(5, 5), ρ(Q5) ≈ 1.143, è Q6 ∈ COV4(6, 6),
ρ(Q6) ≈ 1.094, ÿâëÿþùèåñÿ íàèìåíåå ïëîòíûìè â ñâîèõ êëàññàõ.
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ÐÅØÅÍÈÅ ÇÀÄÀ× ÑÎÑÒÀÂËÅÍÈß ÐÀÑÏÈÑÀÍÈß
ÄÂÈÆÅÍÈß ÀÃÅÍÒÎÂ ÌÅÒÎÄÎÌ ÐÎß ×ÀÑÒÈÖ
À.Ñ. Ôèëèïïîâà, Å.Â. Ðàãóëèíà, Ê.Ì. Áàäãåòäèíîâà

Ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à ñîñòàâëåíèÿ ðàñïèñàíèÿ êàê ÷àñòíûé ñëó÷àé çàäà÷è
ìàðøðóòèçàöèè. Îíà îòíîñèòñÿ ê êëàññó NP-ïîëíûõ çàäà÷. Ïðåäëàãàåòñÿ ñïîñîá
ðåøåíèÿ çàäà÷è ìåòîäîì ðîÿ ÷àñòèö ñ îðèãèíàëüíûì ñïîñîáîì êîäèðîâàíèÿ äîïó-
ñòèìîãî ðåøåíèÿ.

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Òðàíñïîðòíàÿ ñåòü çàäàíà ïîëíûì ãðàôîì G = (V,E),
V = v0, . . . , vn, ãäå âåðøèíà v0 èíòåðïðåòèðóåòñÿ êàê ñêëàä, à v1, . . . , vn � êëèåíòû.
Êàæäîìó ðåáðó eij ∈ E; i, j = 0, . . . , n ñîïîñòàâëåíà õàðàêòåðèñòèêà âðåìåíè äâèæå-
íèÿ èç ïóíêòà vi â vj, ãäå i, j = 0, . . . , n. Çàäàíî ìíîæåñòâî àãåíòîâ A = (a1, . . . , aq).
Òðåáóåòñÿ íàéòè òàêîå ðàçáèåíèå ìíîæåñòâà V íà íåïåðåñåêàþùèåñÿ ïîäìíîæåñòâà

V =
q∪

k=1

V ak ; V ak ∩V al = ⊘; l ̸= k; l, k = 1, . . . , q è äëÿ êàæäîãî V ak îïðåäåëèòü ïîñëå-

äîâàòåëüíîñòü âåðøèí, òî åñòü ìàðøðóò äâèæåíèÿ Rak , k = 1, . . . , q àãåíòà ïî êëèåí-
òàì. Ðàñïèñàíèåì R íàçîâåì ìíîæåñòâî ìàðøðóòîâ (Ra1 , . . . , Raq) äëÿ âñåõ àãåíòîâ.
Íåîáõîäèìî íàéòè ðàñïèñàíèå R, äëÿ êîòîðîãî ñàìûé äîëãèé ïî âðåìåíè ìàðøðóò
áóäåò ìèíèìàëüíûì.

Êðîìå òîãî, äëÿ îáùåé ïîñòàíîâêè çàäà÷è âîçìîæåí ó÷åò ñëåäóþùèõ óñëîâèé:
êàæäîìó êëèåíòó ïðèïèñûâàåòñÿ íåêîòîðûé ïðîìåæóòîê âðåìåíè â òå÷åíèå ðàáî÷åãî
äíÿ, êîãäà ïðîäóêöèÿ äîëæíà áûòü åìó äîñòàâëåíà; óñòàíàâëèâàåòñÿ âðåìÿ ðàçãðóçêè
â êàæäîì èç ïóíêòîâ; êàæäîå òðàíñïîðòíîå ñðåäñòâî äîëæíî âûåõàòü èç äåïî è
âåðíóòüñÿ òóäà â òå÷åíèå ðàáî÷åãî äíÿ ñàìîãî äåïî.

Ïðèâîäÿòñÿ äàííûå âû÷èñëèòåëüíîãî ýêñïåðèìåíòà ñ àëãîðèòìàìè ðîÿ ÷àñòèö è
(1 + 1) � ýâîëþöèîííîãî àëãîðèòìà [1].

Ðàáîòà ïîääåðæàíà ãðàíòîì ÐÔÔÈ 12-07-00631-à.
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ÈÑÑËÅÄÎÂÀÍÈÅ ÝÔÔÅÊÒÈÂÍÎÑÒÈ ÄÂÓÕÝÒÀÏÍÎÃÎ ÏÎÄÕÎÄÀ
Ê ÐÅØÅÍÈÞ ÇÀÄÀ×È ÐÀÇÌÅÙÅÍÈß ÏÐßÌÎÓÃÎËÜÍÈÊÎÂ

À.Ñ. Ôèëèïïîâà, Ý.È. Õàñàíîâà

Ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à ñêâîçíîãî (ãèëüîòèííîãî) ðàçìåùåíèÿ ïðÿìîóãîëüíûõ
ïðåäìåòîâ Pi (i = 1, n) íà ìíîãîñâÿçíîì îðòîãîíàëüíîì ïîëèãîíå (ìíîãîóãîëüíèê,
âíóòðè êîòîðîãî ðàñïîëîæåíû ïðåïÿòñòâèÿ). Çàäà÷ó ïðåäëàãàåòñÿ ðåøàòü â äâà
ýòàïà. Íà ïåðâîì � çàäàííûé ìíîãîóãîëüíèê ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ïðÿìîóãîëüíîé
îáëàñòè ñ ïðåïÿòñòâèÿìè, è äàëåå ïðîâîäèòñÿ äåêîìïîçèöèÿ ñâîáîäíîé îáëàñòè
íà ïðÿìîóãîëüíûå áîêñû Πk, k = 1,m, óäîâëåòâîðÿþùèå ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:
ðåáðà áîêñîâ ïàðàëëåëüíû ðåáðàì îáëàñòè; áîêñû íå ïåðåêðûâàþòñÿ äðóã ñ äðóãîì,
ñ ïðåïÿòñòâèÿìè è ãðàíÿìè îáëàñòè; áîêñû ïîêðûâàþò âñþ ñâîáîäíóþ îáëàñòü
ïîëèãîíà. Íà âòîðîì ýòàïå ðåøàåòñÿ çàäà÷à ðàçìåùåíèÿ ïðÿìîóãîëüíûõ ïðåäìåòîâ
âíóòðè âûäåëåííûõ áîêñîâ Πk. Ðåøåíèå çàäà÷è ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî â âèäå
íàáîðà: GP = (x = xki, y = yki), ãäå (xki, yki) � êîîðäèíàòû ëåâîãî íèæíåãî óãëà
ïðÿìîóãîëüíèêà Pi â îáëàñòè Πk. Íàáîð ÿâëÿåòñÿ äîïóñòèìûì ñêâîçíûì ðàçìåùå-
íèåì, åñëè âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå óñëîâèÿ: ðåáðà ïðåäìåòîâ ïàðàëëåëüíû ðåáðàì
áîêñà; ïðåäìåòû íå ïåðåêðûâàþòñÿ äðóã ñ äðóãîì è ñ ãðàíÿìè îáëàñòè; óñëîâèå
ñêâîçíîãî ðàçìåùåíèÿ. Òðåáóåòñÿ ìàêñèìèçèðîâàòü êîýôôèöèåíò ðàçìåùåíèÿ [1] íà
ìíîæåñòâå GP = (x, y), óäîâëåòâîðÿþùåì ïîñòàâëåííûì óñëîâèÿì. Äëÿ ðåàëèçàöèè
ïåðâîãî ýòàïà áûë èñïîëüçîâàí ìåòîä ìàòðè÷íîé äåêîìïîçèöèè [1]. Íà âòîðîì ýòàïå
èñïîëüçîâàëñÿ ìîäèôèöèðîâàííûé ýâîëþöèîííûé ìåòîä (1 + 1) − EA [2]. Ïðîâåäåí
÷èñëåííûé ýêñïåðèìåíò ïî èññëåäîâàíèþ çàâèñèìîñòè ïîëó÷àåìîãî êîýôôèöèåíòà
è çàòðà÷åííîãî âðåìåíè îò òèïà ïðèìåðîâ, êîëè÷åñòâà ïðåäìåòîâ, ÷èñëà èòåðàöèé,
ñîîòíîøåíèÿ êîëè÷åñòâà ïðåïÿòñòâèé è êîëè÷åñòâà ïðåäìåòîâ.
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ÃÅÎÌÅÒÐÈ×ÅÑÊÈÅ ÇÀÄÀ×È Î ÏÎÊÐÛÒÈÈ ÃÈÏÅÐÏËÎÑÊÎÑÒßÌÈ:
ÂÛ×ÈÑËÈÒÅËÜÍÀß ÑËÎÆÍÎÑÒÜ È ÀÏÏÐÎÊÑÈÌÈÐÓÅÌÎÑÒÜ

Ì.Þ. Õà÷àé, Ì.È. Ïîáåðèé

Â ñîîáùåíèè ïðèâîäÿòñÿ àâòîðñêèå ðåçóëüòàòû â îáëàñòè âû÷èñëèòåëüíîé ñëîæ-
íîñòè è àïïðîêñèìèðóåìîñòè äëÿ ñåðèè çàäà÷ êîìáèíàòîðíîé îïòèìèçàöèè, ñâÿçàí-
íûõ ñ ïîèñêîì ìèíèìàëüíîãî ïîêðûòèÿ ãèïåðïëîñêîñòÿìè êîíå÷íîãî ïîäìíîæåñòâà
êîíå÷íîìåðíîãî ÷èñëîâîãî ïðîñòðàíñòâà. Èíòåðåñ ê ïåðå÷èñëåííûì çàäà÷àì îáóñëîâ-
ëåí ðÿäîì àêòóàëüíûõ ïðèëîæåíèé â ðàñïîçíàâàíèè îáðàçîâ è ñîâðåìåííîé òåîðèè
îáó÷åíèÿ [1,2]. Ïî-âèäèìîìó, âïåðâûå çàäà÷à ïîäîáíîãî òèïà, â ïîñòàíîâêå çàäà÷è
î ìèíèìàëüíîì ïîêðûòèè ïðÿìûìè êîíå÷íîãî ïîäìíîæåñòâà ïëîñêîñòè (Min2PC),
áûëà îïèñàíà â ðàáîòå [3]. Òàì æå ïîêàçàíî, ÷òî ýòà çàäà÷à NP -òðóäíà â ñèëüíîì
ñìûñëå. Â äàííîé ðàáîòå ýòîò ðåçóëüòàò ðåêóððåíòíî ïåðåíîñèòñÿ íà ñëó÷àé ïðî-
ñòðàíñòâà ïðîèçâîëüíîé ôèêñèðîâàííîé ðàçìåðíîñòè, áîëüøåé äâóõ.

Äàëåå â ðàáîòå ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ñ èñïîëüçîâàíèåì òåõíèêè Ê. Ïàïàäèìèòðèó [4]
ïîëèíîìèàëüíàÿ ñâîäèìîñòü Í. Ìåãèääî çàäà÷è MAX3SAT ê çàäà÷å Min2PC ìîæåò
áûòü ïðåîáðàçîâàíà â L-ðåäóêöèþ çàäà÷è MAX3SAT(3) ê ýòîé æå çàäà÷å, è äàëåå,
ïîñëåäîâàòåëüíî, ê çàäà÷àì Min-k-PC (ïðè ïðîèçâîëüíîì k > 2), ÷òî îáîñíîâûâàåò
Max-SNP-ïîëíîòó âñåé ñåðèè çàäà÷ (è, êàê ñëåäñòâèå, íåâîçìîæíîñòü ïîñòðîåíèÿ
äëÿ ëþáîé èç íèõ ïîëèíîìèàëüíîé ïðèáëèæåííîé ñõåìû, ïðè ñïðàâåäëèâîñòè
óñëîâèÿ P ̸= NP ).

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ (ïðîåêòû 10-01-00273, 10-
07-00134) è ÓðÎ ÐÀÍ (ïðîåêòû 12-Ï-1-1016, 12-Ñ-1-1017/1).
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Î ÏËÀÍÀÐÍÎÉ m-ÑËÎÉÍÎÉ 3-ÈÍÄÅÊÑÍÎÉ ÇÀÄÀ×Å
Î ÍÀÇÍÀ×ÅÍÈßÕ ÍÀ ÌÀÊÑÈÌÓÌ

Î.Þ. Öèäóëêî

Ïëàíàðíàÿm-ñëîéíàÿ 3-èíäåêñíàÿ çàäà÷à î íàçíà÷åíèÿõ íà ìàêñèìóì â òåðìèíàõ
ïîäñòàíîâîê èç ñèììåòðè÷åñêîé ãðóïïû Sn èìååò âèä:

m∑
i=1

n∑
j=1

ci,j,π(i)(j) −→ max;

π(i)(k) ̸= π(s)(k), 1 ≤ i, s ≤ m, i ̸= s;

π(i) ∈ Sn, 1 ≤ i ≤ m ≤ n.

Èçâåñòíî, ÷òî çàäà÷à NP -òðóäíà ïðè ÷èñëå ñëîåâm ≥ 2 (ñì. â [3]). Îòìåòèì, ÷òî â
÷àñòíîì ñëó÷àå m = n äàííàÿ çàäà÷à ÿâëÿåòñÿ êëàññè÷åñêîé ïëàíàðíîé 3-èíäåêñíîé
çàäà÷åé î íàçíà÷åíèÿõ (ñì. â [1]).

Äàëåå ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ýëåìåíòû m×n×n-ìàòðèöû (cijk) � íåçàâèñèìûå ñëó-
÷àéíûå âåëè÷èíû èç èíòåðâàëà (an, bn), an > 0, c îäèíàêîâîé ôóíêöèåé ðàñïðåäåëå-
íèÿ.

Â ñëó÷àå ðàâíîìåðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ â ðàáîòàõ [2], [3] ïðåäñòàâëåí âåðîÿò-
íîñòíûé àíàëèç ïðèáëèæåííîãî àëãîðèòìà ðåøåíèÿ çàäà÷è íà ìèíèìóì. Ïîêàçà-
íà åãî àñèìïòîòè÷åñêàÿ òî÷íîñòü ïðè ñîîòâåòñòâóþùèõ îãðàíè÷åíèÿõ íà ÷èñëî m
ñëîåâ ìàòðèöû (cijk) è îòíîøåíèå ãðàíèö èíòåðâàëà (an, bn) (âèäà m ≤ lnn è
bn/an = o(n/ lnn) â ðàáîòå [2]).

Â äàííîì ñîîáùåíèè ïðåäñòàâëåí àíàëèç ïðèáëèæåííîãî ïîëèíîìèàëüíîãî àëãî-
ðèòìà ðåøåíèÿ çàäà÷è íà ìàêñèìóì, è ïîêàçûâàåòñÿ åãî àñèìïòîòè÷åñêàÿ òî÷íîñòü
áåçîòíîñèòåëüíî ðàçìåðîâ èíòåðâàëà (an, bn).

Ðàáîòà ïîääåðæàíà ãðàíòàìè ÐÔÔÈ (ïðîåêòû 12-07-00093 è 10-01-00195), öåëåâîé
ïðîãðàììû � 15 Ïðåçèäèóìà ÐÀÍ (ïðîåêò � 8 ÑÎ ÐÀÍ), öåëåâîé ïðîãðàììû ÑÎ
ÐÀÍ (èíòåãðàöèîííûé ïðîåêò � 7Á), à òàêæå ãðàíòîì ÔÖÏ �Íàó÷íûå è íàó÷íî-
ïåäàãîãè÷åñêèå êàäðû èííîâàöèîííîé Ðîññèè� (ãîñ. êîíòðàêò 14.740.11.0362).
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ÐÀÇÐÛÂÛ ÌÅÆÄÓ ÎÏÒÈÌÀËÜÍÛÌÈ ÇÍÀ×ÅÍÈßÌÈ
ÇÀÄÀ×È ÓÏÀÊÎÂÊÈ Â ÏÎËÎÑÓ È Å� ÍÈÆÍÈÌÈ ÃÐÀÍÈÖÀÌÈ

Ã. Øàéòõàóýð, Ì.À. Ìóõà÷åâà

Ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à äâóìåðíîé óïàêîâêè ïðÿìîóãîëüíèêîâ â ïîëîñó (SPP).
Äàí íàáîð èç n ïðÿìîóãîëüíèêîâ, çàäàííûõ ñâîèìè ðàçìåðàìè: âåêòîðîì øèðèí
w = (w1, . . . , wn) è âûñîò h = (h1, . . . , hn) , à òàêæå ïîëóáåñêîíå÷íàÿ ïîëîñà ôèê-
ñèðîâàííîé øèðèíû W . Íåîáõîäèìî ðàçìåñòèòü ïðÿìîóãîëüíèêè â ïîëîñå òàêèì
îáðàçîì, ÷òîáû ìèíèìèçèðîâàòü âûñîòó çàíÿòîé ÷àñòè ïîëîñû. Ïðè ýòîì äîëæíî
âûïîëíÿòüñÿ óñëîâèå íåïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìîóãîëüíèêîâ.

Ðàññìàòðèâàþòñÿ äâå çàäà÷è, ñ ïîìîùüþ êîòîðûõ íàõîäÿòñÿ íèæíèå ãðàíèöû
çàäà÷è SPP. Ïåðâîé ÿâëÿåòñÿ çàäà÷à ïðîäîëæåííîãî îäíîìåðíîãî ðàñêðîÿ (CCSP),
îáñóæäàåìàÿ â [1]. Âìåñòî n ïðÿìîóãîëüíèêîâ ðàçìåðà wi × hi ðàññìàòðèâàåòñÿ n
òèïîâ çàãîòîâîê äëèíû wi, êîòîðûå íåîáõîäèìî âûðåçàòü â êîëè÷åñòâå hi øòóê èç
êîíòåéíåðà øèðèíû W è âûñîòû 1. Äîëæíû âûïîëíÿòüñÿ äîïîëíèòåëüíûå îãðàíè-
÷åíèÿ:

1. Èç êîíòåéíåðà ìîæíî âûðåçàòü òîëüêî ðàçëè÷íûå çàãîòîâêè (ðàçíîðîäíîñòü).
2. Åñëè íå âñå çàãîòîâêè òèïà i âõîäÿò â òåêóùèé êîíòåéíåð, òî îñòàâøèåñÿ ðàç-

ìåùàþòñÿ â ñëåäóþùèõ çà íèì êîíòåéíåðàõ (ïðîäîëæåííîñòü).
Ñëåäóþùåé ÿâëÿåòñÿ çàäà÷à îäíîìåðíîãî áèíàðíîãî ðàñêðîÿ (BPP). Â íåé îòìå-

íÿåòñÿ îãðàíè÷åíèå ïðîäîëæåííîñòè çàãîòîâîê.
Ìíîæåñòâà âõîäíûõ äàííûõ ïåðå÷èñëåííûõ çàäà÷ ñîâïàäàþò, ïðè ýòîì âûïîëíÿ-

åòñÿ íåðàâåíñòâî
zBPP ≤ zCCSP ≤ zSPP

ãäå zBPP , zCCSP è zSPP � îïòèìàëüíûå çíà÷åíèÿ çàäà÷ BPP, CCSP è SPP ñîîòâåò-
ñòâåííî.

Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì ÿâëÿòñÿ ñëåäóþùàÿ òåîðåìà:

Òåîðåìà. h0 ≤ zBPP ≤ zSPP ≤ 2·h0, ãäå h0 = max

{
1
W

n∑
i=1

wihi;max{hi : i = ¯1, n}
}
.

Ðàáîòà ïîääåðæàíà ãðàíòîì ÐÔÔÈ 12-07-00631-à.
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ÐÀÇÐÀÁÎÒÊÀ È ÀÍÀËÈÇ ÀËÃÎÐÈÒÌÎÂ ÄËß ÇÀÄÀ×È ÂÅÁÅÐÀ
Ð.Ý. Øàíãèí

Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à Âåáåðà äëÿ ïðîñòîãî íåîðèåíòèðîâàííîãî ãðàôà
G = (J,A) è êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà òî÷åê V :

F (φ) =
∑

{i,j}∈A

c({i, j}, φ(i), φ(j)) +
∑
i∈J

p(i, φ(i))→ min
φ
,

ãäå φ : J → V � îäíîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå èç ìíîæåñòâà J â V ; J � ìíîæåñòâî
îáúåêòîâ ðàçìåùåíèÿ; A = {(i, j) : i, j ∈ J} � ìíîæåñòâî ðåáåð ãðàôà G; p : J × V →
R+ : p(i, ϑi) � çàòðàòû ðàçìåùåíèÿ ýëåìåíòà i ∈ J â òî÷êå ϑi ∈ V ; c : A× V 2 → R+ :
c({i, j}, ϑi, ϑj) : (i, j) ∈ A, ϑi, ϑj ∈ V � ñòîèìîñòü ðàçìåùåíèÿ ðåáðà ãðàôà G íà V 2.

Èçâåñòíî, ÷òî çàäà÷à Âåáåðà, êàê è êâàäðàòè÷íàÿ çàäà÷à î íàçíà÷åíèÿõ, ãäå îòîá-
ðàæåíèå φ : J → V îäíîçíà÷íî è èíúåêòèâíî, ÿâëÿþòñÿ NP-òðóäíûìè [1, 2]. Íåñìîò-
ðÿ íà NP-òðóäíîñòü çàäà÷è Âåáåðà, èçâåñòíû ïîëèíîìèàëüíûå àëãîðèòìû äëÿ íåêî-
òîðûõ ÷àñòíûõ ñëó÷àåâ [2, 3]. Òàêæå èçâåñòíû ïðèáëèæåííûå è ýâðèñòè÷åñêèå àëãî-
ðèòìû äëÿ çàäà÷è Âåáåðà [4].

Â ðàáîòå ïðåäëàãàþòñÿ ýâðèñòè÷åñêèå àëãîðèòìû, îñíîâàííûå íà ìåòîäå äèíà-
ìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ, ðåøàþùèå ïîñòàâëåííóþ çàäà÷ó çà ïîëèíîìèàëüíîå
âðåìÿ. Èñõîäÿ èç ñïåöèôèêè äàííûõ àëãîðèòìîâ, ïðåäëàãàþòñÿ ïóòè ñîâåðøåíñòâî-
âàíèÿ, íàïðàâëåííûå íà óâåëè÷åíèå òî÷íîñòè ðåøåíèÿ, çàêëþ÷àþùèåñÿ â ñî÷åòàíèè
ìåòîäîâ äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ ñ àëãîðèòìàìè ëîêàëüíîé è ñòîõàñòè÷å-
ñêîé îïòèìèçàöèè. Èññëåäóþòñÿ ñâîéñòâà îêðåñòíîñòåé, èñïîëüçóåìûõ â àëãîðèòìàõ
ëîêàëüíîé è ñòîõàñòè÷åñêîé îïòèìèçàöèè.

Ïðîâîäèòñÿ ñðàâíåíèå ýôôåêòèâíîñòè ïðåäëîæåííûõ àëãîðèòìîâ, êàê ìåæäó ñî-
áîé, òàê è ñ äðóãèìè èçâåñòíûìè ýâðèñòè÷åñêèìè àëãîðèòìàìè, ïðè÷åì ïîä ýôôåê-
òèâíîñòüþ ïîíèìàåòñÿ òî÷íîñòü àëãîðèòìà è âðåìÿ âû÷èñëåíèé. Íàéäåíû êëàññû
çàäà÷, íà êîòîðûõ ïðåäëîæåííûå àëãîðèòìû ÿâëÿþòñÿ òî÷íûìè.
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ÄÅÊÎÌÏÎÇÈÖÈÎÍÍÛÉ ÏÎÄÕÎÄ Â ÇÀÄÀ×Å ÎÁÑËÓÆÈÂÀÍÈß
ÐÀÇËÈ×ÍÛÕ ÒÐÅÁÎÂÀÍÈÉ ÎÄÍÈÌ ÏÐÈÁÎÐÎÌ

Í.Þ. Øåðåøèê

Ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëåäóþùàÿ çàäà÷à òåîðèè ðàñïèñàíèé. Çàäàíî ìíîæåñòâî
V = {1, 2, . . . , n} òðåáîâàíèé, êîòîðûå íåîáõîäèìî îáñëóæèòü. Êàæäîå òðåáîâàíèå
i ∈ V èìååò ïîëîæèòåëüíûé âåñ ωi è âðåìÿ îæèäàíèÿ ri, ò.å. âðåìÿ, â òå÷åíèå êîòîðî-
ãî îíî íåäîñòóïíî äëÿ îáñëóæèâàíèÿ. Òðåáîâàíèÿ îáñëóæèâàþòñÿ îäíèì ïðèáîðîì.
Â îáñëóæèâàíèè ëþáîãî òðåáîâàíèÿ i ∈ V äîïóñêàþòñÿ ïðåðûâàíèÿ. Äëèòåëüíîñòè
pi îáñëóæèâàíèÿ òðåáîâàíèé ðàâíû ìåæäó ñîáîé pi = p, i = 1, 2, . . . , n. Íåîáõîäèìî
ìèíèìèçèðîâàòü ñóììàðíîå âçâåøåííîå âðåìÿ çàâåðøåíèÿ îáñëóæèâàíèÿ âñåõ òðå-
áîâàíèé. Â [1] ýòà çàäà÷à óïîìèíàåòñÿ êàê 1|pmnt; pi = p; ri|

∑
ωiCi, ãäå Ci � âðåìÿ

çàâåðøåíèÿ îáñëóæèâàíèÿ òðåáîâàíèÿ i. Îïðåäåëåíà âåëè÷èíà d - äèðåêòèâíûé ñðîê
îêîí÷àíèÿ îáñëóæèâàíèÿ âñåõ òðåáîâàíèé. Àïðèîðè ýòà âåëè÷èíà íå èçâåñòíà, íî ÿñ-
íî, ÷òî å¼ âñåãäà ìîæíî âûáðàòü. Ñîîòâåòñòâåííî äèñêðåòíûå åäèíè÷íûå ìîìåíòû
îáñëóæèâàíèÿ òðåáîâàíèé ìîãóò áûòü ïåðåíóìåðîâàíû êàê k = 1, 2, . . . , d. Ðàñïèñà-
íèåì îáñëóæèâàíèÿ òðåáîâàíèé ÿâëÿåòñÿ (0, 1)-âåêòîð x ∈ Rnd ñ êîîðäèíàòàìè:

xik=

{
1, åñëè òðåáîâàíèå i â ìîìåíò k íàõîäèòñÿ â îáðàáîòêå,
0, èíà÷å.

Îïðåäåëèì Σd êàê ìíîæåñòâî âñåõ ðàñïèñàíèé îáñëóæèâàíèÿ òðåáîâàíèé ïðè
äàííîì äèðåêòèâíîì ñðîêå è Ci(x) � âðåìÿ îêîí÷àíèÿ îáñëóæèâàíèÿ òðåáîâàíèÿ i
ïðè äàííîì ðàñïèñàíèè x. Â ââåä¼ííûõ îáîçíà÷åíèÿõ çàäà÷à èìååò âèä:

f(x) =
n∑

i=1

ωiCi(x)→ min ïðè x ∈ Σd.

Â ðàáîòå [2] äîêàçàíî, ÷òî îïòèìàëüíîå ðàñïèñàíèå ëåæèò â Σdmin
, ãäå Σdmin

̸= ⊘, à
Σdmin−1 = ⊘. Ó÷èòûâàÿ ýòî, â íàñòîÿùåé ðàáîòå ñôîðìóëèðîâàíî óñëîâèå äåêîìïîçè-
öèè çàäà÷. Ïóñòü ri ≤ ri+1, äëÿ ëþáîãî i ∈ V . Èñõîäíóþ çàäà÷ó ìîæíî ïðåäñòàâèòü â
âèäå êîìïîçèöèè çàäà÷ ìåíüøåé ðàçìåðíîñòè, åñëè ñóùåñòâóåò òàêîé i ∈ {1, ..., n−1},

÷òî
i∑

j=1

αj ≥ jp, ãäå αj = rj+1−rj. Äëÿ çàäà÷, óäîâëåòâîðÿþùèõ ýòîìó óñëîâèþ, ïðåä-

ëîæåí àëãîðèòì äåêîìïîçèöèè. Äîêàçàíî, ÷òî îïòèìàëüíûå ðåøåíèÿ çàäà÷ ìåíüøåé
ðàçìåðíîñòè â ñîâîêóïíîñòè äàþò îïòèìàëüíîå ðåøåíèå èñõîäíîé çàäà÷è.
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ÌÎÄÈÔÈÊÀÖÈß ÀËÃÎÐÈÒÌÀ ÄÈÍÀÌÈ×ÅÑÊÎÃÎ ÏÐÎÃÐÀÌÌÈÐÎÂÀÍÈß
ÄËß ÇÀÄÀ×È ÊÀËÅÍÄÀÐÍÎÃÎ ÏËÀÍÈÐÎÂÀÍÈß ÏÐÎÅÊÒÎÂ Ñ

ÔÈÊÑÈÐÎÂÀÍÍÛÌ ×ÈÑËÎÌ ÏÐÈÁÛËÜÍÛÕ ÐÀÁÎÒ
Ò.À. Ùåðáèíèíà

Èìååòñÿ ïðîåêò, êîòîðûé ñîñòîèò èç ìíîæåñòâà âçàèìîñâÿçàííûõ ðàáîò
V = {1, 2, . . . , N}. Âçàèìîñâÿçü ìåæäó ðàáîòàìè çàäàåòñÿ îòíîøåíèÿìè ïðåäøå-
ñòâîâàíèÿ âèäà i → j, ãäå ðàáîòà j íå ìîæåò íà÷àòüñÿ äî çàâåðøåíèÿ ðàáîòû i.
Äàííàÿ ñòðóêòóðà ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà îðèåíòèðîâàííûì àöèêëè÷íûì ãðàôîì
G = (V,E), ãäå V � ìíîæåñòâî âåðøèí, à E = {(i, j)|i, j ∈ V, i→ j} � ìíîæåñòâî äóã.
Ïðè âûïîëíåíèè ðàáîò èñïîëüçóåòñÿ îäèí òèï ñêëàäèðóåìîãî ðåñóðñà. Íà ïåðèîä
ïëàíèðîâàíèÿ T â èíòåðâàëå âðåìåíè [t − 1, t) èìååòñÿ qt åäèíèö ñêëàäèðóåìîãî ðå-
ñóðñà. Êàæäàÿ ðàáîòà j ∈ V õàðàêòåðèçóåòñÿ äëèòåëüíîñòüþ pj ∈ Z+ è ïîòðåáíîñòüþ
rj(τ) â ðåñóðñå â ìîìåíò âðåìåíè τ, τ = 1, 2, . . . , pj.

Ðàáîòà êàê ïîòðåáëÿåò ôèíàíñîâûå ðåñóðñû, òàê è ãåíåðèðóåò èõ. Îáîçíà÷èì ÷å-
ðåç cj(τ) ïëàòåæ ðàáîòû j â ìîìåíò âðåìåíè τ, τ = 1, 2, . . . , pj. Åñëè cj(τ) < 0, òî â
ìîìåíò τ äëÿ âûïîëíåíèÿ ðàáîòû òðåáóþòñÿ ñîîòâåòñòâóþùèå êàïèòàëîâëîæåíèÿ, à
åñëè cj(τ) > 0, òî âûïîëíåíèå äàííîé ðàáîòû ïðèíîñèò äîõîä. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
âåëè÷èí (cj(1), cj(2), . . . , cj(pj)) íàçûâàåòñÿ ïîòîêîì ïîñòóïëåíèé ðàáîòû j ∈ V .
Ïóñòü NPVj � ÷èñòàÿ ïðèâåäåííàÿ ïðèáûëü ðàáîòû j ∈ V . Åñëè NPVj > 0, òî ðàáîòà
íàçûâàåòñÿ ïðèáûëüíîé. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî âñå ðàáîòû âûïîëíÿþòñÿ íåïðåðûâíî.

Òðåáóåòñÿ îïðåäåëèòü äîïóñòèìîå ðàñïèñàíèå âûïîëíåíèÿ ðàáîò ïðîåêòà S ñ ó÷å-
òîì òåõíîëîãè÷åñêîãî ïîðÿäêà è îãðàíè÷åíèé íà ðåñóðñû, ïðè êîòîðîì ÷èñòàÿ ïðè-
âåäåííàÿ ïðèáûëü ïðîåêòà ìàêñèìàëüíà:

NPV (S) =
∑
j∈V

NPVj
(1 + r0)sj

→ max,

ãäå r0 � öåíà êàïèòàëà íà ðûíêå, èëè áàçîâàÿ ïðîöåíòíàÿ ñòàâêà.
Â [1] äîêàçàíà NP -òðóäíîñòü â ñèëüíîì ñìûñëå ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è äàæå

áåç ó÷åòà ðåèíâåñòèðîâàíèÿ. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïðåäëîæåíà ìîäèôèêàöèÿ àëãîðèò-
ìà äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è êàëåíäàðíîãî ïëàíèðîâàíèÿ ñ
ôèêñèðîâàííûì ÷èñëîì ïðèáûëüíûõ ðàáîò.
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STRATEGIC PLANNING IN COGNITIVE RADIO NETWORKS:
A COMPETITIVE FACILITY LOCATION GAME PERSPECTIVE

S. Iellamo, L. Chen, M. Coupechoux, Yu. Kochetov

We consider a primary network operating on a set of frequency bands licensed to an
independent entity (e.g., private company, telecommunication operator) or controlled by
a government agency, either of which we refer to as a primary user. A cognitive radio
operator (the leader) wants to deploy a durable secondary network by opportunistically
using the unused capacity of the primary network. To this end, the operator places a set
of own base stations and tunes the correspondent transmission power so as to maximize
the pro�t drawn from the served clients.

The operator has to:

• ensure that the deployment of the secondary network does not impair the primary
network. In other words, the received power of the secondary network on each
channel must be controlled under a given interference temperature threshold at
a given measurement point;

• pay for each base station under the budget constraint;

• �nd a solution which will be robust face to the arrival of a possible competitor (the
follower) that might come up in the near future, place his own base stations and
capture clients.

We formulate the problem as a bilevel facility location problem. We apply to the leader
problem a hybrid probabilistic tabu search algorithm and, at each step, we solve the mixed
integer program derived from the follower problem. We show that the follower problem is
NP-hard and that the Stackelberg game associated to the leader problem is ΣP

2 -hard.
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ÏÐÎÅÊÒÈÂÍÛÅ ÀËÃÎÐÈÒÌÛ ÄËß ÐÅØÅÍÈß ÎÏÒÈÌÈÇÀÖÈÎÍÍÛÕ
ÇÀÄÀ× ÐÅÃÓËßÐÈÇÀÖÈÈ ÏÎ ÒÈÕÎÍÎÂÓ

À.Ñ. Âåëè÷êî

Äëÿ çàäà÷è íåëèíåéíîé îïòèìèçàöèè min
x∈V

h(x) ñ âûïóêëîé ãëàäêîé ôóíêöè-

åé h(·) íà íåïóñòîì ìíîæåñòâå V ⊂ Rn, çàäàííîì ëèíåéíûìè îãðàíè÷åíèÿìè-
íåðàâåíñòâàìè, ðàññìàòðèâàåòñÿ åå ïðåäñòàâëåíèå â âèäå çàäà÷è min

x∈V ;u
u ñ îãðàíè-

÷åíèÿìè h(x) ≤ u. Ïóñòü Z = (x, u) ∈ V × R ⊂ Rn+1, f(z) = u. Ïðåäëàãàåìûé
ïðîåêòèâíûé àëãîðèòì çàêëþ÷àåòñÿ â ïîñëåäîâàòåëüíîì âçÿòèè âíåøíèõ ëèíåéíûõ
àïïðîêñèìàöèé äëÿ âûïóêëûõ îãðàíè÷åíèé g(z) = h(x) − u ≤ 0 â òî÷êå zk íà k-îì
øàãå àëãîðèòìà è ïîèñêà ïðîåêöèè òî÷êè (zk−λk∇f(zk)) íà ïåðåñå÷åíèå ìíîæåñòâà
Z è ìíîæåñòâà, îáðàçîâàííîãî ñîâîêóïíîñòüþ âíåøíèõ ëèíåéíûõ àïïðîêñèìàöèé
äëÿ îãðàíè÷åíèé g(z) ≤ 0, êîòîðûå áûëè ïîëó÷åíû íà ïðåäøåñòâóþùèõ k øàãàõ
àëãîðèòìà. Çäåñü λk � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü øàãîâûõ ìíîæèòåëåé, ∇f(·) � ãðàäèåíò
ôóíêöèè f .

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ê èñõîäíîé íåëèíåéíîé çàäà÷å â ïðîñòðàíñòâå Rn ìîãóò ïðè-
ìåíÿòüñÿ ïðîåêòèâíûå àëãîðèòìû òèïà xk+1 = PV (x

k − λk∇h(xk)) ñ ðàçëè÷íûìè
ðåãóëèðîâêàìè øàãîâûõ ìíîæèòåëåé [1], ãäå PV (·) � îïåðàòîð ïðîåêöèè òî÷êè íà
ìíîæåñòâî V .

Â äàííîé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåìûå ïðîåêòèâíûå àëãîðèòìû èñïîëüçóþòñÿ ïðè ðå-
øåíèè îäíîìåðíîãî èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ Ôðåäãîëüìà ìåòîäîì ðåãóëÿðèçàöèè
ïî Òèõîíîâó ñ ðàçëè÷íûìè âèäàìè ñòàáèëèçèðóþùèõ ôóíêöèîíàëîâ, â òîì ÷èñëå ñ
íåäèôôåðåíöèðóåìûìè êîìïîíåíòàìè [2]. Âîññòàíîâëåíèå íåãëàäêèõ ðåøåíèé òðå-
áóåò ìåëêîé ñåòêè, ÷òî ïîðîæäàåò çàäà÷è áîëüøîé ðàçìåðíîñòè.

Òàê, äëÿ óðàâíåíèÿ
b∫
a

K(t, s)u(s) ds = y(t) ìîæíî çàïèñàòü çàäà÷ó îïòèìèçàöèè

min
{uj}

{ m∑
i=1

h
( n∑

j=1

hK(ti, sj)uj − yi
)2

+ αh
n∑

j=1

u2j + α
n−1∑
j=1

|uj+1 − uj|
}
,

ãäå h � øàã ñåòêè, α � ïàðàìåòð ðåãóëÿðèçàöèè. Ââåäåíèåì íîâûõ íåîòðèöàòåëüíûõ
ïåðåìåííûõ vj = |uj+1 − uj| è îãðàíè÷åíèé âèäà vj ≥ uj+1 − uj, vj ≥ −(uj+1 − uj)
ïîëó÷èì ýêâèâàëåíòíóþ êâàäðàòè÷íóþ çàäà÷ó ñ ëèíåéíûìè îãðàíè÷åíèÿìè.

Ðàáîòà ïîääåðæàíà ãðàíòàìè ÄÂÎ ÐÀÍ 12-III-Â-01È-010, 12-III-À-01È-014.
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ÌÎÍÎÒÎÍÍÛÉ ÌÅÒÎÄ
ÎÒÄÅËßÞÙÈÕ ÏËÎÑÊÎÑÒÅÉ

Å.À. Âîðîíöîâà

Â n-ìåðíîì åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå En ðàññìàòðèâàåòñÿ ðàçðåøèìàÿ çàäà÷à
áåçóñëîâíîé âûïóêëîé íåäèôôåðåíöèðóåìîé îïòèìèçàöèè

min
x
f(x) = f(x∗) = −f ∗(0), (1)

ãäå f(x) � âûïóêëàÿ ôóíêöèÿ, f ∗(g) = sup
x
{xg − f(x)} � ñîïðÿæåííàÿ ê f .

Ñóùåñòâóåò çíà÷èòåëüíîå êîëè÷åñòâî ìåòîäîâ ðåøåíèÿ òàêèõ çàäà÷ (ñì., íàïðè-
ìåð, [1-3]). Â íàñòîÿùåé ñòàòüå ïðåäëàãàåòñÿ äàëüíåéøåå ðàçâèòèå è óñîâåðøåíñòâî-
âàíèå ìåòîäà [4], êîòîðûé èìååò ðÿä âàæíûõ òåîðåòè÷åñêèõ è âû÷èñëèòåëüíûõ îñî-
áåííîñòåé.

Çàäà÷à (1) ýêâèâàëåíòíà çàäà÷å íàõîæäåíèÿ êîðíÿ ñóáãðàäèåíòíîãî îòîáðàæå-
íèÿ: x∗ ∈ ∂f ∗(0). Â ìåòîäå îòäåëÿþùèõ ïëîñêîñòåé (ÌÎÏ) íàäãðàôèê epi f ∗ àïïðîê-
ñèìèðóåòñÿ âíóòðåííèì è âíåøíèì îáðàçîì íåêîòîðûìè âûïóêëûìè ìíîæåñòâàìè.
Óòî÷íÿÿ íà êàæäîé èòåðàöèè ýòè àïïðîêñèìàöèè â îêðåñòíîñòè âåðòèêàëüíîé îñè
0×R+, ïîëó÷èì ñõîäÿùèåñÿ íèæíèå è âåðõíèå ãðàíèöû äëÿ f ∗(0).

Áàçîâûé âàðèàíò ÌÎÏ íå ãàðàíòèðóåò ìîíîòîííîñòü, îñîáåííî ïðè ïîäõîäå ê
ýêñòðåìóìó. Äëÿ óëó÷øåíèÿ ñâîéñòâà ìîíîòîííîñòè ìåòîäà ïðåäëàãàåòñÿ ââåñòè äî-
ïîëíèòåëüíîå îòñå÷åíèå ïî âåðõíåé îöåíêå f ∗(0), ïîëó÷åííîé èç âíóòðåííåé àïïðîê-
ñèìàöèè íàäãðàôèêà:

sup
(g, ϵ)∈epi f∗; ϵ≤ v̄

{gx− ϵ}, (2)

ãäå îöåíêà v̄ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ðåøåíèå ëèíåéíîé çàäà÷è v̄ = min ϵ ïðè óñëîâèè,
÷òî (0, ϵ) ∈ co ((gk, f ∗(gk)), k = 1, 2, ...) + 0 ×R+. Ïîñëå íåêîòîðûõ ïðåîáðàçîâàíèé
çàäà÷à (2) ñâîäèòñÿ ê çàäà÷å îäíîìåðíîé ìèíèìèçàöèè íåãëàäêîé ôóíêöèè.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå ÄÂÎ ÐÀÍ (ïðîåêò 12-III-À-01È-014).
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ÀËÃÎÐÈÒÌÛ ÎÒÑÅ×ÅÍÈÉ ÁÅÇ ÂËÎÆÅÍÈß
ÏÎÃÐÓÆÀÞÙÈÕ ÌÍÎÆÅÑÒÂ

È.ß. Çàáîòèí, Ð.Ñ. ßðóëëèí

Äëÿ îáùåé çàäà÷è ìàòåìàòè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ ïðåäëàãàþòñÿ àëãîðèòìû,
îòíîñÿùèåñÿ ê êëàññó ìåòîäîâ îòñå÷åíèé (íàïð., [1]). Àëãîðèòìû õàðàêòåðíû òåì, ÷òî
â íèõ íå òðåáóåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîãî âëîæåíèÿ êàæäîãî èç àïïðîêñèìèðóþùèõ ìíî-
æåñòâ â ïðåäûäóùåå. Çà ñ÷åò ýòîãî ïðåäëàãàåìûå àëãîðèòìû èìåþò îïðåäåëåííûå
ïðåèìóùåñòâà ïåðåä íåêîòîðûìè èçâåñòíûìè ìåòîäàìè íàçâàííîãî êëàññà.

Ïóñòü ìíîæåñòâà Dj, j ∈ J , è D′′ èç Rn âûïóêëû è çàìêíóòû, D′ =
∩
j∈J

Dj,

D = D′∩D′′, è intDj ̸= ∅, j ∈ J . Ïóñòü íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ f(x) äîñòèãàåò íà D
ìèíèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ f ∗.

Ïîëîæèì X∗ = {x ∈ D : f(x) = f ∗}, E∗ = {x ∈ Rn : f(x) ≤ f ∗}.
Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è min{f(x)|x ∈ D} ïðåäëàãàåòñÿ ìåòîä, çàêëþ÷àþùèéñÿ â

ñëåäóþùåì. Ñòðîèòñÿ âûïóêëîå çàìêíóòîå ìíîæåñòâî M0 ⊂ Rn, ñîäåðæàùåå õîòÿ
áû îäíó òî÷êó x∗ ∈ X∗, âûáèðàþòñÿ òî÷êè vj ∈ intDj, ∀j ∈ J , ïîëàãàåòñÿ k = 0,
i = 0.

1. Íàõîäèòñÿ òî÷êà yi ∈Mi

∩
D′′∩E∗, ïîëàãàåòñÿ Ji = {j ∈ J : yj /∈ Dj}.

2. Äëÿ êàæäîãî j ∈ Ji â èíòåðâàëå (vj, yi) íàõîäèòñÿ òî÷êà zji /∈ intDj, óäîâëåòâî-
ðÿþùàÿ îïðåäåëåííîìó òðåáîâàíèþ. Âûáèðàåòñÿ íåêîòîðîå ïîäìíîæåñòâî Hi ⊂ Ji.

3. Äëÿ êàæäîãî j ∈ Hi âûáèðàåòñÿ ìíîæåñòâî A
j
i îáîáùåííî-îïîðíûõ êDj â òî÷êå

zji âåêòîðîâ è ïîëàãàåòñÿMi+1 = Qi

∩
{x ∈ Rn : ⟨a, x−zji ⟩ ≤ 0 ∀a ∈ Aj

i}.Ìíîæåñòâî Qi

çàäàåòñÿ çäåñü ñëåäóþùèì îáðàçîì. Åñëè òî÷êà yi íå óäîâëåòâîðÿåò îïðåäåëåííîìó
óñëîâèþ áëèçîñòè åå ê ìíîæåñòâó D′, òî ïîëàãàåòñÿ Qi = Mi. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå
â êà÷åñòâå Qi âûáèðàåòñÿ ëþáîå ïîäìíîæåñòâî ìíîæåñòâà M0, ñîäåðæàùåå òî÷êè yi
è x∗, è ïðè ýòîì ïîëàãàåòñÿ xk = yi, à çíà÷åíèå k óâåëè÷èâàåòñÿ íà åäèíèöó. Äàëåå
ñëåäóåò ïåðåõîä ê ï.1 ïðè i, óâåëè÷åííîì íà åäèíèöó.

Äîêàçàíî, ÷òî ëþáàÿ ïðåäåëüíàÿ òî÷êà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {xk} ïðèíàäëåæèò
X∗, à åñëè {f(xk)} ìîíîòîííî âîçðàñòàåò, òî âñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xk} ñõîäèòñÿ ê
X∗. Çà ñ÷åò âûáîðà ìíîæåñòâ Hi è Qi ïîñòðîåíû ðàçëè÷íûå àëãîðèòìû ìåòîäà.
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ÏÎÈÑÊ ÎÏÒÈÌÀËÜÍÎÃÎ ÏËÀÍÀ
ÒÐÀÍÑÏÎÐÒÈÐÎÂÎÊ ÎÄÍÎÐÎÄÍÎÃÎ ÏÐÎÄÓÊÒÀ

ÏÐÈ ÏÎÌÎÙÈ ÌÅÒÎÄÎÂ ÄÂÓÕÝÒÀÏÍÎÃÎ
ÑÒÎÕÀÑÒÈ×ÅÑÊÎÃÎ ÏÐÎÃÐÀÌÌÈÐÎÂÀÍÈß

À.Â. Êîëîñíèöûí

Äëÿ ïîèñêà îïòèìàëüíîãî ïëàíà òðàíñïîðòèðîâîê îäíîðîäíîãî ïðîäóêòà îò ïî-
ñòàâùèêîâ ê ïîòðåáèòåëÿì ðàññìàòðèâàåòñÿ äâóõýòàïíàÿ çàäà÷à ñòîõàñòè÷åñêîãî
ïðîãðàììèðîâàíèÿ, ðàñøèðÿþùàÿ àíàëîãè÷íóþ ïîñòàíîâêó èç [1]:

∑
i∈Ip

φi(bi) +
n∑

j=1

cj|xj|+
∑
i∈Ic

Mi∑
k=1

pik(q
+
i ν

+
ik + q−i ν

−
ik)→ min, (1)

0 ≤ bi ≤ bi, −dj ≤ xj ≤ dj, i ∈ Ip, j = 1, n, (2)

bi =
n∑

j=1

aijxj, i ∈ Ip, 0 =
n∑

j=1

aijxj, i ∈ I0, (3)

ν+ik − ν
−
ik = bik +

n∑
j=1

aijxj, i ∈ Ic, ν+ik ≥ 0, ν−ik ≥ 0, k = 1,Mi. (4)

Ìíîæåñòâî Ip îáîçíà÷àåò ìíîæåñòâî ïðîèçâîäèòåëåé, Ic � ýòî ìíîæåñòâî ïîòðåáè-
òåëåé, I0 � ýòî ìíîæåñòâî óçëîâ âåòâëåíèÿ. Öåëåâàÿ ôóíêöèÿ (1) âêëþ÷àåò èçäåðæêè
φi(bi) íà ïðîèçâîäñòâî ïðîäóêòà â i−ì óçëå â îáúåìå bi, èçäåðæêè cj|xj| íà òðàíñïîð-
òèðîâêó ïðîäóêòà ïî j−é äóãå è ñðåäíèé øòðàô. Ó÷èòûâàþòñÿ ïðîèçâîäñòâåííûå
îãðàíè÷åíèÿ è îãðàíè÷åíèÿ íà ïðîïóñêíûå ñïîñîáíîñòè (2). Ñâÿçè ìåæäó óçëàìè
çàäàþòñÿ ñ ïîìîùüþ áàëàíñîâûõ ñîîòíîøåíèé (3)-(4), ãäå aij � ýëåìåíòû ìàòðèöû
èíöèäåíöèé. Cëó÷àéíûé ñïðîñ â óçëå i ∈ Ic ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ bik c âåðîÿòíîñòÿìè
pik, i = 1,Mi, ïåðåìåííûå ν

+
ik, ν

−
ik îáîçíà÷àþò äåôèöèòíîå è èçáûòî÷íîå ïðåäëîæåíèÿ

ïðîäóêòà â óçëå i, ñîîòâåòñòâóþùèå ðåàëèçàöèè bik. Ïàðàìåòðû q+i , q
−
i � øòðàôíûå

êîýôôèöèåíòû çà äåôèöèòíîå è èçáûòî÷íîå ïðåäëîæåíèå.
Êàê ïðàâèëî, çàäà÷à (1)-(4) åñòü çàäà÷à âûïóêëîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ î÷åíü áîëü-

øîé ðàçìåðíîñòè çà ñ÷¼ò ââåäåíèÿ ïåðåìåííûõ ν+ik, ν
−
ik. Ïðåäëàãàåòñÿ ðåäóêöèÿ ê çà-

äà÷å âûïóêëîé íåäèôôåðåíöèðóåìîé îïòèìèçàöèè ñ íåÿâíî çàäàííîé öåëåâîé ôóíê-
öèåé, íå ñîäåðæàùåé ïåðåìåííûõ ν+ik, ν

−
ik, äëÿ ðåøåíèÿ êîòîðîé èñïîëüçóåòñÿ ìåòîä

àíàëèòè÷åñêèõ öåíòðîâ. Ïðèâîäÿòñÿ ðåçóëüòàòû ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ.
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Î ÏÎÈÑÊÅ ÎÏÒÈÌÈÑÒÈ×ÅÑÊÈÕ ÐÅØÅÍÈÉ Â
ÊÂÀÄÐÀÒÈ×ÍÎ-ÊÂÀÄÐÀÒÈ×ÍÛÕ ÄÂÓÕÓÐÎÂÍÅÂÛÕ ÇÀÄÀ×ÀÕ

À.Â. Ìàëûøåâ, À.Â. Îðëîâ

Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à äâóõóðîâíåâîé îïòèìèçàöèè â îïòèìèñòè÷åñêîé
ïîñòàíîâêå c âûïóêëûìè êâàäðàòè÷íûìè öåëåâûìè ôóíêöèÿìè íà âåðõíåì è íèæíåì
óðîâíÿõ èåðàðõèè [1, 2]:

1

2
⟨x,Cx⟩+ ⟨c, x⟩+ 1

2
⟨y,Qy⟩+ ⟨d, y⟩ ↓ min

x,y
, Ax+By ≤ b,

y ∈ Argmin
y

{1
2
⟨y, C1y⟩+ ⟨xQ1 + d1, y⟩

∣∣ A1x+B1y ≤ b1

}
,

 (BP)

ãäå A ∈ IRp×m, B ∈ IRp×n, A1 ∈ IRq×m, B1 ∈ IRq×n, C,Q,C1 ≥ 0.
Îäíèì èç ðàñïðîñòðàíåííûõ ïðèåìîâ äëÿ ðåøåíèÿ ïîäîáíîãî ñîðòà çàäà÷ ÿâëÿ-

åòñÿ çàìåíà çàäà÷è íèæíåãî óðîâíÿ åå íåîáõîäèìûìè è äîñòàòî÷íûìè óñëîâèÿìè
îïòèìàëüíîñòè òèïà Êàðóøà-Êóíà-Òàêêåðà è ïðèìåíèå ê ïîëó÷åííîé çàäà÷å ìåòîäà
øòðàôà [1, 3]. Â ðåçóëüòàòå, çàäà÷à (BP) ñâîäèòñÿ ê ñåðèè íåâûïóêëûõ çàäà÷ îï-
òèìèçàöèè, äëÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ êîòîðûõ ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíà ñòðàòåãèÿ
ãëîáàëüíîãî ïîèñêà â çàäà÷àõ d.c. ìèíèìèçàöèè [4]. Îñíîâíûìè ýòàïàìè àëãîðèò-
ìîâ ãëîáàëüíîãî ïîèñêà, îñíîâàííûõ íà ýòîé ñòðàòåãèè, ÿâëÿþòñÿ: ëîêàëüíûé ïîèñê,
äîñòàâëÿþùèé êðèòè÷åñêóþ òî÷êó, è ïðîöåäóðû âûõîäà èç òåêóùåé êðèòè÷åñêîé
òî÷êè, îñíîâàííûå íà óñëîâèÿõ ãëîáàëüíîé îïòèìàëüíîñòè [3, 4].

Àïðîáàöèÿ ðàçðàáîòàííîãî àëãîðèòìà ïðîâîäèòñÿ íà çàäà÷àõ, ïîñòðîåííûõ ñ
ïîìîùüþ ñïåöèàëüíîãî ìåòîäà ãåíåðàöèè òåñòîâûõ çàäà÷ âèäà (BP) ñ èçâåñòíûìè
ëîêàëüíûìè è ãëîáàëüíûìè ðåøåíèÿìè [2]. Èäåÿ ýòîãî ìåòîäà ñîñòîèò â ïîñòðîåíèè
äâóõóðîâíåâûõ çàäà÷ ïðîèçâîëüíîé ðàçìåðíîñòè ïóòåì îáúåäèíåíèÿ ïðîèçâîëüíîãî
êîëè÷åñòâà çàäà÷-ÿäåð íåáîëüøîé ðàçìåðíîñòè ñ èçâåñòíûìè ðåøåíèÿìè. Äàëåå
èñïîëüçóåòñÿ ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå êîîðäèíàò, ÷òîáû èçáàâèòüñÿ îò ñåïàðàáåëü-
íîñòè ïîñòðîåííîé çàäà÷è.

Ðàáîòà ïîääåðæàíà ãðàíòîì ÐÔÔÈ 11-01-00270a.
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ÏÐÈÌÅÍÅÍÈÅ ÌÅÒÎÄÎÂ ÃËÎÁÀËÜÍÎÉ ÎÏÒÈÌÈÇÀÖÈÈ ÄËß
ÍÀÕÎÆÄÅÍÈß ÐÀÂÍÎÂÅÑÈß ÊÓÐÍÎ ÏÐÈ ÍÅËÈÍÅÉÍÛÕ ÈÇÄÅÐÆÊÀÕ

È.Ì. Ìèíàð÷åíêî

Ðàññìàòðèâàåòñÿ ìîäåëü Êóðíî ñ n ó÷àñòíèêàìè, èçäåðæêè êîòîðûõ çàäàíû ìíî-
ãî÷ëåíàìè òðåòüåé ñòåïåíè, à îáðàòíàÿ ôóíêöèÿ ñïðîñà ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé:

Fi(x) =

(
d− a

n∑
j=1

xj

)
xi − ci(xi)→ max

xi

,

ci(xi) = αix
3
i + βix

2
i + γixi + δi, 0 ≤ xi ≤ x̄i, a > 0, d > 0,

αi > 0, βi < 0, γi > 0, δi ≥ 0, β2
i ≤ 3αiγi, i = 1, . . . , n.

(1)

Èçäåðæêè òàêîãî âèäà ìîäåëèðóþò ó÷àñòîê âõîäà íà ðûíîê. Öåëüþ ÿâëÿåòñÿ èçó-
÷åíèå âîïðîñà î ñóùåñòâîâàíèè ðàâíîâåñèé (ïî Íýøó) è èõ ïîèñê. Êàê èçâåñòíî àâ-
òîðó, ìîäåëü Êóðíî â ïîñòàíîâêå (1) ðàíåå íå ðàññìàòðèâàëàñü.

Ñòàíäàðòíûé ïîäõîä ê ðåøåíèþ ñ èñïîëüçîâàíèåì ñèñòåìû âàðèàöèîííûõ íåðà-
âåíñòâ íåïðèåìëåì ñ ïðàêòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ. Â òî æå âðåìÿ (1) ÿâëÿåòñÿ ïîòåí-
öèàëüíîé èãðîé [1]. Â äîêëàäå ïîêàçàíî, ÷òî ïîèñê ðàâíîâåñèé óäîáíî ïðîèçâîäèòü
ïóò¼ì ìàêñèìèçàöèè ïîòåíöèàëüíîé ôóíêöèè P (x), ÿâëÿþùåéñÿ íåâîãíóòîé (ðàâíî-
âåñèÿ ñëåäóåò èñêàòü ñðåäè ëîêàëüíûõ ìàêñèìóìîâ, ãëîáàëüíûé � âñåãäà ðàâíîâå-
ñèå):

P (x) =
n∑

i=1

[
−αix

3
i − (a+ βi)x

2
i +

(
d− γi − a

2

∑
j ̸=i

xj

)
xi

]
→ max,

0 ≤ xi ≤ x̄i, i = 1, 2, . . . , n.

(2)

Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è ãëîáàëüíîé îïòèìèçàöèè (2) ïðåäëàãàåòñÿ ñïåöèàëüíûé ìå-
òîä âåòâåé è ãðàíèö â ñî÷åòàíèè ñ ìåòîäàìè ëîêàëüíîãî ïîèñêà, áûñòðî ñõîäÿùèéñÿ
ê ãëîáàëüíîìó ìàêñèìóìó; âñå ìåòîäû îñíîâàíû íà èñïîëüçîâàíèè êâàäðàòè÷íûõ
îïîðíûõ ôóíêöèé [2]. Ïðèâîäÿòñÿ ðåçóëüòàòû ÷èñëåííîãî ýêñïåðèìåíòà.
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ÂÛ×ÈÑËÈÒÅËÜÍÛÉ ÊÎÌÏËÅÊÑ ÄËß ÐÅØÅÍÈß ÇÀÄÀ× ÍÅÂÛÏÓÊËÎÃÎ
ÊÂÀÄÐÀÒÈ×ÍÎÃÎ ÏÐÎÃÐÀÌÌÈÐÎÂÀÍÈß

È.Â. Ìîêðûé, Î.Â. Õàìèñîâ

Ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëåäóþùàÿ çàäà÷à êâàäðàòè÷íîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ

q0(x)→ min, (1)

qi(x) = 0, i ∈ L, (2)

qi(x) ≤ 0, i ∈M, (3)

x ∈ Π = {x : xi ≤ xi ≤ xi, i = 1, . . . , n}, (4)

ãäå qi(x) = xTQix + (ci)Tx + ri, i ∈ 0 ∪ L ∪ M � êâàäðàòè÷íûå ôóíêöèè, L, M
� èíäåêñíûå ìíîæåñòâà, Qi � n × n ñèììåòðè÷íûå ìàòðèöû, ci ∈ Rn, ri ∈ R,
i ∈ 0 ∪ L ∪M , xi < xi, i = 1, . . . , n.

Â äîêëàäå ïðèâîäèòñÿ îïèñàíèå âû÷èñëèòåëüíîãî êîìïëåêñà äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è
ãëîáàëüíîé îïòèìèçàöèè (1)-(4). Êîìïëåêñ ñîäåðæèò àâòîìàòè÷åñêóþ êëàññèôè-
êàöèþ èññëåäóåìûõ çàäà÷, âûäåëÿÿ çàäà÷è ìèíèìèçàöèè âîãíóòîé êâàäðàòè÷íîé
ôóíêöèè íà âûïóêëîì ìíîãîãðàííèêå, çàäà÷è ìèíèìèçàöèè ïðîèçâîëüíîé êâàäðà-
òè÷íîé ôóíêöèè íà âûïóêëîì ìíîæåñòâå, çàäàííîì îãðàíè÷åíèÿìè-íåðàâåíñòâàìè,
îáðàòíî-âûïóêëûå çàäà÷è è ò.ä. Â ñîîòâåòñòâèè ñ êëàññèôèêàöèåé â êîìïëåêñå
ðåàëèçîâàí ñîîòâåòñòâóþùèé íàáîð ìåòîäîâ ãëîáàëüíîé ìèíèìèçàöèè [1]. Â îñíîâå
ïðàêòè÷åñêè âñåõ ìåòîäîâ ëåæèò îáùàÿ ñõåìà âåòâåé è ãðàíèö. Ïî ñðàâíåíèþ ñ
ïðåäûäóùåé âåðñèåé, ïðåäñòàâëÿåìûé êîìïëåêñ ñîäåðæèò ðÿä àëãîðèòìîâ ëîêàëü-
íîãî ïîèñêà, ÷òî â çíà÷èòåëüíîé ñòåïåíè óñêîðÿåò ðåøåíèå çàäà÷ (1)-(4).

Äîêëàä ïîñâÿù¼í ïðåäñòàâëåíèþ êîìïëåêñà è îïèñàíèþ ðåçóëüòàòîâ òåñòèðîâà-
íèÿ.
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ÍÎÂÛÉ ÏÎÄÕÎÄ Ê ÐÅØÅÍÈÞ
ÊÂÀÄÐÀÒÈ×ÍÎÉ ÄÂÓÕÓÐÎÂÍÅÂÎÉ ÇÀÄÀ×È

Å.Ã. Ìóñàòîâà

Ðàññìîòðèì êâàäðàòè÷íî-ëèíåéíóþ äâóõóðîâíåâóþ çàäà÷ó â ñëåäóþùåé ïîñòà-
íîâêå [1,2]:

F (x, y)
△
= 1

2
⟨Cx, x⟩+ ⟨c, x⟩+ 1

2
⟨C1y, y⟩+ ⟨c1, y⟩ ↓ min

x,y
,

x ∈ X △
= {x ∈ IRm | Ax ≤ b},

y ∈ Y∗(x)
△
= Argmin

y

{
⟨d, y⟩ | y ∈ Y (x)

△
= {y ∈ IRn | A1x+B1y ≤ b1}

}
 (BP)

ãäå A, A1, B1, C, C1 � ìàòðèöû ðàçìåðíîñòè (p × m), (q × m), (q × n), (m × m),
(n × n) ñîîòâåòñòâåííî, à c ∈ IRm, c1, d ∈ IRn, b ∈ IRp, b1 ∈ IRq � çàäàííûå âåêòîðû.
Ïóñòü C = CT ≥ 0, C1 = CT

1 ≥ 0.
Ðàññìàòðèâàåòñÿ îïòèìèñòè÷åñêàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è, ò.å. ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî

èãðîêè âåðõíåãî è íèæíåãî óðîâíÿ äåéñòâóþò ñîâìåñòíî, ïîýòîìó èç âñåõ ðåøåíèé
íèæíåãî óðîâíÿ âûáèðàåòñÿ òî, êîòîðîå áëàãîïðèÿòñòâóåò äîñòèæåíèþ öåëè âåðõíåãî
óðîâíÿ.

Äëÿ ðåøåíèÿ ïîñòàâëåííîé çàäà÷è ïðåäëàãàåòñÿ ìåòîäèêà [3], îñíîâàííàÿ íà èñ-
ïîëüçîâàíèè òåîðèè ãëîáàëüíîãî ïîèñêà äëÿ çàäà÷ ñ îãðàíè÷åíèÿìè, çàäàâàåìûìè
d.c. ôóíêöèÿìè, ò.å. ôóíêöèÿìè, ïðåäñòàâèìûìè â âèäå ðàçíîñòè äâóõ âûïóêëûõ
ôóíêöèé. Ïîäîáíûé ïîäõîä óæå áûë óñïåøíî ïðèìåíåí ðàíåå äëÿ ëèíåéíî-ëèíåéíûõ
çàäà÷ äâóõóðîâíåâîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ [4], ïîçâîëèâ ðåøèòü çàäà÷è äî ðàçìåðíî-
ñòè 500 ïåðåìåííûõ íà êàæäîì óðîâíå.

Ïðîâåäåí âû÷èñëèòåëüíûé ýêñïåðèìåíò íà çàäà÷àõ ñ áîëüøèì êîëè÷åñòâîì ëî-
êàëüíûõ ýêñòðåìóìîâ, à òàêæå ñðàâíåíèå ïðåäëàãàåìîãî ïîäõîäà ñ ìåòîäîì øòðàôà
[5].
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ËÎÊÀËÜÍÛÉ ÏÎÈÑÊ Â ÄÂÓÕÓÐÎÂÍÅÂÎÉ ÇÀÄÀ×Å
Ñ ÌÀÒÐÈ×ÍÎÉ ÈÃÐÎÉ ÍÀ ÍÈÆÍÅÌ ÓÐÎÂÍÅ

À.Â. Îðëîâ, Ò.Â. Ãðóçäåâà

Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à äâóõóðîâíåâîé îïòèìèçàöèè â îïòèìèñòè÷åñêîé
ïîñòàíîâêå ñ ïàðàìåòðè÷åñêîé ìàòðè÷íîé èãðîé [1] íà íèæíåì óðîâíå:

⟨c, x⟩+ ⟨d1, y⟩+ ⟨d2, z⟩ ↑ max
x,y,z

,

x ∈ X = {x ∈ IRm | Ax ≤ a, x ≥ 0, ⟨b1, x⟩+ ⟨b2, x⟩ = 1},
(y, z) ∈ C(ΓM(x)),

 (BPΓM)

ãäå C(Γ(x)) � ìíîæåñòâî ñåäëîâûõ òî÷åê èãðû

⟨y,Bz⟩ ↑ max
y
, y ∈ Y (x) = {y | y ≥ 0, ⟨en1 , y⟩ = ⟨b1, x⟩},

⟨y,Bz⟩ ↓ min
z
, z ∈ Z(x) = {z | z ≥ 0, ⟨en2 , z⟩ = ⟨b2, x⟩}.

}
(ΓM(x))

c, b1, b2 ∈ IRm, y, d1 ∈ IRn1 ; z, d2 ∈ IRn2 ; a ∈ IRp; b1 ≥ 0, b1 ̸= 0, b2 ≥ 0, b2 ̸= 0; A,B �
ìàòðèöû è en1 = (1, ..., 1), en2 = (1, ..., 1) � âåêòîðû ñîîòâåòñòâóþùèõ ðàçìåðíîñòåé.

Çàìåíîé èãðû íà íèæíåì óðîâíå åå óñëîâèÿìè îïòèìàëüíîñòè çàäà÷à (BPΓM)
ïðåîáðàçóåòñÿ â ñëåäóþùóþ ýêâèâàëåíòíóþ çàäà÷ó:

⟨c, x⟩+ ⟨d1, y⟩+ ⟨d2, z⟩ ↑ max
x,y,z,v

,

Ax ≤ a, x ≥ 0, ⟨b1, x⟩+ ⟨b2, x⟩ = 1,
y ≥ 0, ⟨en1 , y⟩ = ⟨b1, x⟩, ⟨b2, x⟩(yB) ≥ ven2 ,
z ≥ 0, ⟨en2 , z⟩ = ⟨b2, x⟩, ⟨b1, x⟩(Bz) ≤ ven1 .

 (PM)

Ìîæíî ïîêàçàòü [2] ýêâèâàëåíòíîñòü äâóõóðîâíåâîé çàäà÷è (BPΓM) è çàäà÷è (PM).
Ñëîæíîñòü ðåøåíèÿ çàäà÷è (PM) ñîçäàåò íàëè÷èå n1 + n2 íåâûïóêëûõ (d.c.)

îãðàíè÷åíèé, êîòîðûå ìîæíî ñâåñòè ê îäíîìó [3]. Äëÿ îñóùåñòâëåíèÿ ëîêàëüíîãî
ïîèñêà â çàäà÷å (PM) ïðèìåíÿåòñÿ ñïåöèàëüíûé ìåòîä, ðàçðàáîòàííûé ðàíåå [4]
äëÿ çàäà÷ ñ îäíèì íåâûïóêëûì îãðàíè÷åíèåì, îñíîâó êîòîðîãî ñîñòàâëÿþò ñïóñê íà
ïîâåðõíîñòü óðîâíÿ d.c. ôóíêöèè è ðåøåíèå ëèíåàðèçîâàííûõ çàäà÷.
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×ÈÑËÅÍÍÎÅ ÐÅØÅÍÈÅ ÄÂÓÕ ÑËÓ×ÀÅÂ ÇÀÄÀ×È ÁÈËÈÍÅÉÍÎÉ
ÎÒÄÅËÈÌÎÑÒÈ ÌÍÎÆÅÑÒÂ

À.Â. Îðëîâ, Ñ.Þ. Ïèíèãèí

Èññëåäóåòñÿ çàäà÷à áèëèíåéíîé îòäåëèìîñòè ìíîæåñòâ. Ïóñòü â ïðîñòðàí-
ñòâå Rn çàäàíû äâà êîíå÷íûõ ìíîæåñòâà A è B, ñîñòîÿùèõ èç m è k
òî÷åê ñîîòâåòñòâåííî. Ýòè ìíîæåñòâà ìîæíî îïèñàòü ñ ïîìîùüþ ìàòðèö
A ∈ Rm×n è B ∈ Rk×n. Çàäà÷à çàêëþ÷àåòñÿ â îòûñêàíèè äâóõ ãèïåðïëîñêîñòåé
H1(ω

1, γ1) = {x ∈ Rn | ⟨ω1, x⟩ = γ1, ω1 ∈ Rn, γ1 ∈ R} è H2(ω
2, γ2) = {x ∈ Rn |

| ⟨ω2, x⟩ = γ2, ω2 ∈ Rn, γ2 ∈ R}, îòäåëÿþùèõ çàäàííûå ìíîæåñòâà A è B. Âîç-
ìîæíû íåñèììåòðè÷íûé (1) è ñèììåòðè÷íûé (2) âàðèàíòû ðàñïîëîæåíèÿ ìíîæåñòâ
îòíîñèòåëüíî îòäåëÿþùèõ ãèïåðïëîñêîñòåé.

⟨Ai, ω1⟩ > γ1,
⟨Ai, ω2⟩ > γ2,
⟨Bj, ω1⟩ < γ1

⟨Bj, ω2⟩ < γ2.

]
 (1)

⟨Ai, ω1⟩ > γ1,
⟨Ai, ω2⟩ > γ2,

}
èëè

⟨Ai, ω1⟩ < γ1,
⟨Ai, ω2⟩ < γ2,

}
⟨Bj, ω1⟩ > γ1,
⟨Bj, ω2⟩ < γ2,

}
èëè

⟨Bj, ω1⟩ < γ1,
⟨Bj, ω2⟩ > γ2.

}
 (2)

Â ÷àñòíîñòè, íåñèììåòðè÷íàÿ çàäà÷à áèëèíåéíîé îòäåëèìîñòè ìîæåò áûòü ñâå-
äåíà ê ýêâèâàëåíòíîé íåâûïóêëîé çàäà÷å áèëèíåéíîé îïòèìèçàöèè ñ íåñâÿçàííûìè
ïåðåìåííûìè [1] :

F (z1, z2) = ⟨z1, z2⟩ ↓ min
z,ω,γ

(z1, ω1, γ1) ∈ Z1 ,
{

(z1, ω1, γ1) ∈ RK

∣∣∣∣ −Aω1 + γ1em + em ≤ 0,
Bω1 − γ1ek + ek ≤ z1, z1 ≥ 0,

}

(z2, ω2, γ2) ∈ Z2 ,
{

(z2, ω2, γ2) ∈ RK

∣∣∣∣ −Aω2 + γ2em + em ≤ 0,
Bω2 − γ2ek + ek ≤ z2, z2 ≥ 0,

}


(BLP)

ãäå em, ek � âåêòîðû èç åäèíèö ðàçìåðíîñòè m è k ñîîòâåòñòâåííî;
z1, z2 � âñïîìîãàòåëüíûå ïåðåìåííûå. Çàäà÷à æå ñèììåòðè÷íîé áèëèíåéíîé îòäå-
ëèìîñòè ýêâèâàëåíòíà ñïåöèàëüíîé çàäà÷å áèëèíåéíîé îïòèìèçàöèè ñî ñâÿçàííûìè
ïåðåìåííûìè [1].

Äëÿ ðåøåíèÿ ýòèõ çàäà÷ ðàçðàáîòàíû àëãîðèòìû, áàçèðóþùèåñÿ íà ìåòîäå ãëî-
áàëüíîãî ïîèñêà [2] â çàäà÷àõ áèëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ îáùåãî âèäà. Ïðîâå-
äåíû âû÷èñëèòåëüíûå ýêñïåðèìåíòû ïî òåñòèðîâàíèþ àëãîðèòìîâ íà áîëüøîé ñåðèè
ñïåöèàëüíî ñãåíåðèðîâàííûõ òåñòîâûõ çàäà÷.
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ÎÁ ÎÄÍÎÉ ÄÂÓÕÓÐÎÂÍÅÂÎÉ ÄÈÍÀÌÈ×ÅÑÊÎÉ ÇÀÄÀ×Å
Ì.Â. ßíóëåâè÷, À.Â. Îðëîâ

Â ïîñëåäíåå âðåìÿ ïîïóëÿðíûì îáúåêòîì â èññëåäîâàíèè îïåðàöèé ÿâëÿþòñÿ çà-
äà÷è ñ èåðàðõè÷åñêîé ñòðóêòóðîé, âîçíèêàþùèå íà ïðàêòèêå ïðè èññëåäîâàíèè ñëîæ-
íûõ ñèñòåì (â ýíåðãåòèêå, ýêîíîìèêå è ò.ä.) (íàïðèìåð, ñì. [1,2]). Â äàííîé ðàáîòå
ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à ïîèñêà îïòèìèñòè÷åñêîãî ðåøåíèÿ ñëåäóþùåé äèíàìè÷åñêîé
äâóõóðîâíåâîé çàäà÷è:{

J1(u, y) = φ1(x(t1), y) +
∫
T

F1(t, x(t)) dt ↓ min
u,y

,

y ∈ Y, (x(·), u(·)) ∈ D∗(y),
(BP)

ãäå T = [t0, t1], Y ⊂ IRr � âûïóêëûé êîìïàêò, à D∗(y) ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì ðåøåíèé
çàäà÷è íèæíåãî óðîâíÿ

J2(u) = φ2(x(t1)) +
∫
T

F2(t, x(t)) dt ↓ min
u
,

ẋ(t) = A(t)x(t) +B(t)u(t)
◦∀t ∈ T, x(t0) = x0,

u ∈ U = {u ∈ Lr
∞(T ) | u(t) ∈ U(y) ◦∀t ∈ T}.

(FP(y))

Ïóñòü äëÿ ëþáîãî y ∈ Y â çàäà÷å îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ (FP(y))
âûïîëíÿþòñÿ ñòàíäàðòíûå ïðåäïîëîæåíèÿ (ñì. [2-4]), è, êðîìå òîãî,
U(y) = {v ∈ IRr | 0 ≤ vi ≤ yi, i = 1, r}. Çàäà÷à (BP) ðàññìàòðèâàåòñÿ â
ïðåäïîëîæåíèè âûïóêëîñòè ôóíêöèé (x, y) 7→ φ1(x, y), x 7→ φ2(x), à òàêæå ïîäûíòå-
ãðàëüíûõ ôóíêöèé x 7→ F1(t, x) è x 7→ F2(t, x), t ∈ T . Çàäà÷à (BP), âîîáùå ãîâîðÿ,
ÿâëÿåòñÿ íåâûïóêëîé (ñì. [1,2]). Åå ðåøåíèå ïðåäëàãàåòñÿ îñóùåñòâëÿòü ïîñðåäñòâîì
ðåäóêöèè ê íåâûïóêëîé çàäà÷å îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ (íàïðèìåð, ñì. [3,4]).

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå ÐÔÔÈ (ïðîåêò �11-01-00270-à).
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ÑÒÐÀÒÅÃÈ×ÅÑÊÎÅ ÂÇÀÈÌÎÄÅÉÑÒÂÈÅ ÏÐÎÈÇÂÎÄÈÒÅËÅÉ
ÍÀ ÎÏÒÎÂÎÌ ÐÛÍÊÅ ÝËÅÊÒÐÎÝÍÅÐÃÈÈ

Í.È. Àéçåíáåðã, Ì.À. Êèñåë¼âà

Ðàáîòà ïîñâÿùåíà èçó÷åíèþ âçàèìîäåéñòâèÿ ýêîíîìè÷åñêèõ àãåíòîâ íà ðûíêå
ýëåêòðîýíåðãåòèêè, ãäå öåíà ôîðìèðóåòñÿ êàê ðàâíîâåñíàÿ. Ãåíåðàòîðû ýëåêòðî-
ýíåðãèè ïðåäîñòàâëÿþò îïåðàòîðó ðûíêà ñâîè ôóíêöèè ïðåäëîæåíèÿ, ïîòðåáèòåëè
� ñïðîñ. Èññëåäîâàëñÿ âîïðîñ î òîì, êàêóþ ñòðàòåãèþ ïîâåäåíèÿ âûáåðóò ïðîèçâî-
äèòåëè ïðè ôîðìèðîâàíèè ïðåäëîæåíèÿ íà ðûíîê.

Âñå èçó÷åííûå ìîäåëè ìîæíî îáúåäèíèòü â êëàññ ìîäåëåé îëèãîïîëèè, ãäå ðàñ-
ñìàòðèâàåòñÿ çàâèñèìîñòü âûïóñêà êîíêóðåíòíûõ ôèðì îò öåíû, óñòàíîâèâøåéñÿ íà
ðûíêå, ñ ó÷¼òîì òîãî, ÷òî íà ýòó öåíó áóäóò âëèÿòü îáú¼ìû ïðîèçâîäñòâà êàæäîãî
ãåíåðàòîðà. Ôóíêöèè ïðåäëîæåíèÿ íàçûâàþòñÿ ïðåäïîëàãàåìûìè, òàê êàê ôèðìû
ìîãóò òîëüêî äîãàäûâàòüñÿ î ðåàêöèè ñâîèõ êîíêóðåíòîâ. Â íèõ ïðèñóòñòâóþò òàê
íàçûâàåìûå êîýôôèöèåíòû âëèÿíèÿ êàæäîãî ó÷àñòíèêà íà ñèòóàöèþ â öåëîì.

Ïóñòü D(p) = N − γ p � ëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ ñîâîêóïíîãî ñïðîñà, ãäå γ � ïîëîæè-
òåëüíàÿ âåëè÷èíà;

Ci (qi) =
1

2
ciq

2
i + aiqi,

ci > 0, ai ̸= 0, i = 1, n, � èçäåðæêè ôèðìû i, êâàäðàòè÷íûå ñòðîãî âûïóêëûå ôóíê-
öèè, Vi � ìàêñèìàëüíî âûðàáàòûâàåìàÿ ìîùíîñòü ôèðìû i.

Îñíîâíàÿ çàäà÷à ïðîèçâîäèòåëÿ:

πi (p) = p · qi (p)− aiqi (p)−
1

2
ciq

2
i (p)→ max

qi
, i = 1, n.

Ñòðàòåãèåé áóäåò ïðåäîñòàâëåíèå ôóíêöèè ïðåäëîæåíèÿ â âèäå

qi (p) =
p− ai
ci − wi

γ

,

wi � èíäåêñ âëèÿíèÿ i-é ôèðìû íà âûïóñê îòðàñëè â öåëîì. Â çàâèñèìîñòè îò òîãî,
êàêèå çíà÷åíèÿ áóäåò ïðèíèìàòü ýòîò èíäåêñ èëè íàñêîëüêî ñóùåñòâåííûì îêàæåòñÿ
âëèÿíèå îäíîé ôèðìû íà îáùóþ ôóíêöèþ ïðåäëîæåíèÿ, ìû ïîëó÷èì ðàçíûå ìîäåëè
ôóíêöèîíèðîâàíèÿ ðûíêà, â òîì ÷èñëå Êóðíî, ðàâíîâåñèÿ ôóíêöèé ïðåäëîæåíèÿ ñ
êîíêóðåíòíûõ îêðóæåíèåì è áåç íåãî. Âñå ìîäåëè ðàññìàòðèâàëèñü ñ ó÷¼òîì îãðà-
íè÷åíèé íà ìîùíîñòü. Òåñòèðîâàíèå ìîäåëåé áûëî ïðîâåäåíî íà ïðèìåðå ýëåêòðî-
ýíåðãåòè÷åñêîé ñèñòåìû çîíû Ñèáèðü.
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ÎÁ ÎÄÍÎÉ ÄÈÑÊÐÅÒÍÎÉ ÌÎÄÅËÈ
ÎÏÒÈÌÈÇÀÖÈÈ ÝÊÎËÎÃÎ-ÝÊÎÍÎÌÈ×ÅÑÊÎÉ ÑÈÑÒÅÌÛ

Ñ.Ì. Àíöûç

Èññëåäóåòñÿ èåðàðõè÷åñêàÿ ñèñòåìà (íåêëàññè÷åñêèé ðûíîê), ñîñòîÿùàÿ èç ñóáú-
åêòîâ íèæíåãî óðîâíÿ (íàïðèìåð, ïðåäïðèÿòèé) è àäìèíèñòðàöèè ðåãèîíà ëèáî ãîñó-
äàðñòâà. Öåëü èññëåäîâàíèé � âûáîð ñõåìû óïðàâëåíèÿ, ñ ïîìîùüþ êîòîðîé äîñòèãà-
åòñÿ ðàâíîâåñèå ïî Øòàêåëüáåðãó ìåæäó æåëàíèÿìè: óâåëè÷èòü òåìïû ðîñòà ýêîíî-
ìèêè è óìåíüøèòü óùåðá îêðóæàþùåé ñðåäå. Äëÿ ðåøåíèÿ ïðîáëåìû ïðåäëàãàåòñÿ
äâóõýòàïíîé ïðîöåññ.

Ïåðâûé øàã ïðîöåññà çàêëþ÷àåòñÿ â íàõîæäåíèè êâîò dkt íà íàíåñåíèÿ óùåðáà
äëÿ êàæäîãî ñóáúåêòà. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî çàäàí æåëàåìûé òåìï ñíèæåíèÿ óùåðáà
îêðóæàþùåé ñðåäå: ρ. Óïðàâëåíèå âåðõíåãî óðîâíÿ ìàêñèìèçèðóåò òåìï ðîñòà ýêîíî-
ìèêè Z ïðè óñëîâèÿõ

∑
k∈Λ

ψk(t) ≤ (1− ρ)
∑
k∈Λ

ψk(t− 1), t = 1, T (ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî âåëè-

÷èíû ψk(0) èçâåñòíû). Ôóíêöèîíàë Z îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé min
t=1,T

∑
k∈Λ

φk(t)∑
k∈Λ

φk(t−1)
. Çäåñü

φk(t) =
t∑

τ=1

[C1
kτXkτ − C2

kτYkτ ] � âàëîâàÿ ïðèáûëü k-ãî ïðåäïðèÿòèÿ çà ïåðèîäû ñ ïåð-

âîãî ïî t, C1
kt è C

2
kt � âåêòîðû öåí íà ïðîäóêòû è ðåñóðñû ñîîòâåòñòâåííî. Âåêòîðû

ïðîäóêòîâ è ðåñóðñîâ Xkt, Ykt íàõîäÿòñÿ ïðè ðåøåíèè ëèíåéíî-ïðîãðàììíûõ çàäà÷
ïðåäïðèÿòèé, ñîäåðæàùèõ îãðàíè÷åíèÿ âèäà: ψk(t) = p1ktXkt + p2ktYkt ≤ dkt, ãäå p1kt è
p2kt � âåêòîðû êîýôôèöèåíòîâ âðåäíîñòè âûïóñêàåìûõ ïðîäóêòîâ è çàòðà÷èâàåìûõ
ðåñóðñîâ ñîîòâåòñòâåííî. Λ � ìíîæåñòâî íîìåðîâ ñóáúåêòîâ.

Íà âòîðîì øàãå ïðîöåññà èçó÷àåòñÿ íîâàÿ ìîäåëü ðûíêà òîðãîâëè êâîòàìè (ñì.
[1]). Â îòëè÷èå îò èçëîæåííîé â [2] â ðàìêàõ íîâîé ìîäåëè ïîêàçàíà âîçìîæíîñòü ñó-
ùåñòâîâàíèÿ òàêèõ íàöèîíàëüíûõ è ìåæäóíàðîäíûõ ðûíêîâ. Çàäà÷à ïåðâîãî ýòàïà
ÿâëÿåòñÿ çàäà÷åé äâóõóðîâíåâîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Ó÷åò ñòðóêòóðû îãðàíè÷åíèé
ïîçâîëÿåò ðåäóöèðîâàòü åå è íåêîòîðûå èç ðàññìàòðèâàåìûõ â äîêëàäå çàäà÷ ê
êîíå÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè çàäà÷ ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ, ò. å. ïîëó÷èòü
àëãîðèòìû ñ ïîëèíîìèàëüíîé òðóäîåìêîñòüþ.

Ðàáîòà ïîääåðæàíà ãðàíòàìè ÐÔÔÈ (ïðîåêòû � 10-06-00168-à, � 10-06-00057-à,
� 12-01-00667-à) è ÐÃÍÔ (ïðîåêò � 12-32-01012-à1).
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ÌÎÄÅËÜ ËÅÎÍÒÜÅÂÀ
(ÅÄÈÍÈÖÛ ÈÇÌÅÐÅÍÈß ÔÐÎÁÅÍÈÓÑÎÂÎÉ ÌÀÒÐÈÖÛ)

Í.Í. Àñòàôüåâ

Ðàññìîòðèì ìåæîòðàñëåâóþ áàëàíñîâóþ ìîäåëü Ëåîíòüåâà �çàòðàòû�âûïóñê� è
åé äâîéñòâåííóþ :

D : Ax+ c = x, x ≥ 0, D∗ : uA+ p = u, u ≥ 0.

Çäåñü A = (aij) ≥ 0 � òåõíîëîãè÷åñêàÿ ìàòðèöà çàòðàò â íàòóðàëüíûõ åäèíèöàõ
e1, . . . , en äëÿ ïðîäóêöèè n îòðàñëåé, x, c � âåêòîðû ïðîèçâîäñòâà è ïîòðåáëåíèÿ
ïðîäóêöèè ýòèõ îòðàñëåé ñîîòâåòñòâåííî, u, p � âåêòîðû öåíû è ïðèáûëè ñîîòâåò-
ñòâåííî. Çàïèñü ìîäåëåé D è D∗ ñîîòâåòñòâóåò ìàòðè÷íûì îïåðàöèÿì.

Áóäåì ñ÷èòàòü ìàòðèöó A ≥ 0 íåðàçëîæèìîé è ïðîäóêòèâíîé, ÷òî îçíà÷àåò ñóùå-
ñòâîâàíèå ôðîáåíèóñîâûõ ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ 0 < λ0 < 1, ïðàâîãî x0 > 0 è ëåâîãî
u0 > 0 ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ äëÿ λ0, ïðè ýòîì ìîæíî ñ÷èòàòü (u0, x0) = 1 [1].

Ðàññìîòðèì ìàòðèöó L(A) = x0 · u0 = (xi · uj)n×n [1, ñòð. 587]. Äëÿ ïðèâåäåí-
íûõ èíòåðïðåòàöèé D è D∗ ìàòðèöà L(A) ÿâëÿåòñÿ ìàòðèöåé äåíåæíûõ îòðàñëåâûõ
ïîòîêîâ ìàòðèöû A. Íàçîâåì åå ôðîáåíèóñîâîé ìàòðèöåé ê A.

Âûïèøåì äëÿ L(A) ñóììû: ïî i-é ñòðîêå △i =
n∑

j=1

x0iu
0
j � ñòîèìîñòü ïðîäóêöèè

x0i ïî ñîâîêóïíîé öåíå
n∑

i=1

u0i ; ïî i-ìó ñòîëáöó △∗
i =

n∑
j=1

x0ju
0
i � ñòîèìîñòü ïî öåíå

u0i âñåé ïðîäóêöèè x0. Íàçîâåì âåëè÷èíó △ =
n∑

i=1

|△i − △∗
i | ìåðîé ñáàëàíñèðîâàí-

íîñòè ìàòðèöû L(A). Åñëè â A ïåðåéòè îò åäèíèö e1, . . . , en ê åäèíèöàì e11, . . . , e
1
n,

ãäå ei = kie
1
i , i ∈ 1, n, k = (k1, . . . , kn) > 0, òî íîâàÿ ìàòðèöà áóäåò èìåòü âèä

A(k) = KAK−1, ãäå K � äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà ñ âåêòîðîì k.
Äëÿ ìàòðèöû L(A) ñôîðìóëèðóåì ñëåäóþùóþ çàäà÷ó ñáàëàíñèðîâàííîñòè.
Íàéòè âåêòîð k > 0, äëÿ êîòîðîãî ôðîáåíèóñîâà ìàòðèöà L(A(k)) áûëà áû ñèì-

ìåòðè÷åñêîé, ò.å. åå ìåðà ñáàëàíñèðîâàííîñòè ðàâíÿëàñü íóëþ.
Î÷åâèäíî, äëÿ A(k) ñîîòâåòñòâóþùèå ôðîáåíèóñîâû âåëè÷èíû áóäóò λ0, Kx0,

u0K−1 è ôðîáåíèóñîâà ìàòðèöà L(A(k)) = Kx0 · u0K−1 = KL(A)K−1.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç △(k) ìåðó ñáàëàíñèðîâàííîñòè L(A(k)).
Ó ò â å ð æ ä å í è å 1. Ñóùåñòâóåò âåêòîð k0 > 0, ïðè êîòîðîì

K0x0 = (u0 · (K0)−1)T è △(k0) = 0 è k0i = +(u0i /x
0
i )

1/2 (i ∈ 1, n).

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ (ïðîåêò � 10-01-00273) è
ïðîãðàìì Ïðåçèäèóìà ÓðÎ ÐÀÍ (ïðîåêòû 12-Ï-1-1016, 12-C-1-1017/1).
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òåë. (3433) 75-34-23, ôàêñ (3433) 74-25-81.
E-mail: astnn@imm.uran.ru



Ýêîíîìèêî-ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå è òåîðèÿ èãð 189

ÎÁ ÎÏÒÈÌÀËÜÍÎÌ ÐÀÑÏÐÅÄÅËÅÍÈÈ ÏÐÎÈÇÂÎÄÑÒÂÅÍÍÛÕ ÑÐÅÄÑÒÂ
Å.Ì. Áðîíøòåéí

Ðàññìàòðèâàþòñÿ äèñêðåòíûå ìîìåíòû âðåìåíè 0, 1, . . . , n, . . . Ïóñòü ñðåäñòâà â
ðàçìåðå an, ïîëó÷åííûå â ïðîöåññå ïðîèçâîäñòâà â ìîìåíò n, ðàñõîäóþòñÿ íà ïî-
òðåáëåíèå (bn) è íà ðåèíâåñòèöèè (an − bn). Äëÿ êàæäîãî ìîìåíòà îïðåäåëåíà ïðî-
èçâîäñòâåííàÿ ôóíêöèÿ fn(t); åå çíà÷åíèå � ýòî ñðåäñòâà, ïîëó÷åííûå â ïðîöåññå
ïðîèçâîäñòâà â ìîìåíò n + 1 ïðè âëîæåíèè ñóììû t â ìîìåíò n. Òàêæå îïðåäåëåí
äèñêîíò-ìíîæèòåëü q ∈ (0, 1).

Öåëüþ ïðîèçâîäñòâåííîé äåÿòåëüíîñòè ÿâëÿåòñÿ ìàêñèìèçàöèÿ ñðåäñòâ, íàïðàâ-
ëåííûõ íà ïîòðåáëåíèå, â äèñêîíòèðîâàííîé ôîðìå. Òàêèì îáðàçîì, ðàññìàòðèâàåò-
ñÿ ñëåäóþùàÿ îïòèìèçàöèîííàÿ çàäà÷à. Ïóñòü a0 > 0 � íà÷àëüíàÿ ñóììà, b0 = 0.
Íåîáõîäèìî íàéòè áåñêîíå÷íîìåðíûå âåêòîðà (a1, a2, . . .) è (b1, b2, . . .) òàêèå, ÷òî
0 ≤ bn ≤ an, an+1 = fn(an − bn) (n = 1, 2, . . . ), S =

∑∞
n=1 bnq

n → max.
Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî êàê îòäåëüíûå ïðîèçâîäñòâåííûå ôóíêöèè, òàê è èõ ñîâî-

êóïíîñòü, îáëàäàþò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè: êàæäàÿ èç ôóíêöèé fn âîçðàñòàþùàÿ;
fn(0) = 0; ôóíêöèè fn âîãíóòûå, äèôôåðåíöèðóåìûå, ïðîèçâîäíûå ôóíêöèé ñòðîãî
óáûâàþò; ôóíêöèè fn è èõ ïðîèçâîäíûå îãðàíè÷åíû â ñîâîêóïíîñòè; ïðîèçâîäñòâî
íå âûðîæäåíî. Ïîñëåäíåå îçíà÷àåò, ÷òî fn(t) > t íà íåêîòîðîì èíòåðâàëå (0, c) ïðè
âñåõ n. Ïîëàãàåì, ÷òî a0 ≤ c. Óñòàíîâëåíî, ÷òî ðåøåíèå ñôîðìóëèðîâàííîé çàäà÷è
ñóùåñòâóåò.

Âûäåëåíû íåêîòîðûå êëàññû ïðîèçâîäñòâ.

• Ïðîèçâîäñòâî äåïðåññèâíîå, åñëè f ′
n+1(t) ≤ f

′
n(t) ïðè âñåõ n, t.

• Ïðîèçâîäñòâî ïðîãðåññèðóþùå, åñëè f ′
n+1(t) ≥ f

′
n(t) ïðè âñåõ n, t.

• Ïðîèçâîäñòâî ñòàáèëüíîå, åñëè ôóíêöèè fn ñîâïàäàþò.

Óñòàíîâëåíà ñòðóêòóðà ðåøåíèÿ çàäà÷è äëÿ ñòàáèëüíûõ è äåïðåññèâíûõ ïðîèç-
âîäñòâ.

Ðàññìîòðåííàÿ çàäà÷à ïðèìûêàåò ê êëàññó çàäà÷ Ðàìñåÿ-Êàññà-Êóïìàíñà.
Ðàáîòà ïîääåðæàíà ãðàíòîì ÐÔÔÈ 10-06-00001.

ËÈÒÅÐÀÒÓÐÀ

1. Èíòðèëëèãàòîð Ì. Ìàòåìàòè÷åñêèå ìåòîäû îïòìèçàöèè è ýêîíîìè÷åñêàÿ òåîðèÿ.
� Ì.: Àéðèñ-Ïðåññ, 2002.
2. Áåëåíüêèé Â.Ç. Îïòèìèçàöèîííûå ìîäåëè ýêîíîìè÷åñêîé äèíàìèêè. Ïîíÿòèéíûé
àïïàðàò. Îäíîìåðíûå ìîäåëè. � Ì.: Íàóêà, 2007.

c⃝ Áðîíøòåéí Åôèì Ìèõàéëîâè÷,
Óôèìñêèé ãîñóäàðñòâåííûé àâèàöèîííûé òåõíè÷åñêèé óíèâåðñèòåò,
óë. Ê. Ìàðêñà, 12, Óôà, 450000, Ðîññèÿ, òåë. (347) 273-79-67, ôàêñ (347) 272-29-18.
E-mail: bro-e�m@yandex.ru.ru



190 Ýêîíîìèêî-ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå è òåîðèÿ èãð

ÌÎÄÅËÜ ÆÈÇÍÅÍÍÎÃÎ ÖÈÊËÀ
Ñ ÏÅÍÑÈÎÍÍÎÉ ÑÈÑÒÅÌÎÉ

Í.Ï. Äåìåíòüåâ

Â ðàññìàòðèâàåìîé ìîäåëè æèçíü ÷åëîâåêà ðàñïàäàåòñÿ íà äâà ïåðèîäà. Â ïåð-
âîì ïåðèîäå æèçíè èíäèâèä ðàáîòàåò, è åãî äîõîä ñîñòîèò èç çàðàáîòíîé ïëàòû w.
Ðàñïîëàãàåìûé äîõîä ðàâåí (1 − τ)w, ãäå τ � ñòàâêà ïåíñèîííîãî íàëîãà. Âçíîñû
τw ñðàçó æå èäóò íà âûïëàòó òåêóùèõ ïåíñèé. Ðàñïîëàãàåìûé äîõîä ðàñïàäàåòñÿ íà
ïîòðåáëåíèå c1 è èíâåñòèöèè s:

c1 + s = (1− τ)w. (1)

Èíâåñòèöèè ðåàëèçóþòñÿ â âèäå ïðîèçâîäñòâåííûõ ôîíäîâ, êîòîðûå ôóíêöèîíè-
ðóþò â ïîñëåäóþùåì ïåðèîäå è ñðîê èõ ñëóæáû � îäèí ïåðèîä. Âî âòîðîì ïåðèîäå
æèçíè èíäèâèä íå ðàáîòàåò, à åãî ïîòðåáëåíèå c2 ôèíàíñèðóåòñÿ èç ïåíñèè τw è
äîõîäà îò èíâåñòèöèé rs:

c2 = τw + rs, (2)

ãäå r � ïëàòà çà ïîëüçîâàíèå ïðîèçâîäñòâåííûìè ôîíäàìè.
Ïðè çàäàííûõ w, r ÷åëîâåê äåëèò çàðàáîòíóþ ïëàòó òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû åãî

ôóíêöèÿ ïîëåçíîñòè u(c1, c2) äîñòèãàëà ìàêñèìóìà ïðè îãðàíè÷åíèÿõ (1)�(2). Ïîäîá-
íûå çàäà÷è õîðîøî èññëåäîâàíû â ëèòåðàòóðå. Îäíàêî çàäà÷à ïîâåäåíèÿ îòäåëüíîãî
èíäèâèäà ÿâëÿåòñÿ ëèøü áëîêîì ïðåäëàãàåìîé íàìè áîëåå îáùåé ìîäåëè, â êîòîðîé
ïàðàìåòðû w, r îïðåäåëÿþòñÿ âíóòðè ìîäåëè, à íå çàäàþòñÿ ýêçîãåííî. Â ìîäåëü
ââîäèòñÿ ïðîèçâîäñòâî, îïèñûâàåìîå ñ ïîìîùüþ îäíîðîäíîé ïåðâîé ñòåïåíè ïðîèç-
âîäñòâåííîé ôóíêöèè F (K,L) = LF (k, 1) = Lf(k) , ãäå K � îáúåì ïðîèçâîäñòâåííûõ
ôîíäîâ, à k = K/L � èõ îáúåì íà îäíîãî ðàáîòàþùåãî. Ïàðàìåòðû w, r îïðåäåëÿþòñÿ
êàê ïðåäåëüíûå ïðîèçâîäèòåëüíîñòè êàïèòàëà è òðóäà:

r = F ′
K(K,L) = f ′(k), w = F ′

L(K,L) = f(k)− f ′(k)k. (3)

Ïðèíèìàåòñÿ, ÷òî êîëè÷åñòâî ðàáîòàþùèõ L íå ìåíÿåòñÿ îò ïåðèîäà ê ïåðèîäó (òî-
ãäà è êîëè÷åñòâî ïåíñèîíåðîâ âñåãäà ðàâíî L). Çàäà÷à íàõîæäåíèÿ ñòàöèîíàðíîãî
ðåøåíèÿ â îáùåé ìîäåëè ôîðìóëèðóåòñÿ òàê: íàéòè òàêîå k, ÷òîáû ïðè ïàðàìåòðàõ
w, r, îïðåäåëåííûõ èç (3), îïòèìàëüíîå ðåøåíèè èíäèâèäà (c1, c2, s) òàêîâî, ÷òî s = k.
Ñðàâíåíèå ñòàöèîíàðíûõ ðåøåíèé ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà τ ïîçâîëÿåò
ñóäèòü, êàê ïåíñèîííàÿ ñèñòåìà âëèÿåò íà îñíîâíûå ýêîíîìè÷åñêèå ìàêðîïîêàçàòå-
ëè. Íà êîíêðåòíûõ ïðèìåðàõ ïîêàçàíî, ÷òî îíà ìîæåò ñïîñîáñòâîâàòü óìåíüøåíèþ
ïðîèçâîäñòâåííîãî íàêîïëåíèÿ â ýêîíîìèêå.
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ÑÓÆÅÍÈÅ ÌÍÎÆÅÑÒÂÀ ÏÀÐÅÒÎ ÍÀ ÎÑÍÎÂÅ ÍÅ×ÅÒÊÎÉ
ÈÍÔÎÐÌÀÖÈÈ ÇÀÌÊÍÓÒÎÃÎ ÒÈÏÀ

À.Î. Çàõàðîâ

Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à ìíîãîêðèòåðèàëüíîãî âûáîðà â óñëîâèÿõ íå÷åò-
êîé èíôîðìàöèè, âêëþ÷àþùàÿ â ñåáÿ ìíîæåñòâî âîçìîæíûõ ðåøåíèé X, âåêòîðíûé
êðèòåðèé f = (f1, . . . , fm) è íå÷åòêîå áèíàðíîå îòíîøåíèå ïðåäïî÷òåíèÿ ñ ôóíêöèåé
ïðèíàäëåæíîñòè µ(·, ·), çàäàííûå íà X. Y = f(X) � ìíîæåñòâî âîçìîæíûõ âåêòîðîâ.
Èñïîëüçóåòñÿ àêñèîìàòè÷åñêèé ïîäõîä ñóæåíèÿ ìíîæåñòâà Ïàðåòî [1], â ðàìêàõ êî-
òîðîãî âûïîëíÿåòñÿ íå÷åòêèé ïðèíöèï Ýäæâîðòà � Ïàðåòî: ìíîæåñòâî Ïàðåòî ÿâëÿ-
åòñÿ âåðõíåé îöåíêîé äëÿ íå÷åòêîãî ìíîæåñòâà âûáèðàåìûõ âåêòîðîâ C(Y ). Ïðåä-
ïîëàãàåòñÿ, ÷òî ìíîæåñòâî C(Y ) åñòü ãèïîòåòè÷åñêèé âûáîð ëèöà, ïðèíèìàþùåãî
ðåøåíèå (ËÏÐ), â óñëîâèÿõ óäîâëåòâîðåíèÿ âñåì âêóñàì è ïðåäïî÷òåíèÿì. Ââîäèòñÿ
íå÷åòêàÿ çàìêíóòàÿ èíôîðìàöèÿ îá îòíîøåíèè ïðåäïî÷òåíèÿ, ïðåäñòàâëÿþùàÿ ñî-
áîé çàìêíóòóþ öåïî÷êó èç êîíå÷íîãî ÷èñëà ïðîñòåéøèõ ¾êâàíòîâ èíôîðìàöèè¿ [2].
À èìåííî, ñëåäóþùåå: îäèí êðèòåðèé fi1 âàæíåå äðóãîãî êðèòåðèÿ fi2 ñ îïðåäåëåí-
íîé ñòåïåíüþ óâåðåííîñòè µ1 â òàêîì ïðåäïî÷òåíèè (ðàäè óâåëè÷åíèÿ çíà÷åíèÿ ïî
áîëåå âàæíîìó êðèòåðèþ ËÏÐ ãîòîâî ïîíåñòè ïîòåðè ïî ìåíåå âàæíîìó êðèòåðèþ),
êðèòåðèé fi2 âàæíåå êðèòåðèÿ fi3 ñî ñòåïåíüþ óâåðåííîñòè µ2 è ò. ä., êðèòåðèé fik
âàæíåå êðèòåðèÿ fi1 ñî ñòåïåíüþ óâåðåííîñòè µk. Ïðè÷åì i1, . . . , ik ∈ {1, . . . ,m} è íå
ðàâíû ìåæäó ñîáîé, µ1, . . . , µk ∈ (0, 1]. Íå÷åòêàÿ çàìêíóòàÿ èíôîðìàöèÿ ÿâëÿåòñÿ
âçàèìîçàâèñèìîé, ïîýòîìó óñòàíàâëèâàåòñÿ óñëîâèå, ïðè êîòîðîì îíà áóäåò íåïðî-
òèâîðå÷èâîé, èíà÷å ãîâîðÿ, ïðèìåíèìîé â ïðîöåññå ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé. Îñíîâíûì
ðåçóëüòàòîì ÿâëÿþòñÿ òåîðåìû îá ó÷åòå èíôîðìàöèè òàêîãî òèïà, ñîãëàñíî êîòî-
ðûì ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà: λCY (y) ≤ λMY (y) ≤ λPY (y) äëÿ âñåõ y ∈ Y , ãäå λCY (·),
λMY (·), λPY (·) � ôóíêöèè ïðèíàäëåæíîñòè íå÷åòêîãî ìíîæåñòâà âûáèðàåìûõ âåêòîðîâ
C(Y ), ¾íîâîé¿ íå÷åòêîé âåêòîðíîé îöåíêè (íå÷åòêîå ìíîæåñòâî M), ìíîæåñòâà Ïà-
ðåòî, ñîîòâåòñòâåííî. Òàêèì îáðàçîì, äàííàÿ ¾íîâàÿ¿ îöåíêà ñâåðõó äëÿ ìíîæåñòâà
C(Y ) ÿâëÿåòñÿ áîëåå òî÷íîé, ÷åì ìíîæåñòâî Ïàðåòî. Ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò óêàçû-
âàåò áîëåå óçêèå ãðàíèöû âûáîðà (â ïðåäåëàõ íå÷åòêîãî ìíîæåñòâà M) â óñëîâèÿõ
ââåäåííîé ìîäåëè ïðåäïî÷òåíèé è, â èòîãå, óïðîùàåò åãî.

Ðàáîòà ïîääåðæàíà ãðàíòîì ÐÔÔÈ � 11-07-00449.
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ÎÏÒÈÌÀËÜÍÎÅ ÓÏÐÀÂËÅÍÈÅ ÝÂÅÍÒÎËÎÃÈ×ÅÑÊÈÌÈ ÑÈÑÒÅÌÀÌÈ
Í.À. Ëóêüÿíîâà, Ä.Â. Ñåìåíîâà

Íà ñåãîäíÿøíèé äåíü äëÿ àíàëèçà ñîöèàëüíî-ýêîíîìè÷åñêèõ ñèñòåì àêòèâíî ïðè-
ìåíÿþò ìåòîäû ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ. Äàííûå ñèñòåìû îòëè÷àþòñÿ ñëîæ-
íîé ñòðóêòóðîé ñâÿçåé ìåæäó ýëåìåíòàìè ñèñòåìû, îòðàæàþùèõ èõ âçàèìîäåéñòâèå.
Ýëåìåíòû ñèñòåìû ïîðîæäàþòñÿ ñëó÷àéíûìè ñîáûòèÿìè è ìíîæåñòâàìè ñëó÷àéíûõ
ñîáûòèé (ýâåíòîëîãè÷åñêèìè ñèñòåìàìè). ×åì áîëüøå ñîáûòèé ñîäåðæèò äàííîå ìíî-
æåñòâî ñîáûòèé, òåì áîëåå ñëîæíûìè ñòðóêòóðàìè âåðîÿòíîñòíûõ çàâèñèìîñòåé ñî-
áûòèé îíî îáëàäàåò. Ïîýòîìó ñóùåñòâóåò íåîáõîäèìîñòü â àíàëèçå è ñèíòåçå ñëîæíûõ
ñòàòèñòè÷åñêèõ âçàèìîñâÿçåé ìåæäó ýëåìåíòàìè ýòèõ ñèñòåì.

Ìíîæåñòâî ñëó÷àéíûõ ñîáûòèé [1] X ⊆ F , âûáðàííûõ èç àëãåáðû âåðîÿòíîñòíî-
ãî ïðîñòðàíñòâà (Ω,F ,P), èëè (÷òî ýêâèâàëåíòíî), ñëó÷àéíîå ìíîæåñòâî ñîáûòèé

K : (Ω,F ,P) →
(
2X, 22

X
)
ïîä êîíå÷íûì ìíîæåñòâîì ñîáûòèé X ìîæíî îïðåäåëèòü

çàäàâ íà ìíîæåñòâå 2X âñåõ ïîäìíîæåñòâ êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà X ôóíêöèþ ìíî-
æåñòâ: pX = P(X ⊆ K)� Ý-ðàñïðåäåëåíèå II-ðîäà, ãäå X ∈ 2X, ò.å. X ⊆ X. Äëÿ
ìíîãèõ ýâåíòîëîãè÷åñêèõ çàäà÷ [1] è ìîäåëåé ñîöèî-ýêîíîìè÷åñêèõ ñèñòåì âõîäíûì
ïàðàìåòðîì ÿâëÿåòñÿ Ý-ðàñïðåäåëåíèå. Îäíàêî íà ïðàêòèêå èç ñòàòèñòèêè íàì äî-
ñòóïíû, êàê ïðàâèëî, ëèøü âåðîÿòíîñòè ìîíîïëåòîâ ñîáûòèé px = P(x ∈ K), x ∈ X.
Â ñâÿçè ñ ýòèì ïîâåäåíèå ñèñòåìû èññëåäóåòñÿ òîëüêî íà òðåõ îñíîâíûõ ñòðóêòóðàõ
çàâèñèìîñòåé: âëîæåííîé, íåïåðåñåêàþùåéñÿ è íåçàâèñèìîé. Â äàííîé ðàáîòå ðàñ-
ñìàòðèâàþòñÿ òðè ìåòîäà àïïðîêñèìàöèè Ý-ðàñïðåäåëåíèé: 1) ýíòðîïèéíûé ìåòîä,
îñíîâàííûé íà ïðèíöèïå ìàêñèìóìà ýíòðîïèè Ý-ðàñïðåäåëåíèÿ; 2) ìåòîä Ôðåøå-
ãðàíè÷íûõ ðàñïðåäåëåíèé è 3) ìåòîä, èñïîëüçóþùèé àññîöèàòèâíûå ôóíêöèè [2].
Èñïîëüçîâàíèå ðàññìîòðåííûõ âûøå ìåòîäîâ ïðèâåëî, íà íàø âçãëÿä, ê î÷åíü èí-
òåðåñíûì è ïðàêòè÷åñêè âàæíûì ðåçóëüòàòàì, êîòîðûå òðåáóþò äàëüíåéøåãî áîëåå
ãëóáîêîãî àíàëèçà è èññëåäîâàíèÿ.
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ÏÐßÌÀß ÝÂÅÍÒÎËÎÃÈ×ÅÑÊÀß ÇÀÄÀ×À ÌÀÐÊÎÂÈÖÀ
ÄËß ÍÅ×ÅÒÊÈÕ ÑÎÁÛÒÈÉ

ß.Â. Íàðòîâ, Í.À. Ëóêüÿíîâà, Ä.Â. Ñåìåíîâà

Çàäà÷à îïòèìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ðåñóðñîâ â ðûíî÷íûõ ñèñòåìàõ èìååò âàæ-
íîå çíà÷åíèå êàê â ïðàêòè÷åñêîé ñôåðå, òàê è â îáëàñòè òåîðèè, ïîýòîìó îíà íà-
õîäèòñÿ â öåíòðå âíèìàíèÿ èññëåäîâàòåëåé óæå äîëãîå âðåìÿ. Â ñåðåäèíå 20 âåêà
Ìàðêîâèö ïðåäëîæèë ðåøàòü çàäà÷ó ðàñïðåäåëåíèÿ êàïèòàëà íà ôîíäîâîì ðûíêå
ìåòîäàìè ïîðòôåëüíîãî àíàëèçà. Èäåè Ìàðêîâèöà áûëè ïîëîæåíû â îñíîâó öåëî-
ãî ðÿäà ñîâðåìåííûõ ðàáîò ïî ïîðòôåëüíîìó àíàëèçó ðàçëè÷íûõ ðûíêîâ. Â ðà-
áîòå [1] áûë ïðåäëîæåí ïåðåâîä êëàññè÷åñêîé çàäà÷è Ìàðêîâèöà íà ýâåíòîëîãè÷å-
ñêèé ÿçûê, â ðåçóëüòàòå êîòîðîãî âîçíèêëè ñðàçó äâå çàäà÷è � ïðÿìàÿ è îáðàòíàÿ
ýâåíòîëîãè÷åñêèå (Ý-çàäà÷è) Ìàðêîâèöà [2]. Â [2, 3] áûëà ïðåäëîæåíû ïîñòàíîâêè
Ý-çàäà÷è Ìàðêîâèöà äëÿ íå÷åòêèõ ñîáûòèé. Â äàííîé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ ðå-
øåíèå äâóõ çàäà÷: ïàðàìåòðè÷åñêîé ïðÿìîé Ý-çàäà÷è Ìàðêîâèöà è ïðÿìîé Ý-çàäà÷è
Ìàðêîâèöà äëÿ íå÷åòêèõ ñîáûòèé. Ïðè ðåøåíèè ïåðâîé çàäà÷è èñïîëüçîâàëèñü ìåòîä
Âóëüôà-Ôðýíêà äëÿ çàäà÷ êâàäðàòè÷íîé îïòèìèçàöèè è ìåòîä Ìàðêîâèöà-Øàðïà
(ìåòîä êðèòè÷åñêèõ ëèíèé). Òàêæå ïîñòðîåíî ðåøåíèå ïðÿìîé ýâåíòîëîãè÷åñêîé çà-
äà÷è Ìàðêîâèöà äëÿ íå÷åòêèõ ñîáûòèé. Èññëåäîâàíû ïðèìåðû ðåøåíèÿ çàäà÷ äëÿ
ðàçëè÷íûõ ñòðóêòóð çàâèñèìîñòåé ñîáûòèé. Âûÿâëåíà îñîáåííîñòü äåôàççèôèêàöèè
ýâåíòîëîãè÷åñêîé ïóëè â ñëó÷àå íå÷åòêèõ ñîáûòèé.
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Î ÐÀÇÐÅØÈÌÎÑÒÈ ÎÄÍÎÉ ÇÀÄÀ×È
ÎÏÒÈÌÈÇÀÖÈÈ ÀÊÒÈÂÎÂ ÁÀÍÊÀ

Í.À. Îðîçáåêîâ

Â [1] èññëåäîâàíà çàäà÷à îïòèìèçàöèè àêòèâîâ áàíêà, ãäå ññóäíàÿ ïðîöåíòíàÿ
ñòàâêà ðàññìàòðèâàëàñü êàê êîíñòàíòà âíå çàâèñèìîñòè îò îáúåìîâ è ñðîêîâ êðåäè-
òîâàíèÿ. Çàäà÷à ïðèíàäëåæèò êëàññó çàäà÷ ìàòåìàòè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ ñ
íåëèíåéíûìè öåëåâîé ôóíêöèåé è îãðàíè÷åíèÿìè.

Ó÷åò â çàäà÷å îïòèìèçàöèè àêòèâîâ âëèÿíèÿ îáúåìà êðåäèòà íà ññóäíóþ ïðî-
öåíòíóþ ñòàâêó áûë ïðîèçâåäåí â [2], ãäå ïðîöåíòíàÿ ñòàâêà ðàññìàòðèâàëàñü êàê
êóñî÷íî-ïîñòîÿííàÿ ôóíêöèÿ.

Óñëîæíèâ ìîäåëü ââåäåíèåì ïðîöåíòíîé ñòàâêè â âèäå ëèíåéíîé ôóíêöèè ïîëó-
÷èì öåëåâóþ ôóíêöèþ âèäà:∑

i∈I12

cixi +
∑
i∈I11

(axi − b)xi → max,

ãäå I12 � ìíîæåñòâî íîìåðîâ ëèêâèäíûõ àêòèâîâ, I11 � ìíîæåñòâî íîìåðîâ äîõîäíûõ
àêòèâîâ, xi � ðàçìåð âëîæåíèé â i-é àêòèâ, ci � ïðîöåíòíàÿ ñòàâêà i-ãî ëèêâèäíîãî
àêòèâà, a è b � ñêàëÿðû.

Ñèñòåìà íåëèíåéíûõ îãðàíè÷åíèé ïðèìåò âèä:

(axi − b− αi)xi ≤ 0, i ∈ I11,

ãäå αi � ðåíòàáåëüíîñòü i-ãî äîõîäíîãî àêòèâà.
Äàííûé äîêëàä áóäåò ïîñâÿùåí âîïðîñàì ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ ïîñòàâëåííîé

çàäà÷è è íàõîæäåíèþ îöåíîê äëÿ âåëè÷èí a è b, ïðè êîòîðûõ ñóùåñòâóåò ðåøåíèå.
Óòâåðæäåíèå (î ñóùåñòâîâàíèè ðåøåíèÿ). Ïóñòü a è b � âåëè÷èíû, óäîâëåòâî-

ðÿþùèå óñëîâèÿì: 0 ≤ a ≤ 1 è b ≥ 0. Åñëè b ≥ αi õîòÿ áû äëÿ îäíîãî íîìåðà i ∈ I11,
òî ìíîæåñòâî äîïóñòèìûõ ðåøåíèé çàäà÷è íåïóñòî.

Ðàáîòà ïîääåðæàíà ãðàíòàìè ÐÔÔÈ 10-06-00057-à, 10-06-00168-à, 12-01-00667-à è
ÐÃÍÔ 12-32-01012-à1.
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Ó×ÅÒ ÄÈÑÊÎÍÒÍÎÉ ÏËÀÒÛ ÇÀ ÈÑÏÎËÜÇÎÂÀÍÈÅ ÑÛÐÜß Â ÑÅÒÅÂÎÉ
ÌÎÄÅËÈ ÈÍÂÅÑÒÈÖÈÎÍÍÎÉ ÏÐÎÃÐÀÌÌÛ ÌÅÃÀÏÐÎÅÊÒÀ

Í.È. Ïëÿñêèíà

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ âîçðàñòàåò çíà÷èìîñòü êðóïíûõ èíâåñòèöèîííûõ ïðîåêòîâ
(ìåãàïðîåêòîâ) îñâîåíèÿ óãëåâîäîðîäíûõ ðåñóðñîâ íîâûõ ðåãèîíîâ êàê êîìïëåêñà
ïðîåêòîâ îòðàñëåâûõ ñèñòåì. Ïðåäëàãàåìîå èññëåäîâàíèå íàïðàâëåíî íà èñïîëüçî-
âàíèå àïïàðàòà ñåòåâûõ ìîäåëåé äëÿ îöåíêè àëüòåðíàòèâíûõ ñöåíàðèåâ ðåàëèçàöèè
èíâåñòèöèîííîé ïðîãðàììû ìåãàïðîåêòà. Ñåòåâàÿ ìîäåëü ïðåäñòàâëåíà â âèäå îðè-
åíòèðîâàííîãî ãðàôà G = (J, U), ãäå J � ìíîæåñòâî âåðøèí ãðàôà, ñîîòâåòñòâóþùèõ
ðàáîòàì, U � ìíîæåñòâî äóã, çàäàþùèõ îòíîøåíèå ïðåäøåñòâîâàíèÿ. Òðåáóåòñÿ íàé-
òè îïòèìàëüíîå ðàñïèñàíèå ðàáîò ñ ó÷åòîì îãðàíè÷åíèé íà ðåñóðñû ñêëàäèðóåìîãî
òèïà k ∈ K, (K � ìíîæåñòâî âèäîâ ðåñóðñîâ: ñûðü¼, ìàòåðèàëû ñ áîëüøèì ñðî-
êîì õðàíåíèÿ, èíâåñòèöèè è äð.) è íà äèñêîíòíóþ ïëàòó çà èñïîëüçîâàíèå ñûðüÿ S0

(õàðàêòåðèçóåò âûãîäíîñòü äàííîãî ïðîåêòà äëÿ èíâåñòîðà), ïðè êîòîðîì äîñòèãàåò
ìèíèìóìà öåëåâàÿ ôóíêöèÿ.

Ôîðìàëüíî ðàññìàòðèâàåìàÿ çàäà÷à ìîæåò áûòü çàïèñàíà ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Cmax = maxj(sj + pj)→ min,

ãäå Cmax � âðåìÿ çàâåðøåíèÿ ïðîåêòà, sj � âðåìÿ íà÷àëà j-îé ðàáîòû, pj � ïðîäîë-
æèòåëüíîñòü j-îé ðàáîòû;

1. si + pi ≤ sj, äëÿ i ≺ j � îãðàíè÷åíèÿ ïðåäøåñòâîâàíèÿ;

2.
t∑

τ=1

∑
j∈J(τ)

rjk ≤
t∑

τ=1

qkτ , ∀t ∈ [1, Cmax] � îãðàíè÷åíèÿ íà ñêëàäèðóåìûå ðåñóðñû,

ãäå rjk � èíòåíñèâíîñòü ïîòðåáëåíèÿ k�ãî ðåñóðñà ðàáîòîé j, k ∈ K, Qkt �
íàëè÷èå ðåñóðñà k â ìîìåíò t, J(t) = {j | sj < t < sj + pj} � ìíîæåñòâî ðàáîò,
âûïîëíÿåìûõ â ìîìåíò t;

3.
∑
k∈K

Cmax∑
τ=1

∑
j∈J(τ)

rjkckτα
τ−1 ≤ S0 � îãðàíè÷åíèå íà äèñêîíòíóþ ïëàòó çà èñïîëüçî-

âàíèå ñûðüÿ, ãäå ckτ � ïëàòà çà èñïîëüçîâàíèå k-ãî ðåñóðñà â ìîìåíò τ , α �
êîýôôèöèåíò äèñêîíòèðîâàíèÿ, 0 < α ≤ 1, α = 1

1+β
, β � áàíêîâñêèé ïðîöåíò;

4. sj ∈ Z+, j ∈ J � òðåáîâàíèå íà ïåðåìåííûå.

Äëÿ ðàçðàáîòêè àëãîðèòìà ðåøåíèÿ ïîñòàâëåííîé çàäà÷è ñôîðìóëèðîâàíî è äî-
êàçàíî óòâåðæäåíèå: äèñêîíòíàÿ ïëàòà çà èñïîëüçîâàíèå ðåñóðñîâ äîñòèãàåò ñâîåãî
ìèíèìóìà ïðè T�ïîçäíåì ðàñïèñàíèè, ÷òî ïîçâîëÿåò âåñòè ïîèñê îïòèìàëüíîãî
ðàñïèñàíèÿ ñðåäè ïîçäíèõ äîïóñòèìûõ ðàñïèñàíèé ìåòîäîì äèõîòîìèè. Àëãîðèòì
ðåàëèçîâàí äëÿ äèñêðåòíîãî ñëó÷àÿ ïî äâóì ðåñóðñàì.

c⃝ Ïëÿñêèíà Íèíà Èëüèíè÷íà,
ÈÝÎÏÏ ÑÎ ÐÀÍ, ïð-ò Àêàä. Ëàâðåíòüåâà, 17, Íîâîñèáèðñê, 630090, Ðîññèÿ,
ÍÃÓ, óë. Ïèðîãîâà, 2, Íîâîñèáèðñê, 630090, Ðîññèÿ,
òåëåôîí/ôàêñ: (383) 330-28-26, (383) 330-25-80.
E-mail: pliaskina@hotmail.com; pliaskina@ieie.nsc.ru



196 Ýêîíîìèêî-ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå è òåîðèÿ èãð

ÎÁ ÎÄÍÎÉ ÇÀÄÀ×Å ÓÏÐÀÂËÅÍÈß ÑËÓ×ÀÉÍÛÌÈ ÁËÓÆÄÀÍÈßÌÈ
Ý.Î. Ðàïîïîðò

Èçó÷àåòñÿ äèíàìè÷åñêàÿ ýêîíîìè÷åñêàÿ ñèñòåìà ñ äèñêðåòíûì âðåìåíåì, ñîñòî-
ÿíèÿ êîòîðîé â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè õàðàêòåðèçóþòñÿ íàáîðîì èç äâóõ ïðî-
äóêòîâ � öåëûìè íåîòðèöàòåëüíûìè òî÷êàìè äâóìåðíîãî âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà.
Ðàññìàòðèâàåòñÿ k ðàçëè÷íûõ ïðîèçâîäñòâ, â êàæäîì èç êîòîðûõ ñîñòîÿíèå ñèñòåìû
ìîæåò èçìåíÿòüñÿ íà íåêîòîðûé ñëó÷àéíûé âåêòîð ñ öåëûìè êîìïîíåíòàìè (ai, bi) è
íàáîðàìè âåðîÿòíîñòåé {pij}, i = 1, . . . , n; j = 1, . . . , k, äëÿ j-ãî ïðîèçâîäñòâà.

Ïîä óïðàâëåíèåì ñèñòåìîé áóäåì ïîíèìàòü âûáîð â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè îä-
íîãî èç ïðîèçâîäñòâ, ò.å. â êàæäîì ñîñòîÿíèè ñèñòåìû (x, y) âûáîð îäíîãî èç èìåþ-
ùèõñÿ ñëó÷àéíûõ áëóæäàíèé. Öåëü óïðàâëåíèÿ � ìèíèìèçàöèÿ âåðîÿòíîñòè âûõîäà
èç ïåðâîãî êâàäðàíòà.

Ñëó÷àé k = 2 èññëåäîâàëñÿ â [1, 2]. Âåñüìà ïîëåçíûì îêàçàëàñü
ââåäåííàÿ â [1] ñèñòåìà óðàâíåíèé (íàçâàííàÿ àññîöèèðîâàííîé ñèñòåìîé).
Ïóñòü åäèíñòâåííîå (ïîìèìî òî÷êè (0,0)) ðåøåíèå ýòîé ñèñòåìû åñòü ïîëî-
æèòåëüíàÿ òî÷êà (β∗, α∗). Òîãäà ìîæíî ïîëó÷èòü (ñì. [1]) ñëåäóþùóþ äâóõ-
ñòîðîííþþ îöåíêó âåðîÿòíîñòè âûðîæäåíèÿ g(x, y), ñâÿçàííóþ ñ ðåøåíèåì
(β∗, α∗): ïðè (x, y) → ∞ ñïðàâåäëèâî àñèìïòîòè÷åñêîå îòíîøåíèå
g(x, y) = = O(e−(α∗x+β∗y)).

Ïóñòü k > 2. Ðàçäåëèâ âñå ïðîèçâîäñòâà íà äâå ãðóïïû ïî ïðåäïî÷òåíèÿì ïåðâîãî
èëè âòîðîãî ïðîäóêòîâ, ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî

ñóùåñòâóåò òàêàÿ ïàðà ïðîèçâîäñòâ (îäíî èç ïåðâîé ãðóïïû, îäíî èç
âòîðîé), èñïîëüçîâàíèå êîòîðûõ ïðèâîäèò ê íàèìåíüøåé àñèìïòîòè÷åñêîé
âåðîÿòíîñòè âûðîæäåíèÿ.

Ïðè äîêàçàòåëüñòâå ñóùåñòâåííî èñïîëüçóåòñÿ ââåäåííîå â [2] ïîíÿòèå ñî-
ãëàñîâàííûõ öåí, êîòîðîå äàåò âîçìîæíîñòü ðàíæèðîâàòü âñåâîçìîæíûå ïàðû
ïðîèçâîäñòâ.

Ðàáîòà ïîääåðæàíà ãðàíòàìè ÐÔÔÈ � 10-06-00168, � 12-01-00667-a è ãðàíòîì
ÐÃÍÔ � 12-01-00667.
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Ñ. 75-84.

c⃝ Ðàïîïîðò Ýðíåñò Îøåðîâè÷,
Èíñòèòóò ìàòåìàòèêè èì. Ñ.Ë. Ñîáîëåâà ÑÎ ÐÀÍ,
ïð-ò Àêàäåìèêà Êîïòþãà, 4, Íîâîñèáèðñê, 630090, Ðîññèÿ,
òåë. (383)363-46-06, ôàêñ (383)333-25-98.
E-mail: rapoport@math.nsc.ru



Ýêîíîìèêî-ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå è òåîðèÿ èãð 197

Î ÍÀËÎÃÎÎÁËÎÆÅÍÈÈ ÔÎÍÄÎÂ Â ÌÎÄÅËÈ ÐÀÌÑÅß-ÑÎËÎÓ
À.À. Ðûëîâà

Èññëåäóåòñÿ ìîäèôèöèðîâàííàÿ äâóõóðîâíåâàÿ ìîäåëü Ðàìñåÿ-Ñîëîó. Ïðåäïîëà-
ãàåòñÿ, ÷òî â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè îáú¼ì âûïóùåííîé ïðîäóêöèè Y äåëèòñÿ íà
íàëîã N , ïîòðåáëåíèå C, èíâåñòèöèè (êàïèòàëîâëîæåíèÿ) I:

Y (t) = C(t) + I(t) +N(t) = ρ(K)K(t)+

+(1− s(t))(Y (t)− ρ(K)K(t)) + s(t)(Y (t)− ρ(K)K(t)),

0 ≤ ρ(K) ≤ 1, 0 ≤ s(t) ≤ 1, ãäå ρ(K) � ñòàâêà íàëîãîîáëîæåíèÿ, s(t) � äîëÿ âûïóñ-
êà (çà âû÷åòîì íàëîãîâ), êîòîðàÿ èä¼ò íà èíâåñòèöèè. Çàäà÷à èíâåñòîðà ñîñòîèò â
îòûñêàíèè îïòèìàëüíîé ôóíêöèè s(t), ïðè êîòîðîé îáùåå óäåëüíîå ïîòðåáëåíèå (íà
îäíîãî ðàáîòíèêà) ñ äèñêîíòèðîâàíèåì â ïëàíîâîì ïåðèîäå [0, T ] äîñòèãàåò ìàêñè-
ìàëüíîãî çíà÷åíèÿ. Çàäà÷à ãîñóäàðñòâà çàêëþ÷àåòñÿ â âûáîðå ñõåìû íàëîãîîáëîæå-
íèÿ ρ, êîòîðàÿ ìàêñèìèçèðóåò ñóììàðíûå íàëîãîâûå ïîñòóïëåíèÿ.

Â ðàáîòå èçëàãàåòñÿ ðåøåíèå óêàçàííîé çàäà÷è ïðè äâóõ ôîðìàõ íàëîãîîáëîæå-
íèÿ: 1) åäèíûé ïðîïîðöèîíàëüíûé íàëîã (ïðè êîòîðîì íàëîãîâàÿ ñòàâêà óñòàíàâ-
ëèâàåòñÿ â åäèíîì ïðîöåíòå ê áàçå íàëîãîîáëîæåíèÿ) è 2) ëèíåéíî âîçðàñòàþùàÿ
ñòàâêà íàëîãîîáëîæåíèÿ (íåïðåðûâíûé àíàëîã ïðîãðåññèâíîãî íàëîãà).

Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ãîñóäàðñòâî çàäà¼ò ñõåìó íàëîãîîáëîæåíèÿ è âåëè÷èíó (â
ñëó÷àå ïîñòîÿííîãî íàëîãà) ëèáî ñêîðîñòü èçìåíåíèÿ (ïðè ëèíåéíî âîçðàñòàþùåì
íàëîãå) íàëîãîâîé ñòàâêè. Èíâåñòîð, çíàÿ ñòðàòåãèþ ãîñóäàðñòâà è ñ÷èòàÿ, ÷òî îíà
ôèêñèðîâàíà, ìàêñèìèçèðóåò ñâîþ ôóíêöèþ ïîëåçíîñòè � îáùåå óäåëüíîå ïîòðåá-
ëåíèå. Ãîñóäàðñòâî âûáåðåò òó ñòðàòåãèþ, ïðè êîòîðîé â òå÷åíèå ðàññìàòðèâàåìîãî
ïåðèîäà âðåìåíè [0, T ] ñîáèðàåòñÿ áîëüøèé îáú¼ì íàëîãîâ. Âîçíèêàåò çàäà÷à ñ äâóìÿ
óðîâíÿìè óïðàâëåíèÿ, àíàëîãè÷íàÿ ïîèñêó ðàâíîâåñèÿ ïî Øòàêåëüáåðãó.

Äëÿ îáåèõ ðàññìàòðèâàåìûõ ôîðì íàëîãîîáëîæåíèÿ äîêàçàíû ìàãèñòðàëü-
íûå òåîðåìû îá îïòèìàëüíîì çíà÷åíèè äîëè èíâåñòèöèé äëÿ íèæíåãî óðîâíÿ
óïðàâëåíèÿ. Äëÿ âàæíûõ ÷àñòíûõ ñëó÷àåâ âûâåäåíû ôîðìóëû äëÿ îïðåäåëåíèÿ
îïòèìàëüíûõ çíà÷åíèé ñòàâîê íàëîãîîáëîæåíèÿ äëÿ îáåèõ ñõåì. Ïîêàçàíî ïðåèìó-
ùåñòâî ïîñòîÿííîãî íàëîãà íàä ëèíåéíî âîçðàñòàþùèì ñ òî÷êè çðåíèÿ óâåëè÷åíèÿ
ïîñòóïëåíèé â áþäæåò [1].

Ðàáîòà ïîääåðæàíà ãðàíòàìè ÐÔÔÈ 10-06-00168, 12-01-00667-a è ãðàíòîì ÐÃÍÔ
12-32-01012-à1.
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ÎÖÅÍÊÀ ÈÍÂÅÑÒÈÖÈÎÍÍÛÕ ÏÐÎÅÊÒÎÂ
Â ÄÎÁÛÂÀÞÙÈÕ ÎÒÐÀÑËßÕ

Ì.Ñ. Ñòåïàíîâà

Â [1] ðàññìàòðèâàëèñü òðè ìîäåëè îñâîåíèÿ ðóäíîãî ìåñòîðîæäåíèÿ, ñîäåðæàùèå
çàäà÷è íåëèíåéíîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ, ÷àñòü ïåðåìåííûõ êîòî-
ðûõ äèñêðåòíà. Èíâåñòèöèîííûå ïðîåêòû, îïèñûâàåìûå ýòèìè ìîäåëÿìè, íà÷èíà-
ëèñü îáÿçàòåëüíî ñ îñâîåíèÿ ìåñòîðîæäåíèÿ è çàâåðøàëèñü ëèáî ïîëó÷åíèåì è ïðî-
äàæåé ðóäû, ëèáî ïåðåðàáîòêîé ðóäû è ïðîäàæåé êîíöåíòðàòîâ, ëèáî ïðîèçâîäñòâîì
è ðåàëèçàöèåé ìåòàëëîâ è ñîïóòñòâóþùèõ êîíå÷íûõ ïðîäóêòîâ.

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ êîíå÷íûå ïðîäóêòû äîáûâàþùèõ îòðàñëåé ÷àñòî ïîëó÷àþòñÿ
ïî ñõåìå, îòëè÷íîé îò ðàññìîòðåííûõ â [1]. Íàïðèìåð, äëÿ ïîëó÷åíèÿ àëþìèíèÿ ðóäó
èëè êîíöåíòðàòû (ãëèíîçåì) ïîêóïàþò íà âíóòðåííåì ëèáî âíåøíåì ðûíêàõ; äàëåå
ïðîèçâîäèòñÿ ìåòàëë è ñîïóòñòâóþùèå êîíå÷íûå ïðîäóêòû, êîòîðûå ðåàëèçóþòñÿ íà
ðàçëè÷íûõ ðûíêàõ. Â äîêëàäå ïðåäëàãàåòñÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü, îïèñûâàþùàÿ
ýòîò èíâåñòèöèîííûé ïðîöåññ. Îíà áûëà àäàïòèðîâàíà äëÿ îöåíêè èíâåñòèöèîííî-
ãî ïðîåêòà îñâîåíèÿ Êàðàáàøñêîãî ìåñòîðîæäåíèÿ, ñîäåðæàùåãî îäèí âèä ðóäû. Èç
ýòîé ðóäû ìîæíî ïîëó÷èòü êèàíèòîâûé êîíöåíòðàò è íåêîòîðûå êîíå÷íûå ïðîäóêòû
(ñëþäà, êâàðö, ðóòèë). Ðàññìàòðèâàþòñÿ ìîäåëè èíâåñòèöèîííûõ ïðîåêòîâ: ðåàëè-
çàöèÿ ïðîåêòà áåç ñêëàäèðîâàíèÿ ïðîäóêòîâ (â äâóõ âàðèàíòàõ: áîëåå ïðîñòîé, êî-
ãäà ïðîèçâîäñòâåííûå ìîùíîñòè ñ÷èòàþòñÿ çàäàííûìè, è áîëåå ñëîæíûé, êîãäà ýòè
ìîùíîñòè âàðüèðóþòñÿ) è ðåàëèçàöèÿ ïðîåêòà ñî ñêëàäàìè.

Íà ïðàêòèêå, çà÷àñòóþ, íåêîòîðûå ýòàïû óêàçàííîé ìîäåëè íå ðåàëèçóþòñÿ,
ïîòîìó, íàïðèìåð, ÷òî êîíöåíòðàòû äëÿ ïîëó÷åíèÿ ìåòàëëîâ èìïîðòèðóþòñÿ. Ïðåä-
ëîæåí ýôôåêòèâíûé àëãîðèòì äëÿ ðåøåíèÿ âîçíèêàþùèõ â íîâîé ìîäåëè çàäà÷
ìàòåìàòè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Àëãîðèòì áàçèðóåòñÿ íà ìåòîäå âíóòðåííåé
òî÷êè Äèêèíà [2]. Íàéäåííûå ñ ïîìîùüþ ïðåäûäóùèõ [1] è íîâîé ìîäåëè îöåíêè
èíâåñòèöèîííûõ ïðîåêòîâ ïîçâîëÿþò îïðåäåëèòü íàèáîëåå ýôôåêòèâíûé ñïîñîá
ïîëó÷åíèÿ êîíå÷íûõ ïðîäóêòîâ.

Ðàáîòà ïîääåðæàíà ãðàíòàìè ÐÔÔÈ (ïðîåêòû � 10-06-00168-à, � 10-06-00057-à
è � 12-01-00667-à) è ÐÃÍÔ (ïðîåêò � 12-32-01012-à1).
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ÁÅÇÛÍÔËßÖÈÎÍÍÎÑÒÜ ÊÀÊ ÎÏÒÈÌÀËÜÍÎÅ ÑÎÑÒÎßÍÈÅ ÝÊÎÍÎÌÈÊÈ
Â.Ë. ×å÷óëèí, Â.Ñ. Ëåãîòêèí

Ðàññìàòðèâàåòñÿ ìîäåëü ðàâíîâåñíîãî ñîñòîÿíèÿ ýêîíîìèêè ãîñóäàðñòâà, â êîòî-
ðîé ðàâíîâåñíîå ñîñòîÿíèå ýêîíîìèêè ñîîòâåòñòâóåò å¼ áåçûíôëÿöèîííîñòè. Ìàòåìà-
òèçàöèÿ îáîðîòà îáùåñòâåííî íåîáõîäèìîãî âðåìåíè (ÎÍÂ) ïîëó÷åíà ïóòåì ïðèðàâ-
íèâàíèÿ ìåðû íåîïðåäåëåííîñòè çàòðàò ÎÍÂ ê ìåðå íåîïðåäåëåííîñòè âûñâîáîæäå-
íèÿ ÎÍÂ, óìíîæåííîé íà âåðîÿòíîñòíóþ ìåðó ýòîãî âûñâîáîæäåíèÿ, îòíîñèòåëüíî
âñåãî îáðàùàåìîãî â ýêîíîìèêå ÎÍÂ, ïðèíèìàåìîãî â îò÷åòíûé ïåðèîä çà åäèíèöó.
Ðàâåíñòâî ýòèõ äâóõ íåîïðåäåëåííîñòåé ïîçâîëÿåò ó÷åñòü íàëè÷èå ñâîáîäû ó ÷åëîâå-
êà: 1) âûñâîáîæäåííîå ÎÍÂ ñâîáîäíî èñïîëüçóåòñÿ ÷åëîâåêîì è îáùåñòâîì, 2) çàòðà-
òû ÎÍÂ ðåàëèçóþòñÿ â ïðîöåññå ñâîáîäíîãî òðóäà. Íåîïðåäåëåííîñòè, îòíîñÿùèåñÿ
êî âíåøíåìó ïî îòíîøåíèþ ê ÷åëîâåêó âðåìåíè, åñòü ëèøü óñëîâèÿ äëÿ ðåàëèçàöèè
âíóòðåííèõ ñâîáîä ÷åëîâåêà, è ðàâåíñòâî ýòèõ äâóõ íåîïðåäåëåííîñòåé îòðàæàåò áà-
ëàíñ ýòèõ äâóõ ñâîáîä ÷åëîâåêà. Òàêèì îáðàçîì, õîòÿ ñâîáîäà íå ôîðìàëèçóåìà, å¼
íàëè÷èå îïèñûâàåòñÿ ìîäåëüþ. Âûâîä óðàâíåíèÿ, îïèñûâàþùåãî áåçûíôëÿöèîííîå
ñîñòîÿíèå ýêîíîìèêè, ïðèâåäåí â [1].

Â ïðåäëîæåííîé ìîäåëè èíôëÿöèîííûå ïðîöåññû ðàññìàòðèâàþòñÿ êàê îò-
êëîíåíèÿ îò áåçûíôëÿöèîííîãî ñîñòîÿíèÿ. Êîìïëåêñíîçíà÷íûé âèä óðàâíåíèÿ
ïîçâîëÿåò ó÷åñòü íàëè÷èå âíåøíèõ çàäîëæåííîñòåé [2]. Áåçûíôëÿöèîííîå ñîñòîÿíèå
ýêîíîìèêè ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì äëÿ îáåñïå÷åíèÿ äîëãîñðî÷íûõ èíâåñòèöèé. Ýòà
ìîäåëü ÿâëÿåòñÿ ïåðâîé ýêîíîìèêî-ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëüþ ðàâíîâåñèÿ (áåçûí-
ôëÿöèîííîãî), ïîçâîëÿþùåé ó÷åñòü íàëè÷èå äåéñòâèòåëüíîé ñâîáîäû ó ÷åëîâåêà.

ËÈÒÅÐÀÒÓÐÀ

1. ×å÷óëèí Â.Ë. Ìîäåëè áåçûíôëÿöèîííîãî ñîñòîÿíèÿ ýêîíîìèêè è èõ ïðèëîæåíèÿ.
Ìîíîãðàôèÿ. � Ïåðìü, 2011.
2. ×å÷óëèí Â.Ë., Ëåãîòêèí Â.Ë. Ìåòîä àíàëèçà óñòîé÷èâîñòè ýêîíîìèêè ñòðàí ñ
ïðèìåíåíèåì îñíîâíîãî ëîãèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ // Ñîâåðøåíñòâîâàíèå ñòðàòåãè-
÷åñêîãî óïðàâëåíèÿ êîðïîðàòèâíûìè îáðàçîâàíèÿìè è ðåãèîíàëüíàÿ ïðîìûøëåííàÿ
ïîëèòèêà ïåðåõîäà ê íîâîé èííîâàöèîííîé ýêîíîìèêå, ìàòåðèàëû ìåæäóíàð.
íàó÷íî-ïðàêò. êîíô. � Ïåðìü, ÏÃÍÈÓ, 2011. � Ò. 2. � Ñ. 233-240.

c⃝ ×å÷óëèí Âèêòîð Ëüâîâè÷,
Ïåðìñêèé ãîñóäàðñòâåííûé íàöèîíàëüíûé èññëåäîâàòåëüñêèé óíèâåðñèòåò,
óë. èì. Áóêèðåâà, 15, Ïåðìü, 614990, Ðîññèÿ, òåë. (342) 2-396-424.
E-mail: chechulinvl@mail.ru

c⃝ Ëåãîòêèí Âëàäèìèð Ñåðãååâè÷,
Ïåðìñêèé ãîñóäàðñòâåííûé íàöèîíàëüíûé èññëåäîâàòåëüñêèé óíèâåðñèòåò,
óë. èì. Áóêèðåâà, 15, Ïåðìü, 614990, Ðîññèÿ, òåë. (342) 2-396-424.
E-mail: mikerise2008@yandex.ru



200 Ýêîíîìèêî-ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå è òåîðèÿ èãð

ÎÖÅÍÊÀ ÍÅÐÀÂÍÎÌÅÐÍÎÃÎ ÐÀÇÂÈÒÈß ÒÅÐÐÈÒÎÐÈÉ ÍÀ ÎÑÍÎÂÅ
ÌÍÎÃÎÓÐÎÂÍÅÂÎÉ ÈÅÐÀÐÕÈ×ÅÑÊÎÉ ÑÒÐÓÊÒÓÐÍÎÉ ÌÎÄÅËÈ

Ì.À. Þäèíà

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ àêòóàëüíîé ïðîáëåìîé ðåãèîíàëüíîé òåîðèè è ïðàêòèêè ÿâ-
ëÿåòñÿ íåðàâíîìåðíîå ðàçâèòèå òåððèòîðèé. Ïðîâåäåííûé àíàëèç ñîâðåìåííîãî ìå-
òîäè÷åñêîãî èíñòðóìåíòàðèÿ ïîêàçàë, ÷òî øèðîêî èñïîëüçóåìûå äëÿ îöåíêè ðåãèî-
íàëüíîé äèôôåðåíöèàöèè òðàäèöèîííûå ìåòîäû ìàòåìàòè÷åñêîé ñòàòèñòèêè, ðåé-
òèíãîâûõ îöåíîê è êîðåëëÿöèîííî-ðåãðåññèîííîãî àíàëèçà ñîäåðæàò ñóùåñòâåííûå
îãðàíè÷åíèÿ ïðè èñïîëüçîâàíèè èõ äëÿ ïðèíÿòèÿ óïðàâëåí÷åñêèõ ðåøåíèé, ãëàâíûì
èç êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ ñëàáàÿ óñòîé÷èâîñòü ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ ïðè çíà÷èòåëü-
íûõ êîëåáàíèÿõ ýêîíîìè÷åñêîé êîíúþíêòóðû [1, 2]. Ïåðñïåêòèâíûì ïðåäñòàâëÿåòñÿ
ïðèìåíåíèå ìåòîäîâ ñòðóêòóðèçàöèè ïðîñòðàíñòâà èíäèêàòîðîâ â âèäå ðåãèîíàëü-
íûõ êëàñòåðîâ [1].

Â äàííîé ðàáîòå ïðåäëàãàåòñÿ ìåòîäèêà ñòðóêòóðíîãî àíàëèçà òåððèòîðèàëüíîé
ñèñòåìû, ñîñòîÿùåé èç ïîäñèñòåì áîëåå íèçêîãî ïîðÿäêà. Íà îñíîâå ïðèìåíåíèÿ
àïïàðàòà ìíîãîêðèòåðèàëüíîãî àíàëèçà ïî âûáðàííîìó êîìïëåêñó ïîêàçàòåëåé
ñòðîèòñÿ ìíîãîóðîâíåâàÿ èåðàðõè÷åñêàÿ ñòðóêòóðíàÿ ìîäåëü ðåãèîíà. Òåððèòîðèè,
îòíîñÿùèåñÿ ê âûøåñòîÿùèì ñëîÿì, äîìèíèðóþò íèæåëåæàùèå ïî âñåìó êîìïëåêñó
âûáðàííûõ êðèòåðèåâ ñ ó÷åòîì çàäàííîãî óðîâíÿ ýêâèâàëåíòíîñòè. Ïðè ýòîì äàííàÿ
ìåòîäèêà ïîçâîëÿåò èçáåæàòü íåäîñòàòêîâ ðåéòèíãîâûõ ìîäåëåé, áàçèðóþùèõñÿ íà
ñòðîãîé ëèíåéíîé èåðàðõèè, à òàêæå ïðèâÿçêè ê ñðåäíèì çíà÷åíèÿì ïîêàçàòåëåé,
íà êîòîðûõ îñíîâàíû ìåòîäèêè ðàñ÷åòà êîýôôèöèåíòîâ àñèììåòðèè. Ïîëó÷åííàÿ
ñòðóêòóðíàÿ ìîäåëü ðåãèîíà ïîçâîëÿåò ïðîâîäèòü ñòàòè÷åñêèé è äèíàìè÷åñêèé àíà-
ëèç ðàçëè÷èé â óðîâíÿõ ñîöèàëüíî-ýêîíîìè÷åñêîãî ðàçâèòèÿ òåððèòîðèé, îöåíèâàòü
ýôôåêòèâíîñòü óïðàâëåí÷åñêèõ ðåøåíèé è ðàçðàáàòûâàòü ìåðû ïî êîððåêòèðîâêå
ðåãèîíàëüíîé ïîëèòèêè. Ïðåäëîæåííûé ïîäõîä ìîæåò áûòü òàêæå èñïîëüçîâàí
äëÿ ôîðìèðîâàíèÿ ìîäåëè �èäåàëüíîé�, æåëàåìîé ñòðóêòóðû ðåãèîíà â öåëÿõ
èíäèêàòèâíîãî ïëàíèðîâàíèÿ.
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ÏÐÈÌÅÍÅÍÈÅ ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÎÃÎ ÀÏÏÀÐÀÒÀ ÄËß ÝÔÔÅÊÒÈÂÍÎÃÎ
ÓÏÐÀÂËÅÍÈß ÌÀÒÅÐÈÀËÜÍÛÌÈ ÏÎÒÎÊÀÌÈ

À.Ô. Âàëååâà, Å.Þ. Ðàññàäíèêîâà

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ âàæíîé çàäà÷åé ÿâëÿåòñÿ ðàçâèòèå è ðàçðàáîòêà ìåòîäîâ ðå-
øåíèÿ çàäà÷ òðàíñïîðòíîé ëîãèñòèêè, îñíîâíûå öåëè êîòîðûõ � ñíèæåíèå çàòðàò è
ñíèæåíèå âðåìåíè ïðè ïåðåâîçêå è äîñòàâêå ðàçëè÷íûõ ãðóçîâ ïîòðåáèòåëÿì, à òàêæå
ñîêðàùåíèå èñïîëüçóåìûõ òðàíñïîðòíûõ ñðåäñòâ. Â ñâÿçè ñ ýòèì àêòóàëüíà ðàçðà-
áîòêà ñèñòåìû äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ òðàíñïîðòíîé ëîãèñòèêè. Â ðàáîòå ðàññìàòðèâà-
åòñÿ ïðîöåññ óïðàâëåíèÿ ìàòåðèàëüíûì ïîòîêîì, êîòîðûé âêëþ÷àåò â ñåáÿ çàêóïêó,
ñêëàäèðîâàíèå, ïðîèçâîäñòâî è ñáûò, íà ïðèìåðå óôèìñêîé êîìïàíèè, ïðîèçâîäÿùåé
è ïîñòàâëÿþùåé ðåàãåíò çàêàç÷èêàì â òðåáóåìîì êîëè÷åñòâå, êîòîðûé èñïîëüçóåòñÿ
äëÿ çàùèòû òðóáîïðîâîäîâ îò êîððîçèè, à òàêæå â êà÷åñòâå èñõîäíîãî ñûðüÿ äëÿ
ïðîèçâîäñòâà ïðèñàäîê ê ìàñëàì è ñìàçî÷íî-îõëàæäàþùèì æèäêîñòÿì. Êîìïàíèÿ
çàèíòåðåñîâàíà â ýôôåêòèâíîì ïðîöåññå óïðàâëåíèÿ ìàòåðèàëüíûìè ïîòîêàìè. Äëÿ
êà÷åñòâåííîãî è áûñòðîãî ðåøåíèÿ âîçíèêàþùèõ âîïðîñîâ ïðè óïðàâëåíèè ìàòåðè-
àëüíûìè ïîòîêàìè íåîáõîäèìî ñîçäàòü ïðîãðàììíûé ïðîäóêò (ÏÏ). Â ÏÏ äîëæíû
áûòü ðåàëèçîâàíû ñëåäóþùèå ìîäóëè: çàêóïî÷íàÿ ëîãèñòèêà; ïðîèçâîäñòâåííàÿ ëî-
ãèñòèêà; ðàñïðåäåëèòåëüíàÿ ëîãèñòèêà; òðàíñïîðòíàÿ ëîãèñòèêà; èíôîðìàöèîííàÿ
áàçà. Êàæäûé ìîäóëü äëÿ ýôôåêòèâíîãî óïðàâëåíèÿ íåîáõîäèìî ðàññìàòðèâàòü âî
âçàèìîñâÿçè ñ äðóãèìè.

Ïðè ñîçäàíèè ïðîãðàììíîãî ïðîäóêòà èñïîëüçóþòñÿ ìîäèôèöèðîâàííûå ìåòîäû
êîìáèíàòîðíîé îïòèìèçàöèè, òåîðèè ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé, òåîðèè ãðàôîâ (äëÿ ðåøå-
íèÿ çàäà÷ ìàðøðóòèçàöèè äëÿ ãðóçîâûõ àâòîìîáèëüíûõ è (èëè) æåëåçíîäîðîæíûõ
ïåðåâîçîê, çàäà÷ óïàêîâêè ðàçëè÷íûõ ãðóçîâ â áîëüøåãðóçíûå ìàøèíû ñ ó÷åòîì
ãðóçîïîäúåìíîñòè è òåõãîëîãè÷åñêèõ îãðàíè÷åíèé òðàíñïîðòèðîâêè, çàäà÷è âûáîðà
ïîñòàâùèêîâ, çàäà÷è âûáîðà åìêîñòåé, çàäà÷è îöåíêè ðèñêîâ, ñâÿçàííûõ ñ òðàíñïîð-
òèðîâêîé ãðóçîâ.

Ïðåäëàãàåìûé ÏÏ ïîçâîëèò ñíèçèòü òðàíñïîðòíûå ðàñõîäû è çàòðà÷èâàåìîå âðå-
ìÿ íà äâèæåíèå ìàòåðèàëüíîãî ïîòîêà, à òàêæå ïîâûñèò óðîâåíü îáñëóæèâàíèÿ êëè-
åíòîâ.

Ðàáîòà ïîääåðæàíà ãðàíòàìè ÐÔÔÈ 11-07-00579, 12-07-00631.
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ÏÐÈÌÅÍÅÍÈÅ ÐÅÑÓÐÑÍÎ-ÊÀËÅÍÄÀÐÍÎÃÎ ÏËÀÍÈÐÎÂÀÍÈß
ÄËß ÀÍÀËÈÇÀ ÓÑËÎÂÈÉ ÔÎÐÌÈÐÎÂÀÍÈß ÏÐÎÈÇÂÎÄÑÒÂÅÍÍÛÕ

ÊËÀÑÒÅÐÎÂ ÐÅÑÓÐÑÍÛÕ ÌÅÃÀÏÐÎÅÊÒÎÂ
Ý.Õ. Ãèìàäè, Å.Í. Ãîí÷àðîâ, Í.È. Ïëÿñêèíà, Â.Í. Õàðèòîíîâà

Ôîðìèðîâàíèå ìåæîòðàñëåâûõ ïðîèçâîäñòâåííûõ êëàñòåðîâ ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê
îðãàíèçàöèîííî-ýêîíîìè÷åñêèé ôàêòîð ýôôåêòèâíîñòè ðåàëèçàöèè ðåñóðñíûõ ìå-
ãàïðîåêòîâ. Ìåãàïðîåêò ïðåäñòàâëåí ñëîæíîé ñîâîêóïíîñòüþ èíâåñòèöèîííûõ ïðî-
åêòîâ íåçàâèñèìûõ êîìïàíèé ïî äîáû÷å, ïåðåðàáîòêå, òðàíñïîðòèðîâêå ïðèðîäíûõ
ðåñóðñîâ ðåãèîíîâ. Íåîáõîäèì ìåòîäè÷åñêèé èíñòðóìåíòàðèé ðàçðàáîòêè ãîñóäàð-
ñòâåííûõ óïðàâëåí÷åñêèõ ðåøåíèé ïî ôîðìèðîâàíèþ êëàñòåðîâ è îöåíêè èõ âëè-
ÿíèÿ êàê íà ñîãëàñîâàííîñòü âî âðåìåíè è ïðîñòðàíñòâå ñòðàòåãè÷åñêèõ èíòåðåñîâ
êîìïàíèé�èíâåñòîðîâ, òàê è íà ýôôåêòèâíîñòü ðåàëèçàöèè ìåãàïðîåêòà â öåëîì.

Ðåñóðñíî-âðåìåííûå ôàêòîðû íàèëó÷øèì îáðàçîì îòðàæàþòñÿ â ñåòåâûõ ìîäå-
ëÿõ ìåãàïðîåêòîâ. Çíà÷èòåëüíûå óñïåõè äîñòèãíóòû â ðåàëèçàöèè àëãîðèòìîâ ðåøå-
íèÿ áîëüøåðàçìåðíûõ çàäà÷àõ êàëåíäàðíîãî ïëàíèðîâàíèÿ ïî êðèòåðèþ ìèíèìóìà
ñðîêîâ âûïîëíåíèÿ ïðîåêòà [1]. Ìåíåå ïðîäâèíóòûìè îñòàþòñÿ çàäà÷è ñ êðèòåðèÿìè
äîõîäíîñòè è ýôôåêòèâíîñòè ïðîåêòîâ.

Â äîêëàäå ïðåäñòàâëåíà ïîñòàíîâêà äèñêðåòíîé ìíîãîíîìåíêëàòóðíîé äèíàìè-
÷åñêîé çàäà÷è êàëåíäàðíîãî ïëàíèðîâàíèÿ ìåãàïðîåêòà â óñëîâèÿõ îãðàíè÷åííûõ
ðåñóðñîâ ñ ìàêñèìèçàöèåé äèñêîíòèðîâàííîãî äîõîäà îò ðåàëèçàöèè ìåãàïðîåêòà â
öåëîì ïðè ñîáëþäåíèè äèðåêòèâíûõ ñðîêîâ íàñòóïëåíèÿ öåëåâûõ ñîáûòèé.

Ðàáîòà ïîääåðæàíà ãðàíòàìè ÐÔÔÈ (ïðîåêòû 12-01-00093, 10-01-00195), öåëåâîé
ïðîãðàììû � 15 Ïðåçèäèóìà ÐÀÍ (ïðîåêò � 8 ÑÎ ÐÀÍ), öåëåâîé ïðîãðàììû ÑÎ
ÐÀÍ (èíòåãðàöèîííûé ïðîåêò � 7Á), à òàêæå ãðàíòîì ÔÖÏ "Íàó÷íûå è íàó÷íî-
ïåäàãîãè÷åñêèå êàäðû èííîâàöèîííîé Ðîññèè" (ãîñ. êîíòðàêò 14.740.11.0362).
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ÐÅÔËÅÊÑÈÂÍÛÉ ÀÍÀËÈÇ ÊÀÊ ÈÍÑÒÐÓÌÅÍÒ ÎÏÒÈÌÈÇÀÖÈÈ
ÐÅÃÓËÈÐÎÂÀÍÈß ÈÍÔÐÀÑÒÐÓÊÒÓÐÍÛÕ ÎÒÐÀÑËÅÉ

À.Â. Ãóáåð

Â ðàìêàõ òåîðèè ðåôîðì ñôîðìóëèðîâàíà çàäà÷à ïîèñêà îïòèìàëüíîé òðàåêòî-
ðèè (ïîñëåäîâàòåëüíîñòè) ðåôîðì è ïðåäëîæåíû ìåòîäû ðåøåíèÿ (íàïðèìåð, äèíà-
ìè÷åñêàÿ ìîäåëü Ðàìñåÿ ïî ðàñïðåäåëåíèþ ðåñóðñîâ ìåæäó ïîòðåáëåíèåì è ðàñøè-
ðåíèåì ïðîèçâîäñòâà è çàäà÷à îá îïòèìàëüíîé îñòàíîâêå [3]). Íåäîñòàòêîì áîëüøèí-
ñòâà ìåòîäîâ ÿâëÿåòñÿ èãíîðèðîâàíèå ¾÷åëîâå÷åñêîãî ôàêòîðà¿, äëÿ ó÷åòà êîòîðîãî
öåëåñîîáðàçíî èñïîëüçîâàòü ìåòîäû ðåôëåêñèâíîãî àíàëèçà [2, 4]. Ðåôîðìû � îäèí
èç ýëåìåíòîâ (ýòàïîâ) ðåãóëèðîâàíèÿ, ïîýòîìó óìåñòíåå ðàçðàáîòêà ìåòîäîëîãèè îï-
òèìèçàöèè ðåãóëèðîâàíèÿ â öåëîì. Îïòèìàëüíîå ðåãóëèðîâàíèå äîëæíî îáåñïå÷èòü
ñâîåâðåìåííûé çàïóñê ìîäèôèêàöèè îòðàñëè ïî íàèáîëåå ýôôåêòèâíîìó (ñàìîìó
äåøåâîìó èç îáåñïå÷èâàþùèõ îïòèìàëüíûé ðåçóëüòàò) ñöåíàðèþ.

Àâòîðîì ïðåäëîæåí ïðîòîòèï ñèñòåìû ïîääåðæêè ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé â ñôåðå
ðåãóëèðîâàíèÿ èíôðàñòðóêòóðíûõ îòðàñëåé, ïðîøåäøèé àïðîáàöèþ íà îñíîâå
ýìïèðè÷åñêèõ äàííûõ ïî ðåãóëèðîâàíèþ ýëåêòðîýíåðãåòèêè Ðîññèè (òåõíîëîãèÿ
ïðîòîòèïèðîâàíèÿ [4] ïîçâîëÿåò ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå äëÿ ýëåêòðîýíåðãåòèêè,
îáîáùèòü íà âñå èíôðàñòðóêòóðíûå îòðàñëè). Äàííàÿ ñèñòåìà îñíîâàíà íà ìàòåìà-
òè÷åñêîé ìîäåëè îòðàñëè â öåëîì, â êîòîðóþ èíòåãðèðîâàíû ìîäåëè äåÿòåëüíîñòè
êîìïàíèé îòðàñëè, ó÷èòûâàþùèå êîìïëåêñíîå óïðàâëåíèå èõ ðèñêàìè [1] (ïðåæäå
âñåãî, ðåãóëÿòîðíûìè è èíâåñòèöèîííûìè). Ñèñòåìà èñïîëüçóåò ìåòîäû îïòèìè-
çàöèè, ìåòîäû ñèñòåìíîãî è ðåôëåêñèâíîãî àíàëèçà, ó÷èòûâàþùèå îíòîëîãèþ è
ðåôëåêñèâíîå îêðóæåíèå ðåãóëÿòîðà, à òàêæå ïðåäóñìàòðèâàåò ôîðìèðîâàíèå
îáðàòíîé ñâÿçè. Öåëåâàÿ ôóíêöèÿ ïîäñèñòåìû çàïóñêà ðåôîðì îïòèìèçèðóåò ñóììó
òðàíñôîðìàöèîííûõ (íà ðåôîðìû) è òðàíñàêöèîííûõ (òåêóùèõ) èçäåðæåê ýêîíî-
ìèêè ñòðàíû â óñëîâèÿõ ýêçîãåííî çàäàííûõ îãðàíè÷åíèé (ðåàëèçóåìîñòü íàáîðà
ðåôîðì, ó÷åò â èõ ïðîåêòå èíòåðåñîâ ñóáúåêòîâ è èõ âëèÿíèÿ íà ýêîíîìè÷åñêèõ
ñóáúåêòîâ è ò.ï.).
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ÌÎÄÅËÜ ÎÏÒÈÌÈÇÀÖÈÈ ÄÐÅÂÅÑÍÛÕ ÝÍÅÐÃÅÒÈ×ÅÑÊÈÕ ÏËÀÍÒÀÖÈÉ
Å.Â. Ãóáèé, Â.È. Çîðêàëüöåâ

Â äîêëàäå ðàññìàòðèâàåòñÿ âîçìîæíîñòü ñîçäàíèÿ ñïåöèàëüíûõ ýíåðãåòè÷åñêèõ
ïëàíòàöèé áûñòðîðàñòóùèõ äåðåâüåâ âîêðóã íàñåëåííûõ ïóíêòîâ, äëÿ îòîïëåíèÿ æè-
ëèù êîòîðûõ èñïîëüçóåòñÿ ïîëó÷àåìàÿ áèîìàññà â âèäå äðîâ, òîïëèâíûõ ãðàíóë èëè
áðèêåòîâ.

Äëÿ àíàëèçà ýôôåêòèâíîñòè ýíåðãåòè÷åñêîé ïëàíòàöèè [2] ïîñòðîèì ìàòåìàòè-
÷åñêóþ ìîäåëü. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïëîùàäü ïëàíòàöèé ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êðóã ñ
ðàäèóñîì r è c öåíòðîì â íàñåëåííîì ïóíêòå. Êðóã ðàçäåëåí íà t ðàâíûõ ñåãìåíòîâ.
Êîëè÷åñòâî ñåãìåíòîâ ðàâíî ñðîêó ñîçðåâàíèÿ äðåâåñèíû. Êàæäûé ãîä íà îäíîì èç
ñåãìåíòîâ âåñíîé îñóùåñòâëÿþòñÿ ëåñîçàãîòîâêè, à îñåíüþ � ïîñàäêè.

Ïóñòü âåëè÷èíà R(i, r, t) îçíà÷àåò îáúåì ãîäîâîãî ïðîèçâîäñòâà òîïëèâà, çàâèñÿ-
ùèé îò ðàäèóñà r, êîëè÷åñòâà ñåãìåíòîâ ïëàíòàöèè t, à òàêæå îò âèäà äðåâåñèíû i:

R(i, r, t) = S(r, t) fi(t),

ãäå fi(t) � ôóíêöèÿ ïðèðîñòà äðåâåñèíû íà åäèíèöó ïëîùàäè (êîëè÷åñòâî òîíí óñëîâ-
íîãî òîïëèâà (ò.ó.ò.), íàêîïëåííîãî â áèîìàññå äðåâåñèíû íà îäíîì êâàäðàòíîì êè-
ëîìåòðå ïî ïðîøåñòâèè t ëåò ïîñëå ïîñàäêè); S(r, t) � ïëîùàäü ñåãìåíòà, ñ êîòîðîãî
â äàííîì ãîäó îñóùåñòâëÿþòñÿ ëåñîçàãîòîâêè (âûðàæåííàÿ â êâàäðàòíûõ êèëîìåò-
ðàõ):

S(r, t) =
πr2

t
,

Ïðèâåäåííûå çàòðàòû íà ïðîèçâîäñòâî è òðàíñïîðòèðîâêó äðåâåñíîãî òîïëèâà
âèäà i â çàâèñèìîñòè îò ðàäèóñà r è êîëè÷åñòâà ñåêòîðîâ t îáîçíà÷èì C(i, r, t).

Â äîêëàäå ïëàíèðóåòñÿ ðàññìîòðåòü ñëåäóþùèå çàäà÷è.
1. Âûáîð îïòèìàëüíîãî íàáîðà êóëüòóð i, ñðîêà ïðîèçðàñòàíèÿ t è ðàäèóñà ëåñ-

íîé ïëîùàäè r äëÿ îáåñïå÷åíèÿ çàäàííîãî ïîòðåáëåíèÿ â òîïëèâå ñ ìèíèìàëüíûìè
èçäåðæêàìè:

C(i, r, t)→ min,

ïðè óñëîâèè, ÷òî îáú¼ì ãîäîâîãî ïðîèçâîäñòâà òîïëèâà ðàâåí ïîòðåáëåíèþ,

R(i, r, t) = Q.

2. Âûáîð îïòèìàëüíîãî îáúåìà èñïîëüçîâàíèÿ äðåâåñíîãî òîïëèâà â çàâèñèìîñòè
îò öåíû àëüòåðíàòèâíîãî òîïëèâà:

C(i, r, t) + pL→ min,

ïðè óñëîâèè
K(i, r, t) + L = Q,

ãäå L � îáúåì èñïîëüçîâàíèÿ àëüòåðíàòèâíîãî òîïëèâà (óãëÿ), p � öåíà àëüòåðíàòèâ-
íîãî òîïëèâà (âêëþ÷àÿ ðàñõîäû íà òðàíñïîðòèðîâêó).

3. Âûáîð íàáîðà êóëüòóð, ñðîêîâ è ðàäèóñà ñ ó÷åòîì ñëó÷àéíûõ êîëåáàíèé ïî-
òðåáíîñòè â òîïëèâå è ñëó÷àéíûõ îòêëîíåíèé â ïðèðîñòå äðåâåñèíû. Îòêëîíåíèÿ
ïîòðåáíîñòè â òîïëèâå íà îòîïëåíèå è âåðîÿòíîñòü èõ âîçíèêíîâåíèÿ îïðåäåëÿþòñÿ
íà îñíîâå ìíîãîëåòíèõ ìåòåîðîëîãè÷åñêèõ íàáëþäåíèé [1].
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Ïî îöåíî÷íûì ðàñ÷åòàì, â óñëîâèÿõ Èðêóòñêîé îáëàñòè äëÿ îòîïëåíèÿ íàñåëåííî-
ãî ïóíêòà ÷èñëåííîñòüþ 5000 ÷åëîâåê (ãîäîâîé íîðìàòèâ ïîòðåáëåíèÿ òåïëîýíåðãèè
6093 ò.ó.ò.) ðàäèóñ ïëàíòàöèè äîëæåí ñîñòàâëÿòü 3.4 êèëîìåòðà. Ïðèâåäåííàÿ îöåíêà
ïîçâîëÿåò íàäåÿòüñÿ íà âîçìîæíîñòü ýôôåêòèâíîãî èñïîëüçîâàíèÿ ýíåðãåòè÷åñêèõ
ïëàíòàöèé íå òîëüêî â Èðêóòñêîé îáëàñòè, íî è â äðóãèõ ðåãèîíàõ.
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ÌÎÄÅËÈÐÎÂÀÍÈÅ ÒÐÀÍÑÏÎÐÒÍÎÉ ÑÅÒÈ ÃÎÐÎÄÀ ÎÌÑÊÀ
ÍÀ ÎÑÍÎÂÅ ÎÒÊÐÛÒÛÕ ÃÅÎÄÀÍÍÛÕ "OPEN STREET MAPS"

À.Â. Çèíîâüåâ

Â ðàáîòàõ [1, 2] ðàññìàòðèâàþòñÿ âîïðîñû îáåñïå÷åíèÿ ôóíêöèîíèðîâàíèÿ è ðàç-
âèòèÿ òðàíñïîðòíîé ñåòè íàèáîëåå íàäåæíûì ñïîñîáîì. Äîðîæíàÿ ñåòü ìîæåò èñïû-
òûâàòü âëèÿíèå òàêèõ ôàêòîðîâ, êàê åñòåñòâåííîå ðàçðóøåíèå â ïðîöåññå ýêñïëóà-
òàöèè, ñòèõèéíûå áåäñòâèÿ, öåëåíàïðàâëåííûå äåéñòâèÿ è òàê äàëåå. Åñòåñòâåííûì
îáðàçîì âîçíèêàåò çàäà÷à òàêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ðåñóðñîâ íà ðåìîíò è ìîäåðíèçàöèþ
äîðîã, ïðè êîòîðîì íàäåæíîñòü ñåòè âîçðàñòàåò ìàêñèìàëüíî. Ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è
òðåáóåò ïîëó÷åíèÿ ðåàëüíûõ äàííûõ î òåêóùåì ñîñòîÿíèè òðàíñïîðòíîé ñåòè ãîðîäà
è ïîñòðîåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùåé ìîäåëè â âèäå îðèåíòèðîâàííîãî âçâåøåííîãî ãðàôà.

Â äàííîé ðàáîòå îïèñàí ïðîöåññ ïîñòðîåíèÿ òàêîé ìîäåëè äîðîæíîãî ãðàôà ã. Îì-
ñêà, â êîòîðîé èñïîëüçóþòñÿ àêòóàëüíûå äàííûå î òåêóùåì ñîñòîÿíèè ñåòè. Äëÿ ïî-
ñòðîåíèÿ äîðîæíîãî ãðàôà íåîáõîäèìî ðåøèòü äâå çàäà÷è. Ïåðâàÿ � óìåòü ïîëó÷àòü
ðåàëüíûå ãåîäàííûå î äîðîãàõ, ïåðåêðåñòêàõ, ðàçâÿçêàõ è òàê äàëåå. Âòîðàÿ � ïðî-
èçâåñòè ïðåîáðàçîâàíèå ïåðâè÷íûõ äàííûõ, ïóòåì èñêëþ÷åíèÿ íåçíà÷àùèõ âåðøèí,
ðåáåð, îøèáî÷íîé èíôîðìàöèè.

Äëÿ äîñòèæåíèÿ ïîñòàâëåííûõ öåëåé íà ãåîîáúåêòå óðîâíÿ ãîðîäà íóæíû ðåàëü-
íûå ãåîäàííûå, ñîáðàòü âðó÷íóþ êîòîðûå íåâîçìîæíî. Äëÿ ïîëó÷åíèÿ ïåðâè÷íûõ
ãåîäàííûõ èñïîëüçóþòñÿ âîçìîæíîñòè ïðîåêòà Open Street Maps. Â êà÷åñòâå ñïîñîáà
ïîëó÷åíèÿ èñõîäíûõ äàííûõ â ôîðìàòå XML èñïîëüçóåòñÿ ñåðâèñ âåá-çàïðîñîâ XAPI,
ïîçâîëÿþùèé îòôèëüòðîâàòü èìåþùóþñÿ èíôîðìàöèþ ïî îïðåäåëåííûì ïðàâèëàì
(òîëüêî îáúåêòû òðàíñïîðòíîé èíôðàñòðóêòóðû, èç îïðåäåëåííîé îáëàñòè). Ïîñëå
ýòîãî ïðîèñõîäèò ïðåîáðàçîâàíèå íåîáõîäèìîé èíôîðìàöèè â ìîäåëü Ways-Nodes in
Routing Graph, õðàíÿùóþñÿ â áàçå äàííûõ MySQL. Çàòåì ïðè ïîìîùè ýâðèñòè÷å-
ñêîãî àëãîðèòìà Cook-raw geodata ñòðîèòñÿ äîðîæíûé ãðàô, èìåþùèé ïðèåìëåìîå
÷èñëî âåðøèí è ðåáåð äëÿ çàäà÷, ðàññìîòðåííûõ â ðàáîòàõ [1, 2].

Ïîëó÷åííûé ãðàô ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàí äëÿ ðåøåíèÿ øèðîêîãî êðóãà çàäà÷,
ñâÿçàííûõ ñ ýêñïëóàòàöèåé è ðàçâèòèåì òðàíñïîðòíîé ñåòè.
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ÎÏÒÈÌÈÇÀÖÈß ÍÀÄÅÆÍÎÑÒÈ
ÝËÅÊÒÐÎÝÍÅÐÃÅÒÈ×ÅÑÊÈÕ ÑÈÑÒÅÌ

Â.È. Çîðêàëüöåâ, Ñ.Ì. Ïåðæàáèíñêèé

Íàäåæíîñòü ýëåêòðîýíåðãåòè÷åñêèõ ñèñòåì (ÝÝÑ) õàðàêòåðèçóåòñÿ ðÿäîì
ñâîéñòâ: áåçäåôèöèòíîñòü, ðåìîíòîïðèãîäíîñòü, æèâó÷åñòü, óïðàâëÿåìîñòü, óñòîé-
÷èâîñòü, áåçîïàñíîñòü. Äàëåå ïîä íàäåæíîñòüþ ÝÝÑ áóäåì ïîíèìàòü ñòåïåíü îáåñ-
ïå÷åííîñòè ýëåêòðîýíåðãèåé ïîòðåáèòåëåé, êîòîðàÿ îïðåäåëÿåòñÿ ÷àñòîòîé, äëèòåëü-
íîñòüþ è ãëóáèíîé âîçìîæíûõ äåôèöèòîâ ìîùíîñòè â ñèñòåìå.

Â Ñèáèðñêîì ýíåðãåòè÷åñêîì èíñòèòóòå ÀÍ ÑÑÑÐ ðàçðàáîòàíà ìåòîäèêà àíàëè-
çà íàäåæíîñòè ýëåêòðîýíåðãåòè÷åñêèõ ñèñòåì [1], áàçèðóþùàÿñÿ íà ìåòîäå Ìîíòå-
Êàðëî. Ìåòîäèêà ñîñòîèò èç òðåõ áëîêîâ.
1. Âåðîÿòíîñòíûé áëîê, â êîòîðîì ôîðìèðóþòñÿ ñëó÷àéíûå ñîñòîÿíèÿ ýëåêòðîýíåð-
ãåòè÷åñêîé ñèñòåìû. Ýòî ïîçâîëÿåò ïðîèãðûâàòü ðàçíûå âîçìîæíûå ñèòóàöèè, âîç-
íèêàþùèå ïðè ôóíêöèîíèðîâàíèè ÝÝÑ (ñëó÷àéíûå êîëåáàíèÿ íàãðóçêè, îòêàçû îáî-
ðóäîâàíèÿ, àâàðèéíûå è ïëàíîâûå ðåìîíòû îáîðóäîâàíèÿ).
2. Áëîê îöåíêè äåôèöèòà ìîùíîñòè ñôîðìèðîâàííûõ ðàñ÷åòíûõ ñîñòîÿíèé (ìîäåëü
ìèíèìèçàöèè äåôèöèòà ìîùíîñòè [2]).
3. Áëîê âû÷èñëåíèÿ ïîêàçàòåëåé íàäåæíîñòè ÝÝÑ (âåðîÿòíîñòü áåçäåôèöèòíîé ðà-
áîòû ñèñòåìû, ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå íåäîîòïóñêà ýëåêòðîýíåðãèè è ä.ð.).
Èçëîæåííàÿ âûøå ñõåìà â íàñòîÿùåå âðåìÿ ÿâëÿåòñÿ íàèáîëåå ýôôåêòèâíîé è óíè-
âåðñàëüíîé äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ àíàëèçà íàäåæíîñòè ÝÝÑ.

Îñóùåñòâëÿÿ àíàëèç íàäåæíîñòè ïî óêàçàííîé ìåòîäèêå ïðè ðàçíûõ ñðåäñòâàõ
ïîâûøåíèÿ íàäåæíîñòè, ìîæíî îïðåäåëèòü îïòèìàëüíûé ñîñòàâ ýòèõ ñðåäñòâ, íà-
ïðèìåð, ãàðàíòèðóþùèé äîñòèæåíèÿ çàäàííîãî óðîâíÿ ïîêàçàòåëåé íàäåæíîñòè ñ
ìèíèìàëüíûìè çàòðàòàìè èëè óùåðáîì. Â äîêëàäå îáñóæäàþòñÿ ðåçóëüòàòû ðàçðà-
áîòêè è ðåàëèçàöèè àëãîðèòìîâ âûáîðà îïòèìàëüíûõ ñðåäñòâ îáåñïå÷åíèÿ íàäåæíî-
ñòè ÝÝÑ.
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ÎÏÒÈÌÀËÜÍÛÉ ÏÀÐÀÌÅÒÐÈ×ÅÑÊÈÉ ÑÈÍÒÅÇ
ÒÅÐÌÎÐÅÇÈÑÒÈÂÍÛÕ ÌÈÊÐÎÑÅÍÑÎÐÎÂ

À.Ã. Êîçëîâ

Òîíêîïëåíî÷íûå òåðìîðåçèñòèâíûå ïðåîáðàçîâàòåëè øèðîêî èñïîëüçóþòñÿ â êà-
÷åñòâå òåðìî÷óâñòâèòåëüíûõ ýëåìåíòîâ â ðàçëè÷íûõ òèïàõ òåïëîâûõ ìèêðîñåíñî-
ðîâ. Âàæíûì ïàðàìåòðîì äàííûõ ïðåîáðàçîâàòåëåé ÿâëÿåòñÿ ïîãðåøíîñòü èçìåðå-
íèÿ, êîòîðàÿ äîëæíà áûòü êàê ìîæíî ìåíüøå. Îñíîâíîé ñîñòàâëÿþùåé ïîãðåøíîñòè
ÿâëÿåòñÿ ïîãðåøíîñòü, îáóñëîâëåííàÿ ñàìîðàçîãðåâîì èçìåðèòåëüíûì òîêîì. Îíà
çàâèñèò îò ìíîãèõ ïàðàìåòðîâ (âåëè÷èíà èçìåðèòåëüíîãî òîêà, êîíñòðóêòèâíûå ïà-
ðàìåòðû, óñëîâèÿ ïåðåäà÷è òåïëà), ïîýòîìó ïðè ïðîåêòèðîâàíèè òîíêîïëåíî÷íûõ
òåðìîðåçèñòèâíûõ ìèêðîñåíñîðîâ ñëåäóåò èñïîëüçîâàòü òàêèå çíà÷åíèÿ óêàçàííûõ
ïàðàìåòðîâ, êîòîðûå îáåñïå÷èâàþò ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå óêàçàííîé ïîãðåøíîñòè.
Äàííàÿ çàäà÷à ÿâëÿåòñÿ îïòèìèçàöèîííîé çàäà÷åé. Ïðè åå ðåøåíèè òåðìîðåçèñòèâ-
íûé ìèêðîñåíñîð íà òåðìè÷åñêè èçîëèðîâàííîé ñòðóêòóðå ñëåäóåò ðàññìàòðèâàòü
êàê 2D ñòðóêòóðó ñ ðàñïðåäåëåííûìè ïàðàìåòðàìè. Â ýòîì ñëó÷àå äëÿ îïòèìàëüíî-
ãî ïàðàìåòðè÷åñêîãî ñèíòåçà òåðìîðåçèñòèâíîãî ìèêðîñåíñîðà ìîæíî ïðåäëîæèòü
ñëåäóþùèé àëãîðèòì.
1. Â ñòðóêòóðå ìèêðîñåíñîðà âûäåëÿåòñÿ îáëàñòü, çàíÿòàÿ òîíêîïëåíî÷íûì òåðìî-
ðåçèñòèâíûì ïðåîáðàçîâàòåëåì, è îïðåäåëÿåòñÿ çàâèñèìîñòü ïëîùàäè ýòîé îáëàñòè
îò øèðèíû òåðìîðåçèñòèâíîãî ñëîÿ.
2. Îïðåäåëÿåòñÿ çàâèñèìîñòü ñðåäíåâçâåøåííîé òåìïåðàòóðà ïåðåãðåâà â âûäåëåí-
íîé îáëàñòè îò øèðèíû òåðìîðåçèñòèâíîãî ñëîÿ. Ñ ýòîé öåëüþ èñïîëüçóåòñÿ ìåòîä
îïðåäåëåíèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ òåìïåðàòóðû â òåïëîâûõ ìèêðîñåíñîðàõ, ïðåäëîæåííûé
â [1].
3. Îñóùåñòâëÿåòñÿ ìèíèìèçàöèÿ öåëåâîé ôóíêöèè â âèäå Z = (∆T av−∆T )2, ãäå∆T av

� ñðåäíåâçâåøåííàÿ òåìïåðàòóðà ïåðåãðåâà â îáëàñòè òåðìîðåçèñòèâíîãî ïðåîáðàçî-
âàòåëÿ; ∆T � àáñîëþòíàÿ ïîãðåøíîñòü èçìåðåíèÿ òåìïåðàòóðû òåðìîðåçèñòèâíûì
ïðåîáðàçîâàòåëåì. Íåçàâèñèìîé ïåðåìåííîé ïðè îïòèìèçàöèè ÿâëÿåòñÿ øèðèíà òåð-
ìîðåçèñòèâíîãî ñëîÿ. Ïîëó÷åííîå çíà÷åíèå øèðèíû òåðìîðåçèñòèâíîãî ñëîÿ îáåñïå-
÷èâàåò òðåáóåìóþ àáñîëþòíóþ ïîãðåøíîñòü èçìåðåíèÿ òåìïåðàòóðû ïðè çàäàííûõ
çíà÷åíèÿõ êîíñòðóêòèâíûõ ïàðàìåòðîâ, â ïåðâóþ î÷åðåäü âåëè÷èíû èçìåðèòåëüíîãî
òîêà.

Ïðåäëîæåííûé ìåòîä îïòèìàëüíîãî ïàðàìåòðè÷åñêîãî ñèíòåçà òåðìîðåçèñòèâ-
íûõ ìèêðîñåíñîðîâ ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàí ïðè èõ êîíñòðóèðîâàíèè è â ÑÀÏÐ
äàííûõ ìèêðîñåíñîðîâ.
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ÎÏÒÈÌÈÇÀÖÈß ÈÑÏÎËÜÇÎÂÀÍÈß ÐÅÑÓÐÑÎÂ Â ÑÈÑÒÅÌÅ
ÂÇÀÈÌÎÄÅÉÑÒÂÓÞÙÈÕ ÏÐÅÄÏÐÈßÒÈÉ

À.À. Êîëîêîëîâ, Ò.Þ. Ñòåïàíîâà, Å.ß. Ñåìåðõàíîâà, Â.À. Ìèõàëü

Ðàññìàòðèâàåòñÿ ãðóïïà âçàèìîäåéñòâóþùèõ ïðåäïðèÿòèé, êàæäîìó èç êîòîðûõ
íåîáõîäèìî âûïîëíèòü çàäàííûé îáúåì ðàáîò â óñòàíîâëåííûé ïåðèîä âðåìåíè. Ïðè
ýòîì íåêîòîðûå ïðåäïðèÿòèÿ ìîãóò îáëàäàòü èçáûòî÷íûì êîëè÷åñòâîì ðåñóðñîâ (ïî-
ñòàâùèêè), äðóãèå, íàïðîòèâ, èñïûòûâàòü ïîòðåáíîñòü â íèõ (êëèåíòû). Ó÷èòûâà-
þòñÿ ñëåäóþùèå îãðàíè÷åíèÿ: çàäàíà ñõåìà âçàèìîäåéñòâèÿ ïðåäïðèÿòèé ïî âèäàì
ðàáîò ñ èíôîðìàöèåé îá îáúåìàõ îêàçûâàåìûõ óñëóã [1]; ïîñòàâùèêè îáëàäàþò íà-
áîðîì ñðåäñòâ îêàçàíèÿ óñëóã (îïòèìàëüíàÿ êîìáèíàöèÿ ðåñóðñîâ); èçâåñòíû ïðî-
èçâîäèòåëüíîñòü êàæäîãî ñðåäñòâà îêàçàíèÿ óñëóãè è çàòðàòû íà èõ ïåðåìåùåíèå.
Òðåáóåòñÿ íàéòè âàðèàíò ðàñïðåäåëåíèÿ ðåñóðñîâ äëÿ ñèñòåìû ïðåäïðèÿòèé, ïðè
êîòîðîì îáùåå âðåìÿ âûïîëíåíèÿ âñåõ ðàáîò áóäåò ìèíèìàëüíûì.

Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è ïîñòðîåíà ìîäåëü ÷àñòè÷íî öåëî÷èñëåííîãî ëèíåéíîãî ïðî-
ãðàììèðîâàíèÿ. Ïðîâåäåíû âû÷èñëèòåëüíûå ýêñïåðèìåíòû äëÿ ñôåðû àãðàðíîãî
ñåêòîðà íà ïðèìåðå îäíîãî èç ðàéîíîâ Îìñêîé îáëàñòè, êîòîðûå ïîêàçàëè, ÷òî ïðåä-
ëîæåííàÿ ìîäåëü ïåðñïåêòèâíà äëÿ îïðåäåëåíèÿ íàèëó÷øåãî âàðèàíòà èñïîëüçîâà-
íèÿ ðåñóðñîâ â ñèñòåìå âçàèìîäåéñòâóþùèõ ïðåäïðèÿòèé.
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ÎÏÒÈÌÈÇÀÖÈß ÎÄÍÎÐÀÍÃÎÂÎÉ ÂÛ×ÈÑËÈÒÅËÜÍÎÉ ÑÅÒÈ
ÏÐÈ ÏÎÌÎÙÈ ÃÅÍÅÒÈ×ÅÑÊÎÃÎ ÀËÃÎÐÈÒÌÀ

È.Á. Ïëåñîâñêèõ

Ñ óâåëè÷åíèåì ðàçìåðîâ âû÷èñëèòåëüíûõ ñåòåé ðàñòåò íåîáõîäèìîñòü â èõ îïòè-
ìèçàöèè äëÿ áîëåå áûñòðîé è ýôôåêòèâíîé ïåðåäà÷è èíôîðìàöèè îò îäíîãî ïîëüçî-
âàòåëÿ ê äðóãîìó. Îäíèì èç ïîäõîäîâ ê ðåøåíèþ äàííîé çàäà÷è ÿâëÿåòñÿ èñïîëüçî-
âàíèå ãåíåòè÷åñêèõ àëãîðèòìîâ.

Èñïîëüçîâàíèå ãåíåòè÷åñêîãî àëãîðèòìà äëÿ îïòèìèçàöèè ñâÿçåé âû÷èñëèòåëü-
íîé ñåòè ðàññìàòðèâàëîñü â ðÿäå íàó÷íûõ ðàáîò (ñì., íàïðèìåð, [1,2]). Îäíàêî, â
ðàáîòå [1] â êà÷åñòâå ïîêàçàòåëÿ îïòèìàëüíîñòè âûñòóïàåò ëèøü ñòîèìîñòü ïîñòðîå-
íèÿ ñåòè, à â [2] � íàäåæíîñòü ñåòè. Â äîêëàäå ïðåäëàãàåòñÿ ãåíåòè÷åñêèé àëãîðèòì
îïòèìèçàöèè òîïîëîãèè ñåòè, ó÷èòûâàþùèé òàêèå ôàêòîðû ôóíêöèîíèðîâàíèÿ ñå-
òè, êàê íàäåæíîñòü, ñêîðîñòü ïåðåäà÷è èíôîðìàöèè ïî ñåòè è ñòîèìîñòü.

Â äàííîé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ îäíîðàíãîâàÿ ñåòü, ò.å. ñåòü, óçëû â êîòîðîé ìî-
ãóò âûñòóïàòü êàê â ðîëè ñåðâåðà, òàê è â ðîëè êëèåíòà. Èñõîäíûìè äàííûìè àëãî-
ðèòìà ÿâëÿþòñÿ ïàðàìåòðû íåêîòîðîãî íàáîðà óçëîâ: êîîðäèíàòû óçëà íà ïëîñêîñòè,
âåðîÿòíîñòü ïðîõîæäåíèÿ èíôîðìàöèè ÷åðåç óçåë áåç ïîòåðü, òðàôôèê, ãåíåðèðóå-
ìûé óçëîì, êîëè÷åñòâî èíôîðìàöèè, êîòîðîå óçåë ñïîñîáåí îáðàáîòàòü áåç çàäåðæåê.
Ðåøåíèÿ çàäà÷è ñîîòâåòñòâóþò âîçìîæíûì êîíôèãóðàöèÿì ñåòè, ïðåäñòàâëåííûì â
âèäå ìàòðèö ñìåæíîñòè. Öåëüþ ïîèñêà ÿâëÿåòñÿ ñîçäàíèå îðèåíòèðîâàííîãî ãðàôà,
èìåþùåãî ìèíèìàëüíûé ñóììàðíûé âåñ âñåõ äóã, à òàêæå ìèíèìàëüíóþ ñðåäíþþ
ñóììàðíóþ çàäåðæêó è ìàêñèìàëüíóþ ñðåäíþþ íàäåæíîñòü ïðè ïåðåäà÷å èíôîðìà-
öèè ìåæäó óçëàìè.

Ðåøàåìàÿ çàäà÷à ÿâëÿåòñÿ ìíîãîêðèòåðèàëüíîé. Â äàííîé ðàáîòå ïðèìåíåí îäèí
èç êëàññè÷åñêèõ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ ïîäîáíûõ çàäà÷ � ìåòîä âçâåøåííîé ôóíêöèè. Â
ïðåäëîæåííîì ãåíåòè÷åñêîì àëãîðèòìå ôóíêöèÿ ïðèñïîñîáëåííîñòè F ïðåäñòàâëÿåò
ñîáîé ñóììó òðåõ ôóíêöèé f1, f2 è f3 ñ ðàçëè÷íûìè âåñàìè. Êàæäàÿ èç òðåõ ôóíê-
öèé âû÷èñëÿåò îïðåäåëåííûé ïîêàçàòåëü ôóíêöèîíèðîâàíèÿ ñåòè.

Â äîêëàäå ïðèâåäåíû è ïðîàíàëèçèðîâàíû ðåçóëüòàòû ðàáîòû àëãîðèòìà äëÿ îä-
íîðàíãîâîé âû÷èñëèòåëüíîé ñåòè.
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ÈÌÈÒÀÖÈÎÍÍÎÅ ÌÎÄÅËÈÐÎÂÀÍÈÅ ÏÐÈ ÎÁÎÑÍÎÂÀÍÈÈ ÐÅØÅÍÈÉ
Â ÑÈÑÒÅÌÅ ÑÒÐÀÒÅÃÈ×ÅÑÊÎÃÎ ÓÏÐÀÂËÅÍÈß ÐÅÃÈÎÍÎÌ

À.Å. Ñåâàñòüÿíîâà

Ñîöèàëüíî-ýêîíîìè÷åñêèå ñèñòåìû ðåãèîíîâ ÿâëÿþòñÿ ñëîæíûìè ñèñòåìàìè, ñî-
ñòîÿùèìè èç ìíîæåñòâà ðàçíîðîäíûõ âçàèìîñâÿçàííûõ ýëåìåíòîâ. Ìàòåìàòè÷åñêîå
ìîäåëèðîâàíèå ïîçâîëÿåò îáîçðåòü ýëåìåíòíûé ñîñòàâ, ñîâîêóïíîñòü âíóòðåííèõ è
âíåøíèõ âçàèìîñâÿçåé, âûÿâèòü â ñèñòåìå ñèíåðãåòè÷åñêèå ýôôåêòû. Ïðîãíîçíî-
àíàëèòè÷åñêèå îáîñíîâàíèÿ óïðàâëåí÷åñêèõ ðåøåíèé (ïðåæäå âñåãî äîëãîñðî÷íîãî
è ñòðàòåãè÷åñêîãî õàðàêòåðà) ñ íåîáõîäèìîñòüþ äîëæíû âûïîëíÿòüñÿ â ìíîãîâàðè-
àíòíîé ïîñòàíîâêå, ñ èñïîëüçîâàíèåì ýêîíîìèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé è ìåòîäîâ.

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ñöåíàðèåâ è ñèòóàöèîííîãî àíàëèçà ïðè îáîñíîâàíèè ñòðàòåãè÷å-
ñêèõ ðåøåíèé ðàçðàáîòàí ñïåöèàëèçèðîâàííûé èíñòðóìåíòàðèé, â îñíîâå êîòîðîãî
ëåæèò àíàëèç òåíäåíöèé èçìåíåíèÿ íàèáîëåå çíà÷èìûõ ôàêòîðîâ è óñëîâèé ñ ó÷åòîì
îñíîâíûõ çàâèñèìîñòåé ìåæäó ýëåìåíòàìè è ïðîöåññàìè [1].

Ñ ó÷åòîì ìèðîâîãî îïûòà [2] íàðàâíå ñ ýêçîãåííûìè ôàêòîðàìè, áîëüøîå âíèìà-
íèå óäåëÿåòñÿ ýíäîãåííûì ôàêòîðàì: ñâÿçàííûì ñ ðåñóðñàìè, óïðàâëåíèåì, èíñòè-
òóöèîíàëüíûìè óñëîâèÿìè, èííîâàöèÿìè, îáó÷åíèåì.

Ðàçðàáîòàíî íåñêîëüêî âåðñèé èìèòàöèîííîé ìîäåëè ñîöèàëüíî-ýêîíîìè÷åñêîãî
ðàçâèòèÿ ïðèìåíèòåëüíî ê íåôòåãàçîäîáûâàþùèì ðåãèîíàì. Öåëü � ïðîãíîçèðîâà-
íèå îñíîâíûõ ïîêàçàòåëåé ñîöèàëüíî-ýêîíîìè÷åñêîãî ðàçâèòèÿ ðåãèîíà âî âçàèìî-
ñâÿçè ñ äèíàìèêîé îñâîåíèÿ íåôòåãàçîâûõ ðåñóðñîâ è îáîñíîâàíèÿ óïðàâëåí÷åñêèõ
ðåøåíèé ñòðàòåãè÷åñêîãî õàðàêòåðà.

Â ôîðìàëüíîì àñïåêòå ïðîöåññ óïðàâëåíèÿ ðåãèîíàëüíîé ñîöèàëüíî-
ýêîíîìè÷åñêîé ñèñòåìîé â ðàìêàõ ìîäåëè ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé èçìåíåíèå çíà÷åíèé
îãðàíè÷åíèé è ðåãóëèðóþùèõ ïàðàìåòðîâ, ïðèâîäÿùåå ê ïîëó÷åíèþ íîâîãî ðåçóëü-
òàòà ðàñ÷åòîâ. Â ìîäåëü ââîäèòñÿ ñïåöèàëüíûé áëîê ðåãèîíàëüíîãî óïðàâëåíèÿ,
ñîñòàâíûìè ÷àñòÿìè êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ ýëåìåíòû óïðàâëÿþùèõ âîçäåéñòâèé (ñîöè-
àëüíîé, ïðîìûøëåííîé, èíâåñòèöèîííîé, áþäæåòíî-ôèíàíñîâîé ïîëèòèêè).
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ÏÎÑÒÐÎÅÍÈÅ ÎÏÒÈÌÀËÜÍÎÉ ÀÏÏÐÎÊÑÈÌÈÐÓÞÙÅÉ ÔÓÍÊÖÈÈ
Â ÇÀÄÀ×Å ÌÎÄÅËÈÐÎÂÀÍÈß ÍÅËÈÍÅÉÍÎÉ ÄÈÍÀÌÈÊÈ

ÒÅÏËÎÎÁÌÅÍÍÈÊÀ
Å.Â. Òàèðîâà

Ê íàñòîÿùåìó âðåìåíè èìååòñÿ çíà÷èòåëüíûé îïûò ïðîâåäåíèÿ äèíàìè÷åñêèõ
ðàñ÷åòîâ ñëîæíûõ òåïëîýíåðãåòè÷åñêèõ îáúåêòîâ è îáúåêòîâ õèìè÷åñêîé òåõíî-
ëîãèè, îñíîâàííûõ íà ïðèíöèïàõ ñòðóêòóðíîãî ìîäåëèðîâàíèÿ è àíàëèòè÷åñêîì
ðåøåíèè óðàâíåíèé äèíàìèêè, âûðàæåííîì â âèäå îïðåäåëåííûõ õàðàêòåðèñòè-
÷åñêèõ ôóíêöèé � ïåðåäàòî÷íîé ôóíêöèè, ðàçãîííîé è èìïóëüñíîé ïåðåõîäíûõ
ôóíêöèé. Ðàçðàáàòûâàåìûå ïðè ýòîì ìîäåëè îñíîâàíû íà ïðåäïîëîæåíèè ëèíåéíî-
ñòè ïðîöåññîâ, òàê êàê òîëüêî áëàãîäàðÿ ëèíåàðèçàöèè îáåñïå÷èâàåòñÿ âîçìîæíîñòü
íàõîæäåíèÿ íåîáõîäèìûõ âûðàæåíèé äëÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ôóíêöèé ñòðóêòóð-
íûõ ýëåìåíòîâ îáúåêòà.

Ðàçâèòèå àíàëèòè÷åñêèõ ìåòîäîâ äëÿ îïèñàíèÿ íåëèíåéíîé äèíàìèêè ðàäè-
àöèîííûõ òåïëîîáìåííèêîâ ïðè ïðîèçâîëüíîì õàðàêòåðå âîçìóùåíèÿ ðàñõîäà
òåïëîíîñèòåëÿ ïðåäñòàâëåíî â ðàáîòå [1]. Ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå çàäà÷è èùåòñÿ â
âèäå íåëèíåéíîé ñóïåðïîçèöèè ðàçãîííûõ ïåðåõîäíûõ ôóíêöèé, ïîëó÷àåìûõ èñõîäÿ
èç àïïðîêñèìàöèè íåïðåðûâíîé ôóíêöèè ðàñõîäà ñóììîé êóñî÷íî-ïîñòîÿííûõ
ôóíêöèé.

Ïðè ýòîì íàáëþäàåòñÿ íåîäíîçíà÷íàÿ çàâèñèìîñòü òî÷íîñòè îïèñàíèÿ äèíàìè-
÷åñêîãî ïðîöåññà îò ïàðàìåòðîâ àïïðîêñèìèðóþùåé ôóíêöèè. Ïîâûøåíèå òî÷íîñòè
àïïðîêñèìàöèè çà ñ÷åò óìåíüøåíèÿ âðåìåííîãî øàãà, ðàâíî, êàê âûáîð âîçìîæíî
áîëåå êðóïíîãî øàãà, îäèíàêîâî óõóäøàþò òî÷íîñòü ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ.

Ïîýòîìó â äîêëàäå ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à äèñêðåòíîé (ïîøàãîâîé) îïòèìèçà-
öèè äëÿ ïîñòðîåíèÿ îïòèìàëüíîé àïïðîêñèìèðóþùåé ôóíêöèè ïðè ìîäåëèðîâàíèè
íåëèíåéíîé äèíàìèêè òåïëîîáìåííèêà, â êîòîðîé íà êàæäîì øàãå ïðîöåññà ìè-
íèìèçèðóåòñÿ òåêóùåå çíà÷åíèå ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêîãî îòêëîíåíèÿ ýíòàëüïèè
(òåìïåðàòóðû) îò ýòàëîííîãî ðåøåíèÿ íà ìíîæåñòâå çíà÷åíèé h(ti) ïðè âûïîëíåíèè
ðÿäà îãðàíè÷åíèé íà ïàðàìåòðû ìîäåëè è àïïðîêñèìèðóþùåé ôóíêöèè, ãäå h(ti) �
çíà÷åíèå ýíòàëüïèè òåïëîíîñèòåëÿ íà âûõîäå èç òåïëîîáìåííèêà â ìîìåíòû âðåìåíè
ti, i = 1, ..., N .

Ïðèâîäÿòñÿ ðåçóëüòàòû ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ, êîòîðûå èëëþñòðèðóþò
óëó÷øåíèå òî÷íîñòè ìîäåëèðîâàíèÿ ïî ñðàâíåíèþ ñ [1].
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WEB-ÏÐÈËÎÆÅÍÈÅ ÄËß ÎÏÒÈÌÈÇÀÖÈÈ ÎÒÍÎØÅÍÈÉ Â ÃÐÓÏÏÅ
ÍÀ ÎÑÍÎÂÅ ÒÅÎÐÈÈ ÐÅÔËÅÊÑÈÂÍÛÕ ÈÃÐ

Ñ.À. Òîëñòóõà

Òåîðèÿ ðåôëåêñèâíûõ èãð ñ ïîìîùüþ ôîðìàëüíûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé ïîç-
âîëÿåò âû÷èñëèòü, êàê òîò èëè èíîé ñóáúåêò (â ãðóïïå) áóäåò äåéñòâîâàòü â íåêîòî-
ðîé ñèòóàöèè. Ñ ïîìîùüþ ýòîãî èíñòðóìåíòà ïðîåêòíàÿ ãðóïïà ñèòóàöèîííîãî öåí-
òðà ìîæåò ñïðîãíîçèðîâàòü ïîâåäåíèå ñóáúåêòîâ (ëþäåé, êîìïàíèé, ñòðàí) â íåêîé
ñèòóàöèè; òàêæå ïðîåêòíàÿ ãðóïïà ìîæåò âû÷èñëèòü, êàê ìîæíî ïîìåíÿòü îòíîøå-
íèÿ âíóòðè ãðóïïû èëè êàê ìîæíî âîçäåéñòâîâàòü íà ñóáúåêòîâ ãðóïïû äëÿ îï-
òèìàëüíîãî ðåøåíèÿ òåêóùåé çàäà÷è (íàïðèìåð, ïðåäîòâðàòèòü êîíôëèêò). Â ðàì-
êàõ Êîìïëåêñà äëÿ ïëàíøåòèñòà ñèòóàöèîííîãî öåíòðà âïåðâûå áûëî ñîçäàíî Web-
ïðèëîæåíèå äëÿ ðåøåíèÿ òàêèõ çàäà÷ [1-3].

Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è íåîáõîäèìî ââåñòè ñëåäóþùèå äàííûå: ãðàô âçàèìîîòíîøå-
íèé ìåæäó ñóáúåêòàìè (ìåæäó êàæäîé ïàðîé ñóáúåêòîâ îòíîøåíèÿ îïðåäåëÿþòñÿ
êàê �ñîþç� ëèáî �êîíôëèêò�), ìíîæåñòâà àëüòåðíàòèâ, íà êîòîðîì ìîãóò äåéñòâîâàòü
ñóáúåêòû, à òàêæå òàáëèöà âëèÿíèé ñóáúåêòîâ äðóã íà äðóãà. Ïîñëå ââîäà äàííûõ
ïîëüçîâàòåëü ïîëó÷àåò ðåçóëüòàò: ïîäìíîæåñòâà àëüòåðíàòèâ, êîòîðûå ìîæåò âû-
áðàòü â ýòîé ñèòóàöèè ñóáúåêò, ëèáî ñîîáùåíèå î òîì, ÷òî ñóáúåêò íå ìîæåò âûáðàòü
íè îäíîé àëüòåðíàòèâû è íàõîäèòñÿ â ñîñòîÿíèè ôðóñòðàöèè. Âñå óñëîâèÿ è ðåøå-
íèÿ çàäà÷ ñîõðàíÿþòñÿ â áàçó äàííûõ. Áëàãîäàðÿ ýòîìó âîçìîæíî ðåøèòü îáðàòíóþ
çàäà÷ó: íàéòè îïòèìàëüíûå íà÷àëüíûå äàííûå, ïðè êîòîðîì ãðóïïà ñóáúåêòîâ ðåà-
ëèçóåò íàèáîëåå ïîçèòèâíûé (íàïðèìåð, áåñêîíôëèêòíûé), èñõîä.

Ïðèëîæåíèå äîñòóïíî ïî àäðåñó http://re�ection.sergal.ru.
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ÒÎ×ÍÛÅ ÀËÃÎÐÈÒÌÛ ÁÛÑÒÐÎÃÎ ÏÎÈÑÊÀ ÌÅÒÐÈ×ÅÑÊÈÕ
ÕÀÐÀÊÒÅÐÈÑÒÈÊ ÃÐÀÔÎÂ ÄÎÐÎÆÍÛÕ ÑÅÒÅÉ

À.Ð. Óðàêîâ, Ò.Â. Òèìåðÿåâ

Â ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷àõ âçâåøåííûå ãðàôû ÷àñòî ñîîòâåòñòâóþò íåêîòîðîé ðå-
àëüíîé ôèçè÷åñêîé ñåòè (íàïðèìåð, àâòîìîáèëüíûõ äîðîã èëè ïåðåäà÷è äàííûõ).
Ïðè ïðîåêòèðîâàíèè è ñòðîèòåëüñòâå òàêèõ ñåòåé îáÿçàòåëüíî ó÷èòûâàåòñÿ òîò ôàêò,
÷òî ñîåäèíåíèå ïàðû óçëîâ ñâÿçüþ èìååò íåêîòîðóþ ñåáåñòîèìîñòü, êîòîðàÿ çàâèñèò
îò äëèíû ñîåäèíåíèÿ. Â ñâîþ î÷åðåäü, äëèíà ñîåäèíåíèÿ íåêîòîðûì îáðàçîì çàäàåò
âåñ ðåáðà ãðàôà. Òàêèì îáðàçîì, âêóïå ñ íåêîòîðûìè äðóãèìè îáúåêòèâíûìè óñëîâè-
ÿìè, íåîáõîäèìîñòü ñíèæåíèÿ ñåáåñòîèìîñòè îïðåäåëÿåò êàê òîïîëîãèþ ñàìîé ñåòè,
òàê è âèä ãðàôà, êîòîðûé åå îïèñûâàåò.

Âàæíûì îáúåêòîì ïðàêòè÷åñêîãî èññëåäîâàíèÿ ÿâëÿþòñÿ äîðîæíûå ñåòè. Ñòðóê-
òóðà ãðàôîâ ýòèõ ñåòåé îïðåäåëÿåòñÿ êàê ñòðåìëåíèåì ìèíèìèçàöèè ñåáåñòîèìîñòè
èõ ïîñòðîåíèÿ, òàê è ðÿäîì äîïîëíèòåëüíûõ óñëîâèé. Ê íåêîòîðûì òàêèì âíåøíèì
óñëîâèÿì îòíîñÿòñÿ: ïðàêòè÷åñêàÿ íåâîçìîæíîñòü ïðîêëàäêè äîðîã ÷åðåç îïðåäåëåí-
íûå îáúåêòû (ãîðû, äîìà è ò.ï.), ìàëîå êîëè÷åñòâî ñëîæíûõ ñîåäèíåíèé, î÷åâèäíàÿ
çàâèñèìîñòü ñòðîåíèÿ ñåòè îò ðàñïîëîæåíèÿ ñîåäèíÿåìûõ ïóíêòîâ. Äðóãèìè ñëî-
âàìè, âçâåøåííûé ãðàô, ïîñòðîåííûé äëÿ òàêîé ñåòè, íå ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâîëüíûì
ãðàôîì, à, íàïðîòèâ, èìååò íåêîòîðûå îñîáåííîñòè, êîòîðûå ìîãóò ó÷èòûâàòüñÿ ïðè
ïîñòðîåíèè àëãîðèòìîâ.

Ïðåäëàãàþòñÿ òî÷íûå àëãîðèòìû äëÿ áûñòðîãî íàõîæäåíèÿ ìåòðè÷åñêèõ õàðàê-
òåðèñòèê ãðàôà (öåíòð, ðàäèóñ, äèàìåòð) â óñëîâèÿõ âû÷èñëåííîé è íå âû÷èñëåí-
íîé ìàòðèöû êðàò÷àéøèõ ðàññòîÿíèé. Â ïðåäëàãàåìûõ àëãîðèòìàõ óñêîðåíèå ïîèñ-
êà ïðîèñõîäèò çà ñ÷åò ðàñ÷åòà êðàò÷àéøèõ ðàññòîÿíèé íå äëÿ âñåõ âåðøèí ãðàôà, à
òîëüêî äëÿ íåêîòîðîãî ïîäìíîæåñòâà âåðøèí è ïðåêðàùåíèÿ ïîèñêà ïî âûïîëíåíèþ
óñëîâèÿ íà ðàññòîÿíèÿ îò ðàññìàòðèâàåìîé âåðøèíû äî îïîðíûõ. Ýêñïåðèìåíòû,
ïðîâåäåííûå íà ðÿäå ãðàôîâ äîðîæíûõ ñåòåé Ñåâåðíîé Àìåðèêè è Åâðîïû èç ñâî-
áîäíîãî äîñòóïà [3], ïîêàçàëè çàìåòíîå óñêîðåíèå (äî ïîðÿäêà è áîëåå) ïðè èñïîëüçî-
âàíèè ïðåäëàãàåìûõ àëãîðèòìîâ â ñðàâíåíèè ñ ðåøåíèåì ýòèõ çàäà÷ ñóùåñòâóþùèìè
ìåòîäàìè [1,2].

ËÈÒÅÐÀÒÓÐÀ

1. Johnson D.B. E�cient algorithms for shortest paths in sparse graph // Journal of the
ACM. � 1977. � � 24. � P. 1-13.
2. Yuster R. Computing the diameter polynomially faster than APSP [Ýëåêòðîííûé
ðåñóðñ] // 2010. URL: http://arxiv.org/abs/1011.6181. Äàòà îáðàùåíèÿ: 26.04.2012.
3. 9th DIMACS Implementation Challenge - Shortest Paths [Ýëåêòðîííûé ðåñóðñ]
// URL: http://www.dis.uniroma1.it/challenge9/download.shtml. Äàòà îáðàùåíèÿ:
26.04.2012.

c⃝ Óðàêîâ Àéðàò Ðåíàòîâè÷, Òèìåðÿåâ Òèìîôåé Âàëåðüåâè÷,
Óôèìñêèé ãîñóäàðñòâåííûé àâèàöèîííûé òåõíè÷åñêèé óíèâåðñèòåò,
óë. Êàðëà Ìàðêñà, 12, Óôà, 450000, Ðîññèÿ.
E-mail: urakov@ufanet.ru, timeryaev@yandex.ru



Ïðèêëàäíûå èññëåäîâàíèÿ 215

ÎÏÒÈÌÈÇÀÖÈß È ÐÅÔËÅÊÑÈÂÍÛÉ ÀÍÀËÈÇ
ÊÀÊ ÊÐÎÑÑ-ÒÅÕÍÎËÎÃÈß ÑÈÒÓÀÖÈÎÍÍÎÃÎ ÖÅÍÒÐÀ

Â.À. Ôèëèìîíîâ

Ýôôåêòèâíîå ïðèìåíåíèå ìåòîäîâ îïòèìèçàöèè äëÿ ðåøåíèÿ ñëîæíûõ ïðàêòè÷å-
ñêèõ çàäà÷ òðåáóåò ìíîãîäèñöèïëèíàðíîãî ïîäõîäà. Îäíèì èç âàðèàíòîâ ðåàëèçàöèè
òàêîãî ïîäõîäà ÿâëÿåòñÿ èñïîëüçîâàíèå êðîññ-òåõíîëîãèé ñèòóàöèîííîãî öåíòðà [1].
Ñèòóàöèîííûé öåíòð ÿâëÿåòñÿ èíôðàñòðóêòóðîé, íà êîòîðîé îðãàíèçóåòñÿ ïåðåñå÷å-
íèå (cross)íåîáõîäèìûõ èíôîðìàöèîííûõ òåõíîëîãèé.

Ïðèìåðîì êîìïëåêñíîãî ïîäõîäà ÿâëÿåòñÿ Òåîðèÿ îãðàíè÷åíèé Ý.Ì.Ãîëäðàòòà.
Èç ìíîãèõ àâòîðñêèõ ¾èçþìèíîê¿ óïîìÿíåì çäåñü òîëüêî ñäåëàííûé àâòîðîì àíàëèç
ïðè÷èí ñèñòåìàòè÷åñêîãî èñêàæåíèÿ ýêñïåðòíûõ îöåíîê õàðàêòåðèñòèê ðàáîò â ñåòå-
âûõ ãðàôèêàõ, à òàêæå îïèñàíèå ïðèìåíÿåìîãî ïîäõîäà â ôîðìàòå áèçíåñ-ðîìàíîâ,
óäà÷íî äîïîëíÿþùèõ òðàäèöèîííûå èíñòðóìåíòû îáó÷åíèÿ. Áëèçêèé ê ýòîìó ïîäõîä
ðåàëèçîâàí íàìè â ôîðìàòå ðåôëåêñèâíîãî òåàòðà ñèòóàöèîííîãî öåíòðà [1].

Ðàññìîòðèì òåïåðü ñëåäóþùóþ çàäà÷ó. Ïóñòü çàäàíà íåêîòîðàÿ ñòðóêòóðà,
êîòîðàÿ ìîæåò áûòü îïèñàíà ãðàôîì, äóãàì êîòîðîãî ïðèïèñàíû îïðåäåë¼ííûå
êîëè÷åñòâåííûå õàðàêòåðèñòèêè. Ïðèìåðîì òàêîé ñòðóêòóðû ìîæåò áûòü ïðåä-
ñòàâëåíèå óëèö ãîðîäà ñ óêàçàíèåì äëèíû óëèö. Ïóñòü çàäàíû ìåñòîïîëîæåíèÿ
íà ýòîé ñòðóêòóðå äâóõ êîíôëèêòóþùèõ ñóáúåêòîâ À è Â, ïðè÷¼ì ñóáúåêòàì îáà
ýòèõ ìåñòîïîëîæåíèÿ èçâåñòíû. Çàäà÷à ñóáúåêòà À ñîñòîèò â äîñòèæåíèè îäíîãî
èç íåñêîëüêèõ îïðåäåë¼ííûõ óçëîâ (íàïðèìåð, àâòîìàãèñòðàëåé, âûõîäÿùèõ èç
ãîðîäà), ïðè ýòîì îí äîëæåí èçáåæàòü âñòðå÷è ñ ñóáúåêòîì Â. Çàäà÷à ñóáúåêòà Â
� âñòðåòèòüñÿ ñ ñóáúåêòîì À. Åñëè ðóêîâîäñòâîâàòüñÿ òðàäèöèîííûì êðèòåðèåì
îïòèìèçàöèè, íàïðèìåð, äëèíîé ïóòè (è òàêîé ïóòü ðàññ÷èòûâàþò ñîâðåìåííûå
àâòîíàâèãàòîðû), òî ïðè îòñóòñòâèè ðåôëåêñèâíîãî ðàññóæäåíèÿ ñóáúåêò À âûáåðåò
êðàò÷àéøèé ïóòü, è èìåííî íà ýòîì ïóòè åãî áóäåò æäàòü ñóáúåêò Â. Ñòðàòåãèÿ,
âêëþ÷àþùàÿ èñïîëüçîâàíèå ðåôëåêñèâíûõ ðàññóæäåíèé, ïîòðåáóåò èñïîëüçîâàíèÿ
ïîäõîäà, îòëè÷íîãî îò òðàäèöèîííîãî ïîäõîäà ê îïòèìèçàöèè, è çäåñü ìîæåò áûòü
ïðèìåí¼í àïïàðàò ðåôëåêñèâíûõ èãð [2].
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ÏÐÈÌÅÍÅÍÈÅ ÀËÃÎÐÈÒÌÀ ÁÀÉÅÑÎÂÑÊÎÉ ÎÏÒÈÌÈÇÀÖÈÈ ÄËß
ÎÁÓ×ÅÍÈß ÈÑÊÓÑÑÒÂÅÍÍÎÉ ÍÅÉÐÎÍÍÎÉ ÑÅÒÈ

Þ.Ð. Öîé

Àëãîðèòìû Áàéåñîâñêîé îïòèìèçàöèè (ÀÁÎ) ÿâëÿþòñÿ ïîäêëàññîì àëãîðèòìîâ
îöåíêè ðàñïðåäåëåíèé [1], â êîòîðûõ ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî â ïðîñòðàíñòâå ïàðàìåòðîâ
ñóùåñòâóåò ðàñïðåäåëåíèå, îïèñûâàþùåå ðåøåíèÿ ñ âûñîêèì êà÷åñòâîì. Îñîáåííî-
ñòüþ ÀÁÎ ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî â ïðîöåññå ðàáîòû àëãîðèòìà ïðîèçâîäèòñÿ âûÿâëåíèå
âçàèìíûõ çàâèñèìîñòåé ìåæäó îïòèìèçèðóåìûìè ïàðàìåòðàìè è äèíàìè÷åñêàÿ äå-
êîìïîçèöèÿ èñõîäíîé çàäà÷è îïòèìèçàöèè, ÷òî ïîçâîëÿåò ïîâûñèòü ýôôåêòèâíîñòü
àëãîðèòìà ïîèñêà ðåøåíèÿ. ×àñòî â êà÷åñòâå ìîäåëè çàâèñèìîñòåé âûñòóïàåò áàéå-
ñîâñêàÿ ñåòü äîâåðèÿ, ïî êîòîðîé ìîæíî âîññòàíîâèòü óñëîâíîå ðàñïðåäåëåíèå îïòè-
ìèçèðóåìûõ ïåðåìåííûõ, ïàðàìåòðû êîòîðîãî íåîáõîäèìî íàéòè [2].

Ïðè ðåøåíèè çàäà÷è îáó÷åíèÿ èñêóññòâåííîé íåéðîííîé ñåòè, â ðàìêàõ êîòîðîé
ïðîèçâîäèòñÿ îïòèìèçàöèÿ âåñîâ ñâÿçåé, ìîæíî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî âåñà íåéðîíîâ
îïèñûâàþòñÿ îòäåëüíûìè ðàñïðåäåëåíèÿìè, ñòðóêòóðà ñåòè îïðåäåëÿåò õàðàêòåð
çàâèñèìîñòåé, à ðàñïðåäåëåíèå âåñîâ âñåé ñåòè ñîîòâåòñòâóåò ðàñïðåäåëåíèþ â
áàéåñîâñêîé ñåòè äîâåðèÿ. Äðóãèìè ñëîâàìè, èíôîðìàöèÿ î ñòðóêòóðå íåéðîííîé
ñåòè ïîçâîëÿåò ñôîðìèðîâàòü ïðèáëèæåíèå äåêîìïîçèöèè èñõîäíîé çàäà÷è îïòèìè-
çàöèè. Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ ïðèìåíåíèå ýòîé èäåè äëÿ îáó÷åíèÿ íåéðîííûõ
ñåòåé ïðÿìîãî ðàñïðîñòðàíåíèÿ äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ ñîêðàùåíèÿ ðàçìåðíîñòè è
êëàññèôèêàöèè.

Ðàáîòà ÷àñòè÷íî ïîääåðæàíà ãðàíòîì ÐÔÔÈ 11-07-00027-à.
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ÌÎÄÅËÈ ÓÏÐÀÂËÅÍÈß ÐÀÇÂÈÒÈÅÌ ÐÅÊÐÅÀÖÈÎÍÍÎÉ ÑÈÑÒÅÌÛ
Å.À. Øåìáåëåâà

Îïòèìàëüíîå ôóíêöèîíèðîâàíèå òóðèñòñêî-ðåêðåàöèîííîãî êîìïëåêñà (ÒÐÊ)
òðåáóåò èñïîëüçîâàíèÿ ðàçíîîáðàçíîé èíôîðìàöèè î ðåêðåàöèîííûõ ðåñóðñàõ, íà-
ëè÷èè è ñòîèìîñòè óñëóã, ðàçâèòèè èíôðàñòðóêòóðû êóðîðòîâ è ò.ä. Òóðèñòñêî-
ðåêðåàöèîííàÿ äåÿòåëüíîñòü, â îòëè÷èå îò äðóãèõ âèäîâ ýêîíîìè÷åñêîé äåÿòåëü-
íîñòè, ÿâëÿåòñÿ èíôîðìàöèîííî íàñûùåííîé, à ïîýòîìó íàèáîëüøèé ñîöèàëüíî-
ýêîíîìè÷åñêèé ýôôåêò îò íåå äîñòèãàåòñÿ ïóòåì âíåäðåíèÿ íîâåéøèõ èíôîðìàöè-
îííûõ òåõíîëîãèé.

Ïðèíÿòèå óïðàâëåí÷åñêèõ ðåøåíèé íà ïðåäïðèÿòèÿõ ÒÐÊ îñóùåñòâëÿåòñÿ íà
ñòðàòåãè÷åñêîì, òàêòè÷åñêîì è îïåðàòèâíîì (èëè îïåðàöèîííîì) óðîâíÿõ. Îñíîâ-
íûìè öåëÿìè ñòðàòåãè÷åñêîãî óðîâíÿ óïðàâëåíèÿ ÿâëÿþòñÿ: îïðåäåëåíèå ñèñòåìû
ïðèîðèòåòîâ ðàçâèòèÿ ïðåäïðèÿòèÿ ÒÐÊ; îöåíêà ïåðñïåêòèâíûõ íàïðàâëåíèé ðàç-
âèòèÿ ïðåäïðèÿòèÿ ÒÐÊ; âûáîð è îöåíêà íåîáõîäèìûõ ðåñóðñîâ äëÿ äîñòèæåíèÿ
ïîñòàâëåííûõ öåëåé.

Òàêòè÷åñêèé óðîâåíü ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé îñíîâàí íà àâòîìàòèçèðîâàííîé îáðà-
áîòêå äàííûõ è ðåàëèçàöèè ìîäåëåé, ïîìîãàþùèõ ðåøàòü õîðîøî è ñëàáî ñòðóêòóðè-
ðîâàííûå çàäà÷è. Ê ÷èñëó îñíîâíûõ öåëåé òàêòè÷åñêîãî óðîâíÿ îòíîñÿòñÿ: îáåñïå÷å-
íèå óñòîé÷èâîãî ôóíêöèîíèðîâàíèÿ ïðåäïðèÿòèÿ â öåëîì; ñîçäàíèå ïîòåíöèàëà äëÿ
ðàçâèòèÿ ïðåäïðèÿòèÿ; ñîçäàíèå è êîððåêòèðîâêà áàçîâûõ ïëàíîâ ðàáîò è ãðàôèêîâ
ðåàëèçàöèè ðåêðåàöèîííûõ óñëóã.

Äëÿ ïîääåðæêè ïðèíÿòèÿ ñòðàòåãè÷åñêèõ è òàêòè÷åñêèõ óïðàâëåí÷åñêèõ ðåøå-
íèé ïî ðàçâèòèþ ïðåäïðèÿòèé ÒÐÊ èñïîëüçóþòñÿ ñèñòåìû ïîääåðæêè ïðèíÿòèÿ
ðåøåíèé (ÑÏÏÐ), êîòîðûå äîëæíû èìåòü äîñòàòî÷íî ìîùíûé àíàëèòè÷åñêèé àï-
ïàðàò ñ áàíêîì ýêîíîìèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé. Îñíîâíûìè õàðàêòåðèñòèêàìè
òàêèõ ñèñòåì ÿâëÿþòñÿ: âîçìîæíîñòü ðåøåíèÿ ñëîæíûõ çàäà÷ óïðàâëåíèÿ ôóíêöè-
îíèðîâàíèåì è ðàçâèòèåì ïðåäïðèÿòèé ÒÐÊ; íàëè÷èå òåõíîëîãèé àíàëèòè÷åñêîãî
ìîäåëèðîâàíèÿ; ãèáêîñòü è àäàïòèðóåìîñòü, âîçìîæíîñòü ëåãêî ìåíÿòü ïîñòàíîâêè
ðåøàåìûõ.

Ïðè ïîñòðîåíèè, èçó÷åíèè è ïðèìåíåíèè ïðîöåäóð ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé â ÑÏÏÐ
èñïîëüçóþòñÿ ðàçëè÷íûå òåõíîëîãèè àíàëèòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ, èñïîëüçóåìûå
ïðè ïîñòðîåíèè áàíêà ìîäåëåé, êîòîðûå ìîæíî ðàçäåëèòü íà íåñêîëüêî ãðóïï: ìîäå-
ëè îïòèìèçàöèè, â òîì ÷èñëå äèñêðåòíûå è ìíîãîêðèòåðèàëüíûå îïòèìèçàöèîííûå
ìîäåëè; ìîäåëè, ó÷èòûâàþùèå íåîïðåäåëåííîñòü, ïðåæäå âñåãî, èìèòàöèîííûå ìî-
äåëè è äðóãèå ìîäåëè.

Â äàííîé ðàáîòå ïîìîùüþ òåõíîëîãèé àíàëèòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ, èñïîëüçó-
þùèõ ñèñòåìó ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ AMPL (http://www.ampl.com), ïî-
ñòðîåí áàíê ìîäåëåé îïòèìèçàöèè ñèñòåìû òóðèçìà â ðåãèîíå.
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